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При деформации металлических кристаллов ударными волнами большой интенсивности установлено,

что скорость пластической деформации ε̇ и давление в волне P связаны эмпирическим соотношением

ε̇ ∼ P4 (закон Свигла−Грэди). Выполненный дислокационно-кинетический анализ механизма возникновения

этого соотношения показал, что его степенной характер обусловлен степенной зависимостью от давления

плотности генерируемых на фронте волны геометрически необходимых дислокаций ρ ∼ P3 . В сочетании

со скоростью вязкого движения дислокаций, линейно изменяющейся с давлением (u ∼ P), это приводит,

согласно формуле Орована для скорости пластической деформации ε̇ = bρu (где b — вектор Бюргерса),
к наблюдаемому в эксперименте соотношению ε̇ ∼ P4 для широкого круга материалов с различным

типом кристаллической решетки. В рамках единого дислокационно-кинетического подхода теоретически

продемонстрировано, что зависимость давления (напряжения течения) от скорости пластической дефор-

мации в широком диапазоне ее изменения 10−4
−1010 s−1 отражает три последовательно развивающихся

процесса: термоактивированного движения дислокаций, их вязкого торможения и генерации геометрически

необходимых дислокаций на фронте ударной волны.

1. Введение

При деформировании металлических кристаллов с

ГЦК-решеткой ударными волнами большой интенсивно-

сти найдено, что скорость пластической деформации ε̇ и

давление (напряжение) в волне P связаны эмпирическим

соотношением ε̇ = KpP4, получившим название закона

Свигла−Грэди (СГ) [1–5], где Kp — некоторый коэффи-

циент. Такой вид зависимости скорости деформации от

давления наблюдается в диапазоне высоких скоростей

деформации 105−1010 s−1 и давлений 1−40GPa [5]. При

квазистатических скоростях деформации 10−4−103 s−1

предел текучести и напряжение течения подчиняются

известному закону σ ∼ (kBT/�) ln ε̇ [6], свидетельству-
ющему о термоактивированном характере перемеще-

ния дислокаций в этом скоростном диапазоне (здесь
� ≈ 103b3 — активационный объем, b — вектор Бюр-

герса, T — температура, kB — постоянная Больцмана).

В литературе существуют разные предположения от-

носительно зависимости ε̇(σ ) в диапазоне динамических

скоростей деформации. Так, в [7–9] предполагается, что
в случае ОЦК-кристаллов сильная зависимость напряже-

ния течения от скорости деформации в этом диапазоне

вызвана снижением величины активационного объема в

выражении σ ∼ (kBT/�) ln ε̇ до минимального значения

� ≈ b3. Что касается механизма появления собственно

соотношения СГ, то, согласно [2], его возникновение

может быть связано с нелинейным характером зависи-

мости скорости диссипации энергии удара от давления.

Авторы работы [10] при численном моделировании на

основе дислокационно-кинетических соотношений про-

цесса образования ударной волны пришли к выводу, что

появление степенного закона СГ обусловлено механиз-

мом гетерогенного зарождения дислокаций при распро-

странении ударной волны по кристаллу. Недостатком

компьютерного моделирования является, однако, то, что

с его помощью нельзя установить явный вид зависимо-

сти ε̇(P) в форме аналитического соотношения.

Целью настоящей работы является теоретический

анализ механизма возникновения соотношения СГ на

основе дислокационно-кинетического подхода с учетом

особенностей пластической деформации кристаллов при

прохождении по ним ударных волн большой интенсивно-

сти, а также получение соответствующих количествен-

ных соотношений в явном виде.

2. Особенности пластической
деформации кристаллов
ударными волнами

Специфика ударного нагружения состоит в том, что

образец (кристалл) подвергается неоднородному по

длине механическому воздействию, а именно воздей-

ствию волны упругого сжатия кристалла. В результате

на границе сжатой и не подвергнутой еще сжатию частей
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кристалла возникает несовместимость деформации εG ,

провоцирующая возникновение геометрически необхо-

димых (ГН) дислокаций в результате образованиия но-

вых или активации существующих до удара дислокаци-

онных источников. Впервые это обстоятельство отмече-

но в [11,12] и получило количественную оценку в рабо-

те [13]. Согласно [13], плотность ГН-дислокаций ρG при

одноосном сжатии кристалла ударной волной зависит

от величины относительного изменения его удельного

объема V/V0 = exp(−εG) следующим образом:

ρG = ρ0
G

[

1−
( V

V0

)1/3
]3

, ρ0
G =

0.4(1− ν)π2

√
2b2

, (1)

где V и V0 — удельные объемы сжатой и не подверг-

нутой сжатию частей кристалла соответственно, ν —

коэффициент Пуассона.

Согласно диаграмме Рэнкина−Гюгонио, P(V ) — вели-

чина давления в волне — определяется уравнением [13]

P = P0

1−V/V0

[1− S(1−V/V0)]2
, (2)

где P0 = C2
0/V0 ≈ E ; C0 и E — соответственно про-

дольная скорость звука и модуль Юнга в отсутствие

сжатия кристалла, S — эмпирический параметр, равный

в случае меди 1.49. Обращая уравнение (2), находим за-

висимость относительного изменения удельного объема

от давления

V
V0

= 1− 1

S

{

(

1 +
1

2S
P0

P

)

−
[(

1 +
1

2S
P0

P

)2

− 1
]1/2

}

.

(3)

После подстановки (3) в (1) получаем зависимость

плотности дислокаций ρG от давления P . На рис. 1

она показана в двойных логарифмических координатах

(кривая 1) применительно к данным для кристаллов

меди: b = 0.26 nm, P0 ≈ E[001] = 128GPa, ν = 0.34. При

P ≪ P0 из (2) и (3) cледует, что V/V0 ≈ 1− P/P0.

Подставляя эту оценку в соотношение (1), находим

зависимость плотности ГН-дислокаций от давления и

деформации εG при относительно малых их значениях

ρG

ρ0
G

≈ 1

33

(

P
P0

)3

≈
(εG

3

)3

. (4)

На рис. 1 зависимость (4) показана пунктиром.1 За-

кон ρG ∼ P3 выполняется приблизительно до давле-

ний P ≈ 0.1P0 или, поскольку P0 ≈ E , до давлений

P < E/10. На рис. 1 показаны также экспериментальные

данные, касающиеся зависимости плотности дислокаций

от давления в ударной волне при ее распространении

в направлении оси [001] в кристаллах Cu и Ni [14].
Видно, что экспериментальные точки лежат несколько

ниже кривой 1. Эксперименту лучше соответствует

кривая 2, при расчете которой вместо численного ко-

эффициента 0.4 в (1) использовалось в 4 раза меньше

его значение 0.1.

1 Степенной характер зависимости ρG ∼ P3 остался незамеченным

авторами [13].

Рис. 1. Зависимость плотности дислокаций в кристаллах

Cu [14] и Ni [14] от давления в ударной волне. 1 и 2 — расчет

согласно уравнениям (1) и (3), 1′ — согласно уравнению (4).

Другая особенность пластической деформации кри-

сталлов интенсивной ударной волной — высокая ско-

рость движения дислокаций в волне 102−103 m/s, кон-

тролируемая их взаимодействием с фононами [15] и

ограниченная возможными псевдорелятивистскими эф-

фектами [16–21]. Согласно [18,19,21], скорость дислока-

ций в ударной волне u определяется уравнением

m0

[1− (u/us)2]3/2
du
dt

+
Bu

[1− (u/us)2]n
= bτ . (5a)

Здесь m0 — масса покоя единицы длины дислокации,

us — скорость сдвиговых волн в кристалле, t — время,

B — коэффициент вязкого торможения дислокаций,

τ — напряжение сдвига, действующее на дислокацию,

n = 0 [19], 1/2 [18,20] и 3/2 [21]. В безразмерных

переменных

u∗ = u/us , t∗ = t/t0, τ∗ = τ /τB , (5b)

где t0 = m0/B , τB = Bus/b, уравнение (5a) принимает

вид
du∗

dt∗
+ u∗(1− u2

∗
)3/2−n = τ∗[1− u2

∗
]3/2. (5c)

В отсутствие релятивистских эффектов решение урав-

нения (5c) u/us = (τ /τB) (1− exp(−t/t0)) описывает до-

стижение за время t ≈ t0 стационарной скорости дис-

локаций. Оценки показывают, что в случае меди и

других ГЦК-металлов t0 ≈ 1−100 ps, τB ≈ 10−100MPa

при B = 10−6−10−4 Pa · s. Из этих оценок следует, что

при длительности ударного импульса t > 1 ns скорость

дислокаций быстро принимает стационарное значение,

и в (5c) можно не учитывать инерционную составля-

ющую напряжения: du∗/dt∗ = 0. Ограничение скорости

дислокаций может быть связано в этом случае с вязкой
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Рис. 2. Зависимость скорости вязкого торможения дисло-

каций u от напряжения сдвига τ в координатах u/us−τ /τB

с учетом релятивистского ограничения скорости дислокаций

скоростью распространения сдвиговых волн us . 1 и 2 — расчет

согласно уравнению (5c) при du∗/dt∗ = 0 и n = 1/2 и 3/2

соответственно.

составляющей напряжения торможения дислокаций. На

рис. 2 приведены численные решения уравнения (5c)
при n = 1/2 (кривая 1, u∗ = τ∗/(1 + τ 2

∗
)1/2) и n = 3/2

(кривая 2) с учетом этого обстоятельства. Из них

видно, что релятивистское ограничение скорости вяз-

кого торможения дислокаций наступает при напряже-

ниях сдвига τ ≈ 10τB ≈ 0.1−1GPa, т. е. при давлениях

P ≈ 1−10GPa.

3. Соотношение Свигла−Грэди

С двумя рассмотренными выше особенностями пла-

стической деформации кристаллов ударными волнами

связана треться ее особенность, а именно необыч-

ная (степенная) зависимость скорости деформации

ε̇ = ε̇G = V̇/V от давления (напряжения), описываемая
эмпирическим соотношением [1,2]

ε̇ = KpP4. (6)

В отсутствие упругой составляющей полной скорости

деформации ε̇ последняя целиком определяется ско-

ростью пластической деформации ε̇pl. Согласно соот-

ношению Орована2 ε̇pl = mbρu, скорость пластической

деформации зависит от плотности дислокаций ρ, ско-

рости перемещения дислокаций u и ориентационного

фактора m (m = 0.41 при ориентации оси кристал-

ла [001] вдоль направления удара). В ударной волне при

P < 0.1P0 плотность дислокаций ρ = ρG ∼ P3 определя-

ется соотношением (4), а скорость дислокаций u(τ ) —

2 Относительно применимости формулы Орована в условиях удар-

ного нагружения см. Приложение.

девиатором напряжений σxy = σz z − ν(σxx + σyy),

τ = mσxy = m
1− 2ν

2(1 − ν)
P. (7)

Принимая далее во внимание релятивистское ограниче-

ние скорости дислокаций (рис. 2, кривая 2)

u =
τ

√

τ 2
B + τ 2

us , (8a)

где τB = Bus/b, получим, что при τ ≪ τB скорость

дислокаций линейно зависит от давления P

u = m
1− 2ν

2(1− ν)

(

b
B

)

P. (8b)

Подставляя (4) и (8b) в формулу Орована, имеем сле-

дующее выражение для зависимости скорости пластиче-

ской деформации от давления в волне при относительно

малых его значениях:

ε̇ = KP

(

P
P0

)4

= KP

(

P
E

)4

∼ P4, (9a)

где

KP =
0.4m2(1− 2ν)π2

23/233

(

E
B

)

≈ 2.6 · 10−3

(

E
B

)

. (9b)

Найденная зависимость скорости деформации от дав-

ления (9a) качественно соответствует эмпирическому

закону Свигла−Грэди (6).
Таким образом, степенная зависимость скорости де-

формации от давления в условиях интенсивного удар-

ного нагружения кристалла в основном определяется

зависимостью плотности ГН-дислокаций от давления

ρG ∼ P3 и в меньшей степени скоростью вязкого тор-

можения дислокаций u ∼ P .

4. Обсуждение результатов

На рис. 3, a и b представлены экспериментальные

данные, касающиеся зависимости скорости пластической

деформации от давления в ударной волне для кри-

сталлов меди [1,4,22] и алюминия [1,4,5]. Сплошные

кривые на этих рисунках соответствуют теоретическим

зависимостям скорости деформации от давления P со-

гласно формуле Орована ε̇pl = mbρGu, где плотность

ГН-дислокаций определяется уравнением (1), а скорость
дислокаций — уравнениями (7) и (8a). Пунктирные ли-

нии на рис. 3, a и b построены согласно соотноше-

нию СГ. В табл. 1 приведены значения коэффициен-

тов KP и напряжений τB в Cu и Al, а также значения

модуля сдвига µ и других параметров, использованных

при расчете кривых на этих рисунках.

Согласно имеющимся в литературе эксперименталь-

ным и теоретическим оценкам, величина коэффициентов

вязкого торможения дислокаций B варьируется в преде-

лах от 10−6 до 10−4 Pa · s [15]. На рис. 4 кривые 1−4

Физика твердого тела, 2013, том 55, вып. 4
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Таблица 1. Значения коэффициентов KP и напряжений τB в кристаллах Cu и Al, а также параметров, использованных при их

расчете

Кристалл KP · 10−12, s−1 τB , GPa B · 104 Pa · s us · 10
−3,m · s−1 E, GPa µ, GPa b, nm

Cu 1.07 1.1 3.0 2.3 128 48 0.26

Al 0.22 0.9 9.0 3.2 70 27 0.28

иллюстрируют результаты расчета для кристаллов Cu

зависимости скорости дислокаций от давления согласно

соотношениям (7) и (8a) при варьировании величины

коэффициента B интервале 10−6−10−3 Pa · s. Видно, что

Рис. 3. Зависимость скорости пластической деформации ε̇

от давления в ударной волне P в кристаллах Cu [1,4,22] (a)
и Al [1,4,5] (b). Сплошные кривые — расчет согласно формуле

Орована ε̇ = mbρG(P)u(P) с учетом соотношений (1), (7)
и (8a), пунктирные — согласно уравнению (9a).

Рис. 4. Расчет зависимости скорости вязкого торможения

дислокаций в Cu от давления в ударной волне P согласно

соотношениям (7) и (8a) при величине коэффициента вязко-

го торможения дислокаций B Pa · s: 1 — 10−6, 2 — 10−5,

3 — 10−4, 4 — 10−3; 3′ — расчет согласно линейной зави-

симости скорости дислокаций u от напряжения τ .

рост величины этого коэффициента приводит к росту

характерного напряжения вязкого торможения дислока-

ций τB и сдвигу кривых u(P) в область более высо-

ких давлений наступления релятивистского ограничения

скорости дислокаций. В результате область линейной

зависимости скорости дислокаций от давления расши-

ряется (на рис. 4 она обозначена пунктиром).

Приведенные в табл. 1 значения B в кристаллах меди

и алюминия выходят за верхнюю границу имеющихся в

литературе оценок этого коэффициента: B = 10−4 Pa · s.
Эти значения можно в 4 раза снизить, если в урав-

нении (1) для плотности дислокаций вместо численно-

го коэффициента 0.4 использовать меньшее его зна-

чение 0.1 (см. раздел 2, рис. 1, кривая 2). В целом,

приведенные на рис. 3, a и b экспериментальные дан-

ные и результаты расчетов показывают, что закон СГ

выполняется в достаточно широком диапазоне давлений.

На это указывает также то, что в настоящее вре-

мя нет экспериментальных свидетельств существования

релятивистских ограничений для скорости дислокаций

при ударе. Это, возможно, связано с тем, что сжа-
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Таблица 2. Значения коэффициентов KP и модулей Юнга E в ГПУ- и ОЦК-металлах

Параметр Mg [25] Be [1] α-Fe [4] Mo [4] Ta [26]

KP · 10−12, s−1 0.73 2.17 2.56 1.92 0.29

E, GPa 46 300 210 340 190

тие кристалла ударной волной увеличивает скорость

сдвиговых волн us и коэффициент вязкого торможения

дислокаций B , отодвигая тем самым возникновение

релятивистских эффектов в область все более высоких

давлений.

В литературе обычно вместо зависимости скорости

пластической деформации от давления приводится за-

висимость давления (напряжения) от скорости дефор-

мации. На рис. 5 данные для кристаллов Cu (рис. 3, a)
представлены в этом традиционном виде. Помимо ди-

намической ветви зависимости ε̇(P) (пунктир) показана

также термоактивационная ветвь σ (ε̇) ∼ (kBT/�) ln ε̇
для меди [23] (крестики). Видно, что переход с одной

ветви на другую происходит в довольно узком интервале

скоростей деформации 104−105 s−1. Можно предпола-

гать, что в рассматриваемом интервале скорость де-

формации контролируется преимущественно скоростью

вязкого торможения дислокаций ε̇ ∼ σ .

Чтобы проверить это предположение, примем во

внимание, что при варьировании напряжений (давления)
в широком диапазоне зависимость скорости дислока-

ций u = lρ/(ta + tB) от напряжения определяется двумя

характерными временами. Первое — время термоак-

тивированного преодоления дислокациями барьеров с

коротким радиусом действия ta = (lρ/us) exp(H/kT ) с

расстоянием между ними lρ . Второе — время безакти-

вационного преодоления барьеров, контролируемое ско-

ростью вязкого торможения дислокаций tB = lρ/uB , где

uB = bτ /B . Подставляя эти времена в приведенное выше

Рис. 5. Зависимость напряжений течения σ [23] и давления

в ударной волне P [1,4,22] в кристаллах Cu от скорости

деформации ε̇. Сплошная кривая получена по уравнениям (10),
пунктирная прямая — по соотношению СГ (уравнение (9a)).

выражение для скорости дислокаций u, получаем для

нее и скорости пластической деформации зависимости

от напряжения в широком диапазоне его изменения

u(τ ) =
us

exp
(

H(τ )
kT

)

+ τB
τ

,

ε̇(τ ) = mbρ(τ )u(τ ). (10)

Здесь H =H0−�(τ −τµ), H0, �=b2lρ и τµ =αµbρ1/2 —

энергия активации, величина потенциального барье-

ра, активационный объем и деформационное упроч-

нение кристалла соответственно, α = 0.5 — коэф-

фициент взаимодействия дислокаций, lρ = 1/ρ1/2 —

расстояние между дислокациями леса с плотностью

ρ(τ ) = ρ0 + ρG(τ ), где ρ0 и ρG — исходная (до удара)
и генерируемая в ударной волне плотности дислокаций

соответственно. При написании уравнений (10) предпо-

лагалось, что в чистом ГЦК-кристалле единственными

потенциальными барьерами для движущихся дислокаций

являются дислокации леса в некомпланарных плоско-

стях скольжения. В кристаллах меди, согласно [24],
для образования ступеньки на движущейся дислокации

при пересечении ею дислокаций леса требуется энергия

H0 = 1.4 eV ≈ 2.2 · 10−19 J.

На рис. 5 сплошная кривая демонстрирует результаты

расчета зависимости (в неявной форме) напряжения

течения (давления P) от скорости пластической де-

формации в кристаллах Cu согласно уравнениям (10)
при начальной плотности дислокаций ρ0 = 3 · 1012 m−2.

Видно, что эта зависимость имеет три характерных

участка: участок A термоактивированного движения

дислокаций через лес дислокаций с плотностью ρ0,

σ ∼ (kT/�) ln ε̇, участок B надбарьерного движения

дислокаций через этот лес со скоростью вязкого тор-

можения дислокаций, σ ∼ ε̇ (см. также [8]), и участок C
генерации ГН-дислокаций ударной волной, описываемый

соотношением СГ P ∼ ε̇1/4 (пунктир). Следует заме-

тить, что впервые все три ветви зависимости скорости

пластической деформации от напряжения рассчитаны в

рамках единого микроскопического подхода на основе

дислокационно-кинетических соотношений (10) и пред-

ставлены в виде одной кривой (рис. 5).

В работе мы ограничились анализом данных, относя-

щихся к выполнению соотношения СГ в чистых ГЦК-

кристаллах. Для металлов с ГПУ-решеткой закон СГ

также выполняется (Be [1], Mg [25]). Что касается

металлов с ОЦК-решеткой, то указанное соотношение

зафиксировано в α-Fe [1,4], Mo [4] и Ta [26]. В табл. 2
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приведены оценки коэффициентов KP в ГПУ- и ОЦК-

металлах согласно данным этих работ. Они имеют тот

же порядок величины, что и значения этих коэффициен-

тов в ГЦК-металлах (табл. 1). В табл. 2 указаны также

значения модулей Юнга, использованные при расчете

коэффициентов KP в ГПУ- и ОЦК-металлах.

В [27] экспериментально установлено, что время от-

кольного разрушения (spallation) t f в большой груп-

пе металлических материалов изменяется с давлени-

ем в соответствии с соотношением t f ∼ P−4. Откол

связан с внутренним пластическим разрывом мате-

риала, следовательно, время откольного разрушения

контролируется скоростью пластической деформации

ε̇ ∼ P4 и величиной критической деформации разры-

ва ε f , не зависящей от скорости деформации. В ре-

зультате в согласии с данными [27] находим, что

t f = ε f /ε̇ = (ε f /KP)(E/P)4 ∼ P−4.

5. Заключение

Таким образом, результаты настоящей работы пока-

зывают, что соотношение СГ в виде степенной зависи-

мости скорости деформации от давления (напряжения)
имеет серьезное физическое (микроскопическое) основа-
ние. Этим основанием является механизм генерации на

фронте ударной волны геометрически необходимых дис-

локаций с плотностью ρG ∼ P3. В сочетании с линейной

зависимостью скорости вязкого торможения дислокаций

от давления это дает экспериментально наблюдаемую

степенную зависимость скорости деформации от давле-

ния ε̇ ∼ P4. Оценки коэффициентов KP , приведенные в

табл. 1 и 2, свидетельствуют об универсальном характе-

ре этой зависимости для большой группы кристалличе-

ских материалов.

Приложение

В литературе встречается мнение, что в условиях

ударного нагружения для скорости пластической де-

формации следует использовать соотношение ε̇ = bρ̇λ,
а не формулу Орована ε̇ = bρu. Здесь ρ̇ — скорость

генерации дислокаций, λ — длина свободного пробега

дислокаций. На самом деле эти соотношения экивава-

лентны друг другу, что можно продемонстрировать на

примере одной расширяющейся дислокационной петли

радиуса R. Дислокационный ансамбль в кристалле со-

стоит из множества таких петель разного радиуса.

При радиусе R и длине петли L = 2πR она занимает

объем кристалла V = πR22b. Следовательно, связанная
с петлей плотность дислокаций определяется выра-

жением ρ = L/V = 1/bR, и поэтому ρR = b−1 = const.

Дифференцируя это соотношение по времени, находим,

что ρ̇R + ρṘ = 0. Поскольку в рассматриваемом случае

R = λ, а Ṙ = u, из последнего соотношения следует,

что ρ̇ = −(u/λ)ρ. Подставляя ρ̇ в выражение ε̇ = b|ρ̇|λ,
получаем формулу Орована ε̇ = bρu.
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