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Рассматриваются особенности отклика стратифицированной двухкомпонентной жидкости (например,
соленой морской воды) на действие локализованной вертикальной силы. При существенном различии
коэффициентов переноса для двух субстанций (тепла и соли) возможно возникновение специфических
возмущений плавучести, влияющих на эффективное гидродинамическое сопротивление среды.

Введение

Гидротермодинамике двухкомпонентных жидкостей
(бинарных смесей, например, соленой морской воды)
присущ ряд нетривиальных особенностей (см., напри-
мер, [1–7]). Наиболее известна конвективная неустойчи-
вость, обусловленная двойной (дифференциальной) диф-
фузией — различием значений коэффициентов переноса
для разных субстанций. Сходный тип неустойчивости
может быть связан с различием краевых условий для
разных субстанций [5,7]. В настоящей работе обраща-
ется внимание еще на один эффект, ранее, видимо, не
обсуждавшийся — возможность существенного влияния
двойной диффузии на гидродинамическое сопротивле-
ние, даже в однородной по плотности среде.

Физическая идея заключается в следующем. Пусть
двухкомпонентная жидкость (для определенности бу-
дем говорить о соленой морской воде) вертикально
стратифицирована в поле силы тяжести по обеим суб-
станциям — температуре и солености. Стратификация
плотности при этом может отсутствовать или быть ста-
тически устойчивой. Приложенная к такой жидкости ло-
кализованная вертикальная сила (источник количества
движения) приводит к возникновению вертикального
течения и, следовательно, возмущений обеих упомяну-
тых субстанций вблизи области приложения силы. Из-за
различия коэффициентов обмена скорость релаксации
отклонений разных субстанций (температуры и соле-
ности) будет различной. Это влияет на соотношение
вкладов упомянутых субстанций в возмущение плотно-
сти среды, т. е. на возникающие возмущения плавучести.
Последние, в свою очередь, влияют на вертикальное
движение среды относительно области приложения упо-
мянутой силы. Это означает изменение эффективного
гидродинамического сопротивления среды.

Проиллюстрируем это на конкретном примере, когда
благодаря высокой степени симметрии задачи удается
получить точное аналитическое решение системы урав-
нений гидротермодинамики и переноса примеси (соли)
в приближении Буссинеска.

Постановка задачи

Рассматривается эффект стационарного однородного
по вертикали источника вертикального импульса в без-
граничной среде, стратифицированной как по темпера-
туре, так и по концентрации примеси (соли). В дру-
гих терминах можно говорить о направленной вверх
однородно распределенной силе, приложенной вдоль
вертикальной оси z . Фоновая стратификация плотности
среды предполагается нейтральной или устойчивой, так
что ситуации с конвективной неустойчивостью фонового
состояния не рассматриваются. Для описания возмуще-
ний, вызываемых действием такого вытянутого по вер-
тикали источника, будем пользоваться цилиндрической
системой координат с направленной вертикально вверх
осью z , совпадающей с источником.

Ищем стационарное решение, которое, как и прило-
женная к жидкости сила, не зависит от вертикальной
координаты z . В рассматриваемом приближении воз-
никающие вблизи источника стационарные возмущения
зависят только от радиальной координаты r . Тогда, как
следует из уравнения неразрывности (пользуемся при-
ближением Буссинеска [1,2]), горизонтальные движения
отсутствуют. Предполагаем сначала, что действующая
на жидкость направленная вверх сила сосредоточена
и однородно распределена непосредственно на оси z .
Тогда в рассматриваемом приближении система урав-
нений гидродинамики, переноса тепла и примеси имеет
вид [1,2]:
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Здесь w — вертикальная составляющая скорости;
γT и γs — фоновые вертикальные градиенты темпе-
ратуры и концентрации примеси (температурная или
соленостная стратификация по отдельности могут быть
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и неустойчивыми, т. е. возможны ситуации с γT < 0
или γs > 0, но плотностная стратификация при этом
предполагается нейтральной или устойчивой; в частно-
сти, предполагается устойчивость фонового состояния
по отношению к эффектам двойной диффузии [1,2]);
θ и s — возмущения температуры и концентрации
примеси; ν, κ и χ — соответствующие коэффициенты
обмена; α — термический коэффициент расширения
среды, β — соответствующий коэффициент для примеси
(в океанологии его называют коэффициентом соленост-
ного сжатия); g — ускорение свободного падения; δ —
символ дельта-функции Дирака. Постоянная P (m3s−2)
представляет собой действующую на среду силу (на еди-
ницу длины вдоль вертикальной оси z ), отнесенную
к средней плотности среды (т. е. нормированную на
плотность силу, приходящуюся на единицу длины источ-
ника импульса). Коэффициенты обмена предполагаются
постоянными.

Подчеркнем, что полная система уравнений гидротер-
модинамики и переноса примеси свелась к линейной
системе в обыкновенных производных (1)−(3) только
благодаря симметрии задачи, без каких-либо предпо-
ложений о малости амплитуд возмущений (но следует
оговориться, что от амплитуды, вероятно, зависит устой-
чивость найденного ниже решения).

Вдали от источника (оси z ) все возмущения, оче-
видно, должны затухать. При r → 0 существует гори-
зонтальный поток количества движения, определяемый
источником в уравнении (1) (т. е. приложенной силой):

2πrν
dw
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= −P при r → 0, (4)

откуда видно, что w логарифмически расходится вблизи
оси. Горизонтальные потоки тепла и примеси при r = 0,
очевидно, должны обращаться в нуль.

Решение

Уравнение (1) связывает вертикальную скорость w

с безразмерной плавучестью b ≡ αθ − βs . Другое урав-
нение, связывающее эти величины, можно получить,
если взять линейную комбинацию уравнений (2) и (3)
с коэффициентами α/κ и −β/χ соответственно:
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где масштаб длины L = (νκ/N2)1/4.

Решение уравнения (6) может быть выражено через
цилиндрические функции. Общее решение однородного
уравнения
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где H — символ функции Ханкеля [8], C1 и C2 —
постоянные интегрирования. Постоянную C2 следует
выбрать равной нулю из условия затухания возмущений
при r → ∞. С учетом (4) нетрудно получить
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Решение удобно выразить через функции Кельвина [8]:
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Возмущения температуры и солености, как нетрудно
проверить, выражаются следующим образом:
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Обсуждение

На рисунке представлены нормированные радиаль-
ные зависимости вертикальной скорости для различных
условий стратификации среды при одинаковой заданной
силе. Вдоль источника вертикального импульса форми-
руется восходящая струя с характерой скоростью P/2πν

Радиальные зависимости вертикальной скорости (нормирована
на P/2πν) для различных условий стратификции среды.
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(на периферии струи имеет место компенсирующее осе-
дание). Нетривиальна зависимость характерной ширины
этой струи L от стратификации субстанций. Кривая 1
соответствует однокомпонентной среде, устойчиво стра-
тифицированной по температуре: N2

s = 0, N2
T = �2 > 0,

где � — положительная константа соответствует раз-
мерности. Кривая 2 относится к случаю нейтрально
стратифицированной по плотности среды, в которой
устойчивая стратификация соли в точности компен-
сирует неустойчивую температурную стратификацию:
N2

s = −N2
T = �2 > 0. Радиус r на рисунке нормирован

на значение L для этого случая (коэффициент диффузии
соли принимается в 100 раз меньшим коэффициента
температуропроводности [1]: τ = 10−2). Кривая 3 также
соответствует случаю однородной по плотности среды,
но значения γT и γs приняты в 10 раз большими, чем в
предыдущем случае.

При переходе от устойчиво стратифицированной сре-
ды к однородной, на первый взгляд, можно было
ожидать, что последняя должна легче вовлекаться в
вертикальное движение. Но сравнение кривых 1 и 2
показывает, что в данном случае дело обстоит нао-
борот. Нейтрально стратифицированная по плотности
среда оказывает большее сопротивление вертикальной
силе и меньше вовлекается в вертикальное движение.
В этом проявляется эффект двойной (дифференциаль-
ной) диффузии, о котором идет речь. Температурные
возмущения, вызываемые вертикальными движениями
среды, относительно быстро релаксируют, в то время
как долгоживущие возмущения солености препятствуют
вертикальным движениям — это видно из сравнения
кривых 2, 3 с 1. При неустойчивости стратификации
солености, как нетрудно видеть, возможен обратный
эффект — аномально низкое гидродинамическое со-
противление (заданный источник количества движения
может сильно влиять на вертикальное течение).

Заключение

Полученное решение является специальным частным
случаем напорной струи. Обычно рассматриваются на-
порные струи, генерируемые локальными источниками
количества движения [9]. В данном случае источник вы-
тянут по вертикали. Такая симметрия задачи позволила
получить точное аналитическое решение без ограниче-
ний на амплитуду источника. Качественные свойства
такой струи в двухкомпонентной среде оказались нетри-
виальными. Например, при одной и той же приложенной
силе и стратификации плотности интенсивность струи
может быть существенно различной в зависимости от
относительного вклада каждой из гидродинамических
компонент в плотностную стратификацию. Поскольку
одна и та же сила может индуцировать в среде движения
с разными амплитудами, то одна и та же скорость движе-
ния сквозь среду может встречать разное сопротивление.
Иными словами речь идет о возможности существенных
вариаций гидродинамического сопротивления среды при
одной и той же стратификации плотности.

Выше предполагалось, что источник количества дви-
жения (направленная вертикально вверх сила) сосредо-
точен на оси струи. В связи с сингулярным характером
источника полученое для вертикальной скорости реше-
ние логарифмически расходится вблизи оси r = 0. Это
решение нетрудно регуляризовать, рассмотрев распре-
деленный вблизи вертикальной оси источник количе-
ства движения. Но если поперечные (горизонтальные)
размеры этого источника много меньше эффективного
радиуса возникающей вертикальной cтруи L, то такое
уточнение решения сказывается лишь в относительно
малой приосевой области.
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