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Рассматривается вариационный принцип максимальной энтропии описания динамики слабо неравновесной
турбулентности на основе теории напряжений Рейнольдса для течений вязкой несжимаемой жидкости.
На основе этого принципа получены уравнения, замыкающие теорию напряжений Рейнольдса, и выведены
уравнения, описывающие взаимодействие среднего потока с турбулентностью для трехмерных турбулентных
течений. Рассмотрена редукция теории к двумерным течениям и слабой турбулентности. Рассмотрены
термодинамические аналогии и пример течения Куэтта.

PACS: 47.27.Eq, 05.45.-a

Введение

Известным и часто используемым подходом к реше-
нию задачи о сложной динамике жидкости при больших
числах Рейнольдса — турбулентности, является подход,
развитый первоначально в работах Осборна Рейнольдса
(см. [1–4]) и носящий его имя. Метод Рейнольдса
связан с представлением о турбулентном течении как
о случайном процессе. Введение случайных процессов
в теорию означает, что мы отказываемся описывать
процесс детально и предполагаем получить замкнутое
описание динамики в среднем, т. е. только для средних
параметров и моментов случайных величин. Поэтому
в методе Рейнольдса исходная задача сводится к ис-
следованию моментов распределения соответствующих
случайных параметров среды (компонент скорости, дав-
ления, плотности и т. д.).

Хотя методы описания систем на основе усреднения
по ансамблю их состояний вблизи некоторых „средних“
хорошо изучены и имеют широкий круг применения, од-
нако основной трудностью в описании систем по методу
Рейнольдса является отсутствие универсальных рецеп-
тов замыкания системы уравнений для цепочки момен-
тов случайных полей в системах. Эту проблему, возни-
кающую вследствие нелинейности уравнений Эйлера и
Навье−Стокса, обычно называют проблемой замыкания
моментов. Для решения проблемы замыкания цепочки
уравнений Рейнольдса предлагался целый ряд идей и ме-
тодов (см., например, [1–3] и библиографию там). Суще-
ствующие к настоящему времени попытки замыкания в
основном относились к способу формализации представ-
лений о генерации каскада вихрей в турбулентной среде
и использовании при этом тех или иных статистических
или термодинамических соображений. Это относится и
к теории длины перемешивания Прандля−Кармана [6] и
к закону Колмогорова−Обухова [7], и к другим анало-
гичным теориям (например, [4,5,8]).

Другим подходом к выводу уравнений для усреднен-
ных параметров нелинейных систем с хаосом являются
методы, основанные на использовании метода макси-
мальной энтропии (ММЭ), заимствованные из концеп-
ций термодинамики и статической физики [4]. Этот
подход представляется наиболее точным и корректным,
поскольку указывает естественный путь к отысканию
состояний, вблизи которых в основном и происходит
эволюция систем, что является основным признаком их
наблюдаемости в экспериментах. Максимум энтропии
обеспечивает условие того, что система находится вбли-
зи такого своего макросостояния, которое реализуется
на микроуровне максимальным числом способов. По-
этому система должна проводить основное время сво-
его существования во множестве этих микросостояний
(наблюдаемость). Однако общая формулировка такого
подхода в ранее существовавших подходах [4] не была
конкретизирована точной и универсальной формулиров-
кой представления вариационного принципа максимума
энтропии для исследуемых гидромеханических систем.
Такой подход был предложен в [9]. Основная идея его
состоит в явном вычислении энтропии нелинейной гид-
родинамической системы в предположении ее локально-
го равновесия и в последующем отыскании максимума
этой найденной энтропии по усредненным параметрам
системы. Такой подход можно назвать принципом вто-
ричного максимума антропии.

Возможность повторно вычислять максимум энтро-
пии системы связана с тем, что в случае достижения
локального равновесия в системе каждая точка среды
приходит к равновесию, вообще говоря, отличающемуся
от равновесия соседних точек. В силу непрерывности
среды параметры равновесия меняются непрерывно, что
и отражается в изменчивости средних полей и момен-
тов флуктуаций. Такое состояние можно назвать слабо
неравновесным. Глобальное распределение усредненных
полей и моментов при этом и будет определять величину
энтропии различных типов локального равновесия. Есте-
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ственно, что среди глобальных распределений должны
существовать такие, которые обеспечивают максимум
энтропии системы в целом среди всех возможных состо-
яний с локальным равновесием. Основой предлагаемого
подхода как раз и является метод отыскания таких
состояний со вторичным максимумом энтропии.

Такой подход хорошо себя зарекомендовал в задачах
теории передачи информации по линиям связи [10], а
также в задачах обработки данных, в частности, в теории
спектрального оценивания временны́х рядов [11–13].
Основой применения ММЭ в этих областях как раз
и является возможность вычислять максимум энтропии
системы по усредненной информации о ее состоянии.

В предложенном в [9] и развиваемом далее в насто-
ящей работе подходе для вычисления энтропии гидро-
динамической системы используется точная аналитиче-
ская информация о структуре течений, соответствующая
исходным уравнениям. Наиболее явно эти дифферен-
циальные законы сохранения присутствуют в теории
несжимаемой жидкости, для которой и будут продела-
ны основные выкладки. Эти построения опираются на
специальное представление уравнений Эйлера динамики
двумерных течений жидкости, построенное в работе [14].
Подход, развитый в [14], может быть распространен и на
трехмерный случай, который и рассматривается здесь
в качестве общего. В данной работе сначала вводится
подходящее описание уравнений Навье−Стокса несжи-
маемой жидкости как трех дифференциальных законов
сохранения потока импульса. Затем формулируется сам
принцип максимальной энтропии в подходящей форме.
После этого выводятся уравнения динамики и рассмат-
риваются термодинамические аналогии для турбулент-
ности. Следующим шагом является получение полезных
редукций построенной теории к одномерному и двумер-
ному случаям и слабой турбулентности. В заключение
рассматриваются примеры одномерных течений и тече-
ния Куэтта. Частично результаты, полученные в данной
работе, были рассмотрены в [9].

1. Специальное представление
для уравнений Навье−Стокса
несжимаемой жидкости

Уравнения Навье−Стокса для трехмерного течения
несжимаемой жидкости в декартовой системе координат
имеют следующий вид:

ut + (u,∇)u = −∇p + ν1u, (1)

div(u) = 0,

где u = {u, v, w} — компоненты скорости течения, p —
нормированное на постоянную плотность давление жид-
кости, ν — кинематическая вязкость, а 1 — оператор
Лапласа. Третье уравнение сохранения массы для несжи-
маемой жидкости позволяет ввести представление для

скорости течения в следующем виде: u = rot a, или в
покомпонентной записи

uα = εαβγ∇βaγ, α, β, γ = 1, 2, 3, (2)

где εαβγ — полностью антисимметричный символ
Левви−Чевитта, нормированный условием ε123 = 1. Вез-
де в дальнейшем используется соглашение Эйнштейна
суммирования по повторяющемуся индексу. Соотноше-
ние (2) позволяет представить оставшиеся уравнения (1)
в виде следующих дифференциальных законов сохране-
ния:

∇β

(
εαβγ [aγ,t − ν1aγ] + uαuβ + δαβP

)
= 0.

Эти два закона сохранения эквивалентны следующим
соотношениям:

εαβγ [aγ,t − ν1aγ] + uαuβ + δαβP = εβγλ∇γh
α
λ . (3)

Вспомогательные функции hαλ (x, y, z, t) определяются
граничными и начальными условиями для исследуемого
течения. Представление типа (3) было использовано
в [14] для описания двумерных течений вязкой жидкости.

2. Напряжения Рейнольдса

Как отмечалось во введении, основным способом
описания турбулентных течений является использование
понятия средних значений параметров течения и их
флуктуаций, которые считаются случайными. Следуя
этому подходу, представим параметры течения в виде
разложения на две компоненты — средние параметры и
флуктуационные

u = 〈u〉+ u′, a = 〈a〉+ a′,

p = 〈p〉+ p′, hαβ = 〈hαβ 〉+ h′αβ .

Средние значения параметров, обозначенные здесь уг-
ловыми скобками, будем обозначать далее заглавными
буквами

U = 〈u〉 = rot A, A = 〈a〉, (4)

P = 〈p〉, Hα
β = 〈hαβ 〉.

Флуктуационные параметры обозначены штрихом свер-
ху и обладают, по определению, нулевыми математиче-
скими ожиданиями по ансамблю:

〈u′〉 = 〈p′〉 = 〈h′αβ 〉 = 〈a′〉 = 0.

Осредняя (3) по ансамблю флуктуаций, получим сле-
дующие уравнения динамики жидкости:

〈u′αu′β〉 = −UαUβ − δαβP − εαβγ [Aγ,t − ν1Aγ ] + εβγλ∇γH
α
λ .

(5)
Совокупность величин в левой части этих соотно-
шений называется напряжениями Рейнольдса. Для их
обозначения в дальнейшем будем использовать матрицу
R = (Rαβ) с компонентами Rαβ = 〈u′αu′β〉.
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Произведя симметризацию и антисимметризацию со-
отношений (5), получим

〈u′αu′β〉 = −UαUβ − δαβP +
1
2

[
εβγλ∇γH

α
λ + εαγλ∇γH

β
λ

]
,

(6)

εαβγ [Aγ,t − ν1Aγ] =
1
2

[
εβγλ∇γH

α
λ + εαγλ∇γH

β
λ

]
. (7)

Последние соотношения явно учитывают симметрию
корреляционной матрицы флуктуаций. При этом важно
отметить, что соотношения (7) не зависят от напря-
жений Рейнольдса и безотносительны к соотношениям
для них.

3. Термодинамический подход
к турбулентности

Проблема замыкания моментов, о которой упомина-
лось во Введении, связана с отсутствием в свойствах
исходной системы уравнений информации о статистиче-
ских характеристиках течений, описываемых ими. Урав-
нения Навье−Стокса представляют собой детермини-
рованные уравнения, и их решения можно отнести к
„случайным“ лишь в смысле большой сложности их
решений. Поэтому на пространстве решений этих урав-
нений можно определять множество различных типов
вероятностных распределений, которые будут отражать
различные типы сложного поведения. Это приводит
к необходимости различать физические ситуации по
сложности течений и вводить критерий сложности или,
наоборот, упорядоченности общей глобальной структу-
ры течения. Естественным для статистической физики
параметром упорядоченности или сложности является
энтропия. Идеи такого рода были предложены, на-
пример, в [4], где формулировалась соответствующая
теорема об энтропии турбулентных течений, которая,
собственно, и может рассматриваться как основа тер-
модинамического подхода к описанию турбулентности.
Полагаясь на эти соображения, можно конкретизировать
способ вычисления энтропии и получить необходимое
замыкание уравнений Рейнольдса.

Основой предлагаемого подхода является представ-
ление о равновесном состоянии сложной системы, в
которое рано или поздно она переходит, если внешние
параметры окружающей обстановки остаются неизмен-
ными. Такое состояние является устойчивым, и поэтому
система значительное время проводит вблизи этого со-
стояния. Отсюда следует, что имеет смысл исследовать
систему именно в этом состоянии, рассматривая малые
отклонения от положения равновесия, но не затрачивая
усилий на исследование всех возможных неустойчивых
состояний, в которых система находится лишь очень
коротное время. Равновесное состояние, согласно тер-
модинамическому подходу, может быть найдено как
условие максимума энтропии (см., например, [4]). Этот
принцип имеет вариационную формулировку, которая
может быть применена для решения гораздо более

широкого класса задач, чем непосредственно описание
термодинамических систем.

Применение принципа максимума энтропии, одна-
ко, требует сформулировать некоторые дополнительные
условия, которые сделают постановку задачи более кор-
ректной. Это связано с тем, что равновесное состояние,
в котором система оказывается в результате релак-
сационных процессов, зависит от значений внешних
параметров и, по крайней мере, одного внутреннего —
средней энергии флуктуаций, — который в термодина-
мике связывают с абсолютной температурой.

Для рассматриваемой задачи внешними являются па-
раметры, входящие в граничные и начальные условия
для среднего потока и напряжений Рейнольдса, а роль
средней внутренней энергии (абсолютной температуры)
играет средняя энергия флуктуаций:

E(x, t) =
1
2

(
〈u′2〉+ 〈v ′2〉+ 〈w ′2〉

)
. (8)

Для выделения конкретного равновесного состояния
системы необходимо использовать соотношение (8) в
качестве условия, фиксирующего энергию флуктуаций
в каждой точке системы, поскольку, как мы условились
выше, флуктуации в каждой точке равновесной турбу-
лентности независимы. В соответствии с (6) условие (8)
можно переписать в виде

E(x, t) = −1
2

(U2 + 3P) +
1
2

(εαβγ∇βHα
γ ). (9)

4. Локальное и глобальное равновесие

Принцип максимума энтропии может быть сформули-
рован как условие, выделяющее среди всех возможных
распределений вероятности, удовлетворяющих некото-
рым заранее заданным свойствам, распределение, об-
ладающее максимумом энтропии. Такое распределение
реализуется максимальным числом возможных способов
и, следовательно, с точки зрения термодинамики имеет
максимальную вероятность быть обнаруженным в экспе-
рименте. Это и есть равновесное состояние, которое нас
интересует.

Однако для описания равновесного состояния систем,
эволюционирующих во времени и распределенных в
пространстве, необходимо выделять два уровня орга-
низации — локальный и глобальный. Система может
прийти в локальное равновесие, но не обладать макси-
мумом энтропии с точки зрения ее глобальной струк-
туры. Поэтому решение задачи о максимуме энтропии
динамической системы следует строить в два этапа.
Первый этап состоит в отыскании локального термо-
динамического равновесия в системе, а на втором —
отыскивать глобальное распределение полей в системе,
которое также обладает максимумом энтропии.

Для решения первой задачи — отыскания локального
равновесия — важными являются свойства, связанные с
соотношениями (6). Они фиксируют общую форму рас-
пределения вероятностей в каждой точке пространства–
времени. Эти же соотношения вместе с условиями (7)
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и (9) будут описывать характер решения для глобально-
го равновесия в системе.

Решение задачи о локальном равновесии строится
следующим образом. Пусть ρu

(
{u′(x, t)}R3×T

)
есть рас-

пределение вероятностей, соответствующее флуктуаци-
ям скорости турбулентного течения и удовлетворяющее
условию нормировки∫

ν

ρu

(
{u′(x, t)}R3×T

)
D{u′(x, t)} = 1. (10)

Здесь через {u′(x, t)}R3×T обозначено множество ν

всех возможных значений флуктуаций вектора скоро-
сти, заданных на пространстве-времени R3 × T , а через
D{u′(x, t)} — дифференциал меры на этом бесконеч-
номерном пространстве. Тогда энтропия такой системы
может быть представлена следующим образом:

H = −
∫
V

ρu
(
{u′(x, t)}R3×T

)
ln ρu

(
{u′(x, t)}R3×T

)
× D{u′(x, t)}. (11)

Согласно принципу максимума энтропии, необходимо
найти условный экстремум этого функционала, соответ-
ствующий условиям (6). Используя метод множителей
Лагранжа, задачу сводим к отысканию безусловного
экстремума функционала

≺
H = H +

∫
Lαβ(x, t)

(
〈u′αu′β〉(x, t) − Rαβ(x, t)

)
dx3dt

+ λ0

∫
ρu
(
{u′(x, t)}R3×T

)
D{u′(x, t)}.

Здесь Rαβ(x, t) — функции в правой части (6), связанные
со средними параметрами потока, и

〈u′αu′β〉(x, t) =
∫
ν

u′α(x, t)u′β(x, t)

× ρu
(
{u′(x, t)}R3×T

)
D{u′(x, t)}.

Решением этой задачи является гауссово распреде-
ление, которое можно построить, опираясь на мето-
ды, изложенные в [10,11]. Принципиальным при этом
является именно то, что ограничения накладываются
на вторые моменты распределения, что, в свою оче-
редь, является следствием формы нелинейности уравне-
ний Навье−Стокса. Полученное распределение обладает
свойством независимости флуктуаций в двух любых точ-
ках пространства-времени R3 × T и может формально
быть записано в следующем виде:

ρu
(
{u′(x, t)}R3×T

)
=

∏
(x,t)∈R3×T

Z(x, t)

× e−(1/2)Qαβ(x,t)u′α(x,t)u′β(x,t), (12)

где
Z(x, t) = (2π)−3/2 det Q(x, t)

и введено обозначение Q = (Qαβ):

Q(x, t) = R−1(x, t),

det Q(x, t) =
(
det R(x, t)

)−1
.

Матрица Q с компонентами Qαβ является обратной к
матрице ковариаций R. Для краткости в дальнейшем
будем обозначать определитель матрицы ковариаций
через

D(x, t) : D(x, t) = det R(x, t).

Отметим, что определитель матрицы ковариаций все-
гда неотрицателен D(x, t) ≥ 0 в силу известных свойств
этой матрицы. Следовательно, для напряжений Рей-
нольдса, которые являются вторыми центральными мо-
ментами этого распределения, выполняются соотноше-
ния

〈u′α(x, t)u′β(x′, t′)〉 =

{
Rαβ(x, t), x = x′, t = t′;

0, x 6= x′, t 6= t′.
(13)

Исходя из этих свойств и следуя [10], значение энтропии
найденного распределения можно предстваить в следую-
щем виде:

H1 =
1
2

∫
R3×T

ln det R(x, y, z, t)dx dy dz dt (14)

с точностью до некоторой несущественной аддитив-
ной постоянной. При выводе этого соотношения не
использовались явные значения элементов матрицы
R(x, y, z, t). Использовалось лишь то, что соотноше-
ния (6) содержат набор вторых моментов распреде-
ления. Поэтому среди всех гауссовых распределений,
являющихся решением первичной задачи, необходимо
теперь отыскать те, которые будут удовлетворять мак-
симуму энтропии (14) среди всех возможных конфигу-
раций среднего течения, которые определяют явный вид
элементов матрицы R(x, y, z, t) из соотношений (6), (7)
и (9).

5. Вторичный вариационный принцип
максимума энтропии

Задача отыскания максимума функционала (14) экви-
валентна следующей безусловной вариационной задаче:

δH2 =
1
2

∫
Tr(QδR)dW + δ

∫
3αβ

[
εαβγ (Aγ,t − ν1Aγ)

− 1
2

[
εβγλ∇γH

α
λ − εαγλ∇γH

β
λ

]]
dW

+ δ

∫
M
(

E(x, t) +
1
2

(U2 + 3P)− 1
2

(εαβγ∇βHα
γ )
)

dW= 0.

(15)
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Здесь 3αβ(x, t) = −3βα(x, t) и M = M(x, t) — множи-
тели Лагранжа, учитывающие соотношения (7) и (9),
dW = dx dy dz dt, Tr — операция вычисления следа
матрицы: Tr{Q} = Q11 + Q22 + Q33. Остальные незави-
симые соотношения системы (6) могут быть учтены пря-
мым образом в результате их подстановки в выражения
для вариаций прямой и обратной матрицы ковариаций.

Для вариационной задачи (15) независимыми пере-
менными состояния системы являются следующие: P,
Hα
β , Aα . Вариация матрицы ковариаций по этим незави-

симым переменным определяется с помощью соотноше-
ний (6), например,

δPRαβ = −δαβδP,

δHRαβ =
1
2

[
εβγλ∇γδH

α
λ + εαγλ∇γδH

β
λ

]
.

Подставив (6), (7) в (15) и последовательно вычислив
вариацию подынтегрального выражения по парамет-
рам P, H, найдем соответствующие уравнения динамики
турбулентности:

δP : Tr{Q} = Q11 + Q22 + Q33 = 3M, (16)

δHα
λ : ∇γ

[
(Qαβ − 23αβ − 3δαβM)εβγλ

]
= 0. (17)

В последнем уравнении учтено, что Qαβ = Qβα и
3αβ = −3βα . Уравнение для вариации по A будет иметь
следующий вид:

2α,t + ν12α + εαλγ∇γ

[
(Qλµ −Mδλµ)Uµ

]
= 0. (18)

Здесь и далее 2α = εαβγ3βγ .
Выражения (17) представляют собой уравнения для

напряжений Рейнольдса, а уравнения (16) и (18) —
для вариационных параметров 3α и M . Исходные вы-
ражения (6), (7) остаются уравнениями для среднего
потока. Условие (9), как уже отмечалось, указывает
энергетический тип равновесного состояния.

Анализ структуры полученных уравнений начнем
с уравнения (17), которое представляет собой набор
дифференциальных законов сохранения. В силу этого
уравнения (17) могут быть записаны в следующей
эквивалентной форме:

εβγλ(Qαβ − 23αβ − 3δαβM) = εγβµ∇βGλ
µα, (19)

где Gλ
µα — набор функциональных параметров, диффе-

ренцируемых дважды и зависящих от граничных условий
для напряжений Рейнольдса. Среди функций Gλ

µα в силу
симметрийных свойств левой части (19) есть линейно
зависимые. Детальный анализ этих соотношений, учиты-
вающий свойства симметрии величин, входящих в них,
приводит к следующим общим соотношениям:

Gλ
µα = ∇µξ

λ
α − δλµ

(
Bα + σα(xα)

)
, (20)

Qαβ = Mδαβ + Pαβ, (21)

2α =
1
2
εαβγ∇βVγ . (22)

Здесь V — вспомогательное векторное поле и введено
обозначение

Pαβ =
1
2

(∇αVβ +∇βVα), (23)

и, кроме этого, ξλµ (x, t) и σα(xα, t) — произвольные функ-
ции, при этом σ1 = σ1(x, t), σ2 = σ2(y, t), σ3 = σ3(z, t).
Из (16) находим дополнительно

div V = ∇αVα = 0. (24)

Уравнение для 2α, согласно (22), можно представить в
следующием виде:

2α,β + ν12α +
1
2
εαλγ∇γ

[
(∇λVµ +∇µVλ)Uµ

]
= 0. (25)

Учитывая (22), получаем уравнения для поля V

Vα,t + ν1Vα −
[
(∇αVµ +∇µVα)Uµ

]
−∇α8 = 0, (26)

которое является в некотором смысле сопряженным для
U. Такое определение оправдано, поскольку знаки перед
производной по времени в уравнениях для U и V про-
тивоположны. Следовательно, вектор с компонентами
Vα можно рассматривать как скорость „сопряженного“
потока. Поле 2α и множители Лагранжа 3αβ при этом
можно рассматривать как компоненты поля завихрен-
ности сопряженного потока. В (26) функция 8 —
произвольная функция, которую можно рассматривать
как сопряженное давление.

Уравнение для среднего потока полезно переписать в
виде, аналогичном (25)

Uαβ − ν1Uα = −∇β [Pδαβ + UαUβ + Rαβ ], (27)

в которое следует подставить выражение для R = Q−1.

6. Матрица напряжений Рейнольдса

Для того чтобы выразить в общем виде матрицу ко-
вариаций (матрицу напряжений Рейнольдса) через ком-
поненты поля V, воспользуемся известным формальным
представлением R через Q как обратной функции от
матрицы. В общем случае имеем следующее тождество:

R = C0I + C1Q + C2Q2, (28)

где I — единичная квадратная матрица размерности 3,
а коэффициенты Ck, k = 0, 1, 2 вычисляются через соб-
ственные числа q1, q2, q3 матрицы Q из решения систе-
мы трех линейных алгебраических уравнений

1
qk

= C0 + C1qk + C2q2
k, k = 1, 2, 3. (29)

При этом полезно воспользоваться соотношениями
q1 + q2 + q3 = 3M и 1/q1 + 1/q2 + 1/q3 = 2E, что дает
(см. Приложение)

C2 = D, C1 = −3MD, C0 = 2E. (30)
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Из (28) и (30) следует, что

R = C0I + C1(MI + P) + C2(MI + P)2

= 2(E− DM2)I−MDP + DP2.

Здесь P — матрица с элементами Pαβ , определенными
соотношениями (23). Последнее выражение можно ис-
пользовать для подстановки в (27).

Выпишем теперь соотношения, связывающие M с E:

E = D(3M2 − K). (31)

Здесь

K =
1
2

∑
α=1,2,3

(∇αVα)2 +
1
4

∑
α<β=1,2,3

(∇αVβ +∇αVβ)2

=
1
2

∑
α,β=1,2,3

P2
αβ, (32)

D−1 = M3 −MK + N, N = det P. (33)

Соотношение (31) вместе с (33) позволяет выразить
множитель Лагранжа M через E, разрешая кубическое
уравнение:

M3 − 3
E

M2 −MK + N +
K
E

= 0 (34)

относительно M . Решение этого уравнения формально
можно рассматривать как функцию трех переменных
E, K,N: M = M(E, K,N). Среди трех решений этого
уравнения необходимо оставить только те, которые
удовлетворяют неравенству

3M2 > K > 0, (35)

вытекающему из (31) и очевидных условий E и D > 0.

7. Термодинамические свойства
уравнений

В рамках полученной системы уравнений можно вве-
сти аналог первого начала термодинамики и уравнения
состояния турбулентности. Для этого воспользуемся
тем, что удельная энтропия s турбулентности равна:
s = (1/2) ln D. В этом случае, логарифмируя (31), по-
лучаем следующее соотношение для s:

s =
1
2

ln E− 1
2

ln G (36)

или в дифференциальной форме

Eds =
1
2

dE− 1
2

EdG =
[

1
2
− 4 ∂M

∂E

]
dE

−
(
4
∂M
∂K
− 1

2G

)
dK− 4 ∂M

∂N
dN, (37)

где G = 3M2(E, K,N)− K, 4 = 3MEG−1, а (34) играет
вместе с (31) роль уравнения состояния турбулентности.
Энергия турбулентности E играет роль абсолютной тем-
пературы. Переменные K и N играют роль внутренних
параметров турбулентности.

Необходимость в таких дополнительных соотношени-
ях возникает из-за неполной замкнутости теории. В тео-
рии фигурирует неопределенная функция E — полная
энергия турбулентности, которая считается заданной.
В принципе, после того как уравнения теории найдены и
вычислено значение удельной и полной энтропий, мож-
но попытаться проварьировать функционал еще раз по E
и найти его максимальное значение по этой функции.
Однако такой подход невозможен. Из (37) видно, что
вариация удельной энтропии s по E образается в нуль
в случае

3M2(E, K,N)− K = 6ME
∂M
∂E

. (38)

Производная в правой части этого соотношения может
быть вычислена дифференцированием уравнения (34).
В результате имеем

∂M
∂E

=
K − 3M2

3M2E2 − 6ME − KE2
.

Подстановка последнего соотношения в (38) приводит к
условию

3M2 − K = 0,

что автоматически ведет к E = 0 и D = 0 и вырождению
теории. Следовательно, удельная энропия монотонна
по E и для замыкания теории остается только привле-
кать термодинамические соотношения.

С точки зрения термодинамической аналогии соотно-
шение (37) можно рассматривать как закон сохранения
энергии при переходе от одной точки пространства и
времени (x,t) к другой (x′, t′). Роль термодинамической
системы здесь играет каждая точка (x, t) среды в данный
момент времени. Множество всех точек представляет
собой совокупность всех возможных состояний такой
термодинамической системы, а переход от одной точ-
ки к другой представляет собой термодинамический
(квазистатический) процесс. Этот процесс может ха-
рактеризоваться определенными дополнительными со-
отношениями, которые накладывают ограничения на
функциональные свойства энергии турбулентности E.
В термодинамике такими условиями являются усло-
вия типа адиабатичности, постоянства теплоемкости,
давления, объема и т. п. В данной теории это позво-
ляет формулировать условия выделения определенной
функциональной зависимости E = E(x, t), опираясь на
определенные физические соображения, имеющие тер-
модинамические аналоги. Например, можно, основыва-
ясь на каких-либо физических соображениях, связанных
с общими условиями возникновения турбулентности
в конкретной геометрической и физической ситуации,
говорить об „адиабатической“ турбулентности, полагая
s = (1/2) ln D = const. В результате это даст вполне
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определенное соотношение для E. Можно фиксировать
какие-либо другие функции, входящие в (37) и связан-
ные с E. Информация о всех таких ситуациях, очевидно,
должна быть сопряжена с конкретной задачей и чер-
паться из конкретных физических условий постановки
эксперимента, а также из результатов эксперимента. Та-
кой анализ выходит за рамки данной работы. Поэтому в
дальнейшем будем просто формулировать соотношения
типа (37) для рассматриваемых далее редукций, а для
задачи описания течения Куэтта рассмотрим несколько
типов условий, фиксирующих E.

8. Редукция к двумерной теории

При анализе динамики течений часто возникает необ-
ходимость рассматривать вопрос о существовании пре-
дельного перехода от трехмерной теории к двумер-
ной или одномерной. В рамках теории с исходными
уравнениями Навье−Стокса такие редукции строятся
без особого труда на основе физических закономерно-
стей, которые соответствуют необходимой размерности.
В рамках данной теории такой переход имеет опреде-
ленные ограничения, состоящие в том, что в рамках
развитой трехмерной теории нельзя полагать равными
нулю флуктуации по одной любой координате, даже
если проекция средней скорости течения по этой же
координате везде в любой момент времени равна нулю.

Если положить равными нулю все флуктуации по
одной из координат, то это приведет к нулевым на-
пряжениям Рейнольдса, связанным с этой координатой,
и к вырожденности ковариационной матрицы R. Это
делает все построения в рамках трехмерной теории
бессмысленными. Поэтому сущесвуют два подхода к
редукции.

Первый состоит в том, что с самого начала рассмат-
риваются двумерные или одномерные течения жидкости.
В этом случае матрица ковариаций двумерна, и вариаци-
онная задача ставится сразу для энтропии одномерного
или двумерного турбулентного потока. Такую ситуацию
будем в дальнейшем называть чисто одномерной или
двумерной турбулентностью.

Второй способ редукции — это прямой переход к
уравнениям двумерной теории за счет определенных
ограничений на вид среднего течения и матрицы кова-
риаций флуктуаций, при которых уравнение для одной
из компонент среднего течения и сопряженного пото-
ка тождественно выполняется, но матрица ковариаций
остается невырожденной. Без ограничения общности
можно считать, что редукция сводится к исключению
третьей координаты z. Для реализации такой редукции
необходимо сделать следующие предположения:

〈u′w ′〉 = 〈v ′w ′〉 = 0, ∇zU = ∇zV = 0,

∇zR = ∇zQ = 0, Vz = Uz = const, (39)

при этом 〈w ′2〉 6= 0. В этом случае имеем

Q(x, y, t) =
1

D2

 〈v ′2〉 −〈u′v ′〉 0

−〈u′v ′〉 〈u′2〉 0

0 0 Q0

 ,

R(x, y, t) =

 〈u
′2〉 〈u′v ′〉 0

〈u′v ′〉 〈u′2〉 0

0 0 〈w ′2〉


где

D2 = 〈u′2〉〈v ′2〉 − 〈u′v ′〉2,

Q0 =
D2

〈w ′2〉 .

Здесь следует обратить внимание на то обстоятельство,
что в чисто двумерном случае обратная матрица кова-
риаций с точностью до множителя линейным образом
связана с самой матрицей ковариаций. В этом плане
чисто двумерная теория существенно проще терхмер-
ной теории, редуцированной к двумерной. Увеличение
размерности пространства влечет за собой увеличение
порядка нелинейности в уравнениях Рейнольдса.

Соотношения (16) и (8) приводят к следующему
уравнению для M :

3MD2 = 〈u′2〉+ 〈v ′2〉+ Q0 = 2E +
D2

〈w ′2〉 − 〈w
′2〉.

При выполнении условий редукции соотношение (24)
принимает следующий вид: ∇xVx +∇yVy = 0. Это озна-
чает, что существует функция ξ , такая, что

Vx = ∇yξ, Vy = −∇xξ.

Уравнения для напряжений Рейнольдса в этом случае
будут такими:

〈u′2〉 = D2(M −∇yVy) = D2(M + ξxy),

〈v ′2〉 = D2(M −∇xVx) = D2(M − ξxy), (40)

〈u′v ′〉 = −D2

2
(ξxx − ξyy),

1
〈w ′2〉 = M; (41)

отсюда находим

D−1
2 = M2 − D−1

0 ,

D−1
0 = (ξxy)2 +

1
4

(ξxx − ξyy)2 > 0.

Соотношения (40) по форме совпадают с уравнениями
чисто двумерной теории, однако имеются и различия.
Во-первых, как видно, фукнция M приобретает про-
стой физический смысл, она равна дисперсии (энергии)
флуктуаций по выделенной координате z. Во-вторых, в
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отличие от чисто двумерной теории уравнение, связы-
вающее M и E, оказывается кубическим и может быть
записано в виде(

M2 − 1
D0

)(
M − 3

2E

)
= 0. (42)

Это уравнение имеет два положительных корня

M1 =

√
1

D0
, M2 =

3
2E

, (43)

первый из которых следует отбросить. Он соответствует
бесконечной удельной энтропии s = (1/2) ln D. Следова-
тельно, связь между M и E имеет вид второго корня.
Отметим, что из неравенства (35) вытекает важное
ограничение на энергию E в двумерном случае

27
4K

> E2.

Это означает, что энергия турбулентности не может
превышать некоторого критического уровня, зависящего
от характеристик сопряженного потока.

Подставив в выражение для D2 значение M2, находим

D2 = D0

(
9D0

4E2
− 1

)−1

, (44)

и удельная энтропия будет иметь следующий вид:

s =
1
2

(ln D2 − ln M2) = − 1
2

[
ln(M2

2 − D−1
0 )− ln M2

]
= −1

2

[
ln(1− 4E2D−1

0 /9)− 3 ln E + 3 ln(3/2)
]
. (45)

Соответственно

E ds =
3
2

dE− EF ′(ζ )dζ , (46)

где ζ = 4E2D−1
0 /9, F(ζ ) = (1/2) ln(1− ζ ). Безразмерный

параметр ζ играет роль обобщенной координаты, а
величина −EF ′(ζ ) — обобщенной силы. В результате ζ
следовало бы для удобства называть количеством турбу-
лентности (числом вихрей?), а −EF ′(ζ ) — химическим
потенциалом.

В заключении этого раздела приведем для справки
уравнения для функции ξ и функции тока 9 средней
скорости потока (U = 9y, V = −9x) для рассмотренной
двумерной редукции. Эти уравнения будут использо-
ваться в последнем разделе данной статьи при анализе
течения Куэтта. В соответствии с [14] в двумерном
случае полезно использовать комплексные координаты
z = x + iy и z = x − iy . В этом случае уравнения для 9
можно представить в виде, использованном ранее в [14]

2iD2
∂2ξ

∂z2
= 2

(
∂9

∂z

)2

− ∂R
∂z

, (47)

P + E = −2
∂9

∂z
∂9

∂ ẑ
+

1
2

(
∂R̄
∂z

+
∂R
∂ ẑ

)
, (48)

9t − ν19 = −i
1
2

(
∂R̄
∂z
− ∂R
∂ ẑ

)
. (49)

Здесь R = G− iH . Эти соотношения могут служить
основой для вывода уравнений для двумерных течений,
аналогичных выведенным в [14]. Если исключить из этих
соотношений R и P + E, то уравнения для ξ и 9 примут
следующий вид:(

− ∂

∂t
− ν1

)
1ξ + 2i

[
∂9

∂ ẑ
∂1ξ

∂z
− ∂9

∂z
∂1ξ

∂ ẑ

]

= 8i

[
∂29

∂z2

∂2ξ

∂ ẑ2
− ∂29

∂ ẑ2

∂2ξ

∂z2

]
, (50)

(
∂

∂t
− ν1

)
19+ 2i

[
∂9

∂ ẑ
∂19

∂z
− ∂9

∂z
∂19

∂ ẑ

]

= 4

[
∂2

∂z2

(
D2

∂2ξ

∂ ẑ2

)
+

∂2

∂ ẑ2

(
D2

∂2ξ

∂z2

)]
. (51)

Заметим, что эти уравнения практически не отли-
чаются от уравнений, которые можно получить непо-
средственно для чисто двумерных течений жидкости,
т. е. для случая, когда изначально рассматривается не
трехмерный, а двумерный поток. Отличие состоит лишь
в виде функциональной связи между E и D, что ведет к
несколько иной форме соотношения (46).

9. Слабая турбулентность

Еще одной важной редукцией рассмотренных урав-
нений является условие слабой турбулентности, что
соответствует малым значениям ее энергии E или боль-
шим значениям параметра M . В этом случае можно
соотношения для всех параметров разложить в ряд по
обратным степеням M . В частности, соотношение (31)
примет следующий вид:

E =
3
M

+
2

M3
K + O(M−4).

Соответственно для R получим следующее соотноше-
ние:

Rαβ =
1
M

(
δαβ −

1
M

Pαβ + O(M−2)
)
,

отсюда
D = M−3

(
1 + KM−2 + O(M−3)

)
.

Поэтому с точностью до слагаемых O(M−2) имеем

M = 3E−1,

Rαβ =
E

3
δαβ −

E2

9
Pαβ,

D =
E3

27

(
1 + K

1
9

E2

)
. (52)
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Отсюда находим соотношение для удельной энтропии

s =
1
2

ln D =
3
2

ln E +
1
2

ln

(
1 + K

1
9

E2

)
− 3

2
ln 3

и соответственно первое начало термодинамики

E ds =
3
2

dE + EJ′(η)dη, (53)

где η = E2K/9, J(η) = (1/2) ln(1 + η). Как видно, соот-
ношения для напряжений Рейнольдса (52) в этом случае
линеаризованы по полю V (сопряженному потоку) и
поэтому аналогичны двумерной теории.

10. Невязкая жидкость

Случай невязкой жидкости также представляет несо-
мненный интерес в качестве редукции уравнений
Навье−Стокса. Это связано с тем, что задачи, в которых
пренеблегают вязкостью, встречаются во многих при-
ложениях гидромеханики. Такая редукция обоснована в
тех случаях, когда для течения не важны граничные
эффекты. Как следует из известных теорем (см., напри-
мер, [15]), эффекты вязкости важны в вязком погранич-
ном слое. Вне слоя этими эффектами можно пренебречь.
Еще одна важная проблема, связанная непосредствен-
но с теорией турбулентности, состоит в том, какого
порядка уравнения будут получаться в „правильной“
теории турбулентности. Эта проблема также связана с
граничными условиями и пограничным слоем. В полу-
эмпирических теориях с турбулентным коэффициентом
взякости уравнения оказываются того же порядка, что и
уравнения Навье−Стокса, независимо от того, является
исходная жидкость вязкой или нет. Поэтому необходимо
рассмотреть это вопрос и для данной теории.

Для ответа на поставленные вопросы рассмотрим
совместную систему уравнений (26) и (27) с точки
зрения максимального порядка производных, входящих в
них. В случае, если ν 6= 0, порядок обоих этих уравнений
для среднего потока U и сопряженного к нему V
равен двум по каждой из координат. В случае невязкого
потока (ν = 0), возникает специфическая ситуация. Как
нетрудно видеть, уравнения (26) имеют первый порядок
по производным поля V, а уравнения (27) имеют второй
порядок по полю V и первый по полю U. Отсюда
следует, что в случае невязкого среднего потока в
исходной теории средний поток остается невязким, и
нельзя корректно в этом случае описывать пограничный
слой, например, ставить на стенках условия прилипания
жидкости. В отличие от этой ситуации сопряженный
поток оказывается „вязким“ в независимости от ха-
рактера среднего потока. И для него можно ставить
условия типа „прилипание на стенках“. В результате
в случае невязкого потока система уравнений в целом
обладает диссипативными свойствами, которые харак-
теризуют процесс перекачивания энергии от среднего
потока к сопряженному, и наоборот. Задача такого типа
относится уже к проблеме устойчивости турбулентного
потока и требует отдельного рассмотрения.

11. Двумерные и трехмерные
течения Куэтта

Развитую теорию применим для анализа течения
Куэтта, которое обычно рассматривается в качестве
образца для проверки тех или иных гипотез о турбу-
лентности [2,3].

Течение Куэтта возникает между двумя плоскопарал-
лельными пластинами, располагающимися на расстоя-
нии d друг от друга. Координату вдоль поверхности
пластин обозначим x, а перпендикулярную к ним —
через y. Скорость одной пластины (y = 0) относительно
лабораторной системы отсчета положим равной нулю, а
второй — U0 = U(d). Среднюю скорость потока в этом
случае можно представить в следующем виде:

U = U(y) = −∂9(y)
∂y

, V =
∂9(y)
∂x

= 0. (54)

Если вязкое течение нетурбулентно, то известным ре-
шением для течения Куэтта является линейный профиль
скорости течения

U(y) = U0y/d.

Поскольку течение Куэтта плоское, то для его описа-
ния необходимо перейти к двумерной редукции теории.
Для этого воспользуемся условиями (39) и уравнения-
ми (50) и (51). При выполнении условий (39) и (54)
параметры ξ и 9 будут функциями только y: ξ = ξ(y).
Обозначим σ = ξ ′′(y). В этом случае из (50) и (51)
следует:

D0 = 4σ−2, D2 =
1
σ 2

(
9σ−2

16E2
− 1

)−1

, (55)

∂2

∂y2
σ = 0, ν

∂4

∂y4
9 = −1

2
∂2D2σ

∂y2
. (56)

Проинтегрировав уравнения (56), приходим к следую-
щим уравнениям для U = −9y и σ :

∂

∂y
U =

1
2ν

D2σ + c2y + c1 =
1
ν
〈uv〉+ c2y + c1, (57)

σ = ay + b, (58)

где a, b, c1, c2 — постоянные интегрирования. Посколь-
ку в случае 〈uv〉 = 0 (отсутствие турбулентного пото-
ка импульса) это соотношение должно переходить в
уравнение для вязкого потока, то необходимо положить
c2 = 0. После этого общее решение для U(y) можно
записать в следующем виде:

U =
1

2ν

∫
D2σ dy + c1y + c0

=
1
ν

∫
〈uv〉dy + c1y + c0 =

1
Aν

F(y) + c1y + c0.

(59)
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Удовлетворяя теперь граничным условиям для U , нахо-
дим постоянные c1 и c0:

c0 = − 1
A

F(0), c1 = 2ν
1
d

U0 −
1

Ad

(
F(d)− F(0)

)
.

Результат вычислений функции F(y) будет теперь за-
висеть от типа турбулентности, которая фиксируется
функциональным видом E.

11.1. Изэнтропийная турбулентность

Начнем со случая изэнтропийной турбулентности.
Условие изэнтропийности, или адиабатичности, означа-
ет, что турбулентность порождается или поддерживается
в системе только за счет внутренних механизмов возник-
новения флуктуаций без взаимодействия с границами.
В этом случае турбулентность не связана с условиями
на границах течения, но, возможно, создана в некоторый
начальный момент времени, а затем предоставлена сама
себе. Можно было бы ожидать, что в этом случае
турбулентность должна переноситься как пассивная при-
месь и не влиять на поток. Такой ситуации в данных
уравнениях соответствует требование D2 = const, т. е.
условие постоянства двумерной части энтропии. Это
условие можно было бы назвать условием „сильной“
адиабатичности.

В отличие от этого условие D = D2/M = const мож-
но назвать „слабой“ адиабатичностью. В этом случае
возникает взаимодействие между средним потоком и
трубулентностью. Это связано с тем, что в турбулентно-
сти имеется дополнительная степень свободы, связанная
с редуцируемой координатой. Поскольку вдоль этой
координаты динамика не рассмативается, то эта степень
свободы ведет себя как неограниченный резервуар энер-
гии, отбирая или передавая энергию в средний поток или
турбулентность. В результате адиабатичность собствен-
но двумерной турбулентности оказывается нарушенной.

Для течения в случае слабой адиабатичности имеем

D = D2/M = 4ED2/9 = γ0 = const. (60)

Из условия (60) следует

D2 =
3γ0

2E
.

Из (55) теперь следует алгебраическое уравнение для E

8E3 + 3γ0σ
2E2 − 27γ0 = 0.

Хотя для E можно явно выписать решения этого уравне-
ния, этого делать не будем, поскольку оно оказывается
слишком громоздким и требующим отдельного исследо-
вания. Поэтому не будем приводить здесь и решения для
средней скорости, ограничившись рассмотрением других
типов турбулентности.

11.2. Изоэнергетическая турбулентность

Ддя случая изоэнергетической турбулентности по-
лагаем E = const. Если проводить термодинамическую
аналогию для этого типа турбулентности, то на грани-
цах течения поддерживаются условия для турбулентных
флуктуаций, подобные термостату. Аналог термостата
может воспроизводиться с помощью специального типа
условий на границах течения, например, за счет пара-
метров шероховатости границ. Такая ситуация, по всей
видимости, вполне возможна в реальных экспериментах.

Из (55) находим для этого случая

D2 =
4E2

9− E2σ 2
=

4E2

9− E2(Ay + B)2
.

В результате для функции F(y) находим:

F(y) =
1

3E
arcth

(
E(Ay + B)/3

)
.

Такое решение может существовать лишь при наличии
ограничений −1 < E(Ay + B)/3) < 1 для 0 < y < 1.

11.3. Турбулентность с постоянным числом ζ

Рассмотрим теперь еще один вариант турбулентности,
который соответствует постоянству безразмерного пара-
метра ζ = 4E2D−1

0 /9. Физический смысл этого парамет-
ра пока не очень ясен, но его можно интерпретировать
как число частиц (вихрей), поскольку соотношение (46)
похоже на условие сохранения числа частиц в обычной
термодинамике. Из условия ζ = ζ0 = const получаем

D2 =
g0

σ 2
, g0 = ζ0(1− ζ0)−1 = const.

Подстановка этого соотношения в (57) приводит к
следующему выражению:

F(y) = A
∫

g0

Ay + B
dy = g0 ln(Ay + B). (62)

В последнем случае решение для U аналогично ре-
шению с логарифмическим профилем скорости для
турбулентного пограничного слоя и, по всей видимости,
наиболее пригодно для сопоставления с эксперименталь-
ными данными.

Смысл последнего результата можно понять с помо-
щью следующих рассуждений. Условие ζ = ζ0 = const
означает

E = n0σ.

Важным обстоятельством, связанным с последним соот-
ношением, является то, что в этом случае E удовлетво-
ряет уравнению

∂2E

∂y2
= 0.

В свою очередь, последнее уравнение можно рассматри-
вать как следствие того, что плотность энергии E удо-
влетворяет уравнению типа теплопроводности. Но имен-
но такого типа уравнение и должно описывать процесс
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перераспределения энергии хаотического движения в
термодинамике. По всей видимости для E необходимо
включать в теорию закон, подобный закону Фурье для
теплопереноса.

12. Одномерные течения

Изложенный способ исследования равновесных со-
стояний турбулентных течений может быть использо-
ван для анализа достаточно общих нелинейных си-
стем. Для иллюстрации такой возможности рассмотрим
уравнения, возникающие в теории одномерных течений
жидкости. Рассмотрим уравнение вязкого одномерного
потока — уравнение Бюргерса:

ut = uux = νuxx.

Здесь u = u(x, t) — скорость потока. Это уравнение,
как дифференциальный закон сохранения, эквивалентно
двум уравнениям вида

u = −ψx, u2/2− νux = ψi .

Раложив поток на среднюю и флуктуационную состав-
ляющие u = U + u′, ψ = 9+ ψ′ получим:

U = −9x, 〈u′2〉 = −U2 + 29t + νUx. (63)

Максимальная энтропия в этом случае имеет вид следу-
ющего функционала:

H =
1
2

∫
ln〈u′2〉dx dt.

Вариационная задача о глобальном равновесии на услов-
ный максимум этого функционала при выполнении (63)
приводит к следующим уравнениям для среднего потока:

Ut + UUx − νUxx = −∇x
1

28
,

− 8t +∇x(8U)− ν8xx = 0, (64)

где 8−1 = 〈u′2〉. Умножив первое уравнение на 8, а
второе — на U и вычтя результаты умножения, получим
дифференциальный закон сохранения

∂

∂t
(U8) +

∂

∂x

[
U28− ν(8Ux −U8x)− ln8

]
= 0.

Это очень похоже на условие самосопряженности в
смысле Лиувилля. Совокупность этих соотношений опи-
сывает чисто одномерный турбулентный поток.

Отметим, что уравнение (64) можно переписать в
виде, содержащем энергию турбулентности E = 〈u′2〉/2

Ut + UUx − νUxx = −∇xE,

− Et + UEx −UxE− νExx + 4ν
1
E

(Ex)2 = 0. (65)

Эти уравнения демонстрируют возможность предельно-
го перехода к ламинарному потоку от турбулентности в
одномерном случае.

Как видно из (64) и (65), в первом уравнении турбу-
лентность создает давление в потоке. При этом второе
уравнение для 8 можно рассматривать как уравнение
диффузионного переноса массы, но без условия ее
интегрального сохранения. Интересным представляется
случай ν = 0. В этом случае уравнения (64) похожи на
уравнения для сжимаемого газа с плотностью ρ = 8 и
давлением p = 1/28−1:

Ut + UUx = −∇x
1

28
, −8t +∇x(8U) = 0. (66)

Отличие состоит лишь в том, что в уравнении для 8

знак у времени — обратный необходимому. Однако в
стационарном случае это отличие исчезает и задача
сводится к течению газа с уравнением состояния

p = 2ρ−1.

Газ с таким уравнением часто называют газом Чаплыги-
на, т. е. в стационарном случае одномерный турбулент-
ный поток похож на газ Чаплыгина. Это дает некоторое
нетривиальное представление о характере глобального
равновесного состояния турбулентности в одномерном
случае.

Из этого примера следует, что использованный ме-
тод максимальной энтропии для отыскания глобального
равновесия может быть использован и для нелиней-
ных задач негидродинамического типа при исследова-
нии флуктуаций в них. Например, нетрудно видеть,
что этот же подход аналогичным способом применим
к хорошо известным уравнениям Кортевега−де-Вриза,
Кадомцева−Петвиашвилли и аналогичным им уравнени-
ям с квадратичной нелинейностью. В случае нелинейно-
сти более высокого порядка требуются дополнительные
построения.

Заключение

Результатом проведенных построений является за-
мкнутая концепция описания слабо неравновесной тур-
булентности для трехмерных течений вязкой несжимае-
мой жидкости. Единственная сложность, которая требу-
ет дальнейшего изучения в каждом конкретном случае,
это вывод соотношений для энергии турбулентности,
которые должны быть похожи по смыслу на уравнение
переноса тепла или на термодинамические условия для
системы в целом типа изэнергетичности. Как было
показано, уравнения для напряжений Рейнольдса в дей-
ствительности похожи на соотношения, постулируемые
обычно в полуэмпирических теориях турбулентности
с турбулентным коэффициентом взякости. Отличие со-
стоит лишь в том, что эти соотношения в данной
теории записываются для „сопряженного потока“. Это
указывает на то, что многие известные факты из теории
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турбулентности, которые находили объяснения с точки
зрения полуэмирических теорий турбулентной вязкости
будут воспроизводиться и в данной теории.

Общая идеология развитого подхода может быть пере-
несена на случай течений сжимаемой жидкости и газа и
для систем более общего вида. Метод вывода уравнений,
замыкающих систему уравнений для вторых моментов
флуктуаций (напряжений Рейнольдса), будет оставаться
одним и тем же. Это продемонстрировано на примере
уравнений чисто одномерной динамики жидкости.

Автор выражает признательность за полезное обсу-
ждение вопросов теории турбулентности своим колле-
гам Макину Р.С., Корнилову Д.А., Орлову В.А.

Приложение

Переписав уравнения (29) в виде

1 = C0qk + C1q2
k + C2q3

k, k = 1, 2, 3,

с помощью формулы Крамера получим C2 = D =
= det R = (q1q2q3)−1. Суммируя уравнения

1
qk

= C0 + C1qk + C2q2
k, k = 1, 2, 3,

1

q2
k

= C0
1
qk

+ C1 + C2qk, k = 1, 2, 3

по k находим

1
q1

+
1
q2

+
1
q3

= 3C0 + (q1 + q2 + q3)C1

+ (q2
1 + q2

2 + q2
3)C2,

1

q2
1

+
1

q2
2

+
1

q2
3

= C0

(
1
q1

+
1
q2

+
1
q3

)
+ 3C1

+ (q1 + q2 + q3)C2.

Согласно соотношениями (8) и (16) имеем

1
q1

+
1
q2

+
1
q3

= 2E, q1 + q2 + q3 = 3M.

Кроме того, имеем тождества

q2
1 + q2

2 + q2
3 = (q1 + q2 + q3)2

− 2q1q2q3

(
1
q1

+
1
q2

+
1
q3

)
,

1

q2
1

+
1

q2
2

+
1

q2
3

=
(

1
q1

+
1
q2

+
1
q3

)2

− 2
q1 + q2 + q3

q1q2q3
.

Отсюда получим следующие уравнения для C0,C1:

2EC0 + 3C1 = 4E2 − 9MD,

3C0 + 3MC1 = 6E− 9M2D.

Разрешив эти уравнения относительно C0 и C1, оконча-
тельно находим

C0 = 2E, C1 = −3MD.
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