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Решена задача вычисления распределения электростатического потенциала системы осесимметричных
электродов в виде неконцентрических сферических сегментов.
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Постановка задачи

Рассмотрим осесимметричную задачу нахождения рас-
пределения электростатического потенциала системы,
состоящей из произвольного числа неконцентрических
сферических сегментов, расположенных между двумя
сферами.

Данная осесимметричная задача будет решаться в
бисферической системе координат. Связь бисферических
координат (α, β) с цилиндрическими (r, z) определяется
соотношением [1]

z + ir = ic ctg
α + iβ

2
,

0 ≤ α ≤ π, −∞ < β < ∞.
Координатные поверхности β = const задают семейство
непересекающихся неконцентрических сфер, уравнение
которых имеет вид

r 2 + (z − c cth β)2 =
(

c
sh β

)2

.

Координационные поверхности α = const задают семей-
ство веретенообразных поверхностей вращения, орто-
гональных к поверхностям β = const, и определяемых
уравнением

(r − c ctgα)2 + z2 =
(

c
sinα

)2

.

Параметры задачи: N — число сегментов; αi ≤ α ≤ π,
β = βi — поверхности сегментов (i = 1,N); f i (α) —
граничные условия первого рода на соответствующих
сегментах (i = 1,N); 0 ≤ α ≤ π, β = β0, β = βN+1 —
поверхности сфер; f 0(α), f N+1(α) — граничные условия
первого рода на сферах.

Не нарушая общности задачи, можно положить,
что βi < βk при i < k. Если произведение значений
β0βN+1 = 0, то одна из сфер размыкается в плоскость
β = 0. В случае β0βN+1 > 0 система сегментов находится

внутри одной из замкнутых сфер, но вне другой (рис. 1).
Если β0βN+1 < 0, то сегменты расположены вне сфер
(рис. 2).

Рис. 1.

Рис. 2.
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Распределение электростатического потенциала
U(α, β) удовлетворяет уравнению Лапласа и граничным
условиям:

1 U(α, β) = 0,

U(α, βi )
∣∣
αi≤α≤π = f i (α), i = 1,N,

U(α, β0) = f 0(α),
U(α, βN+1) = f N+1(α).

(1)

Решение задачи

Для решения граничной задачи (1) вся область
электронно-оптической системы разбивается на N + 1
подобластей: βi ≤ β ≤ βi +1. Для каждой из подобластей
распределения потенциала U(α, β) = Ui (α, β) (i = 0,N)
можно представить в виде разложения по полиномам
Лежандра [1,2]:

Ui (α, β) =
√

ch β − cosα
∞∑

n=0

[
sh
(
n + 1

2

)
(β − βi )

sh
(
n + 1

2

)
(βi +1 − βi )

Ai ,n

+
sh
(
n + 1

2

)
(βi +1 − β)

sh
(
n + 1

2

)
(βi +1 − βi )

Ai +1,n

]
Pn(cos, α),

βi < β < βi +1, i = 1,N. (2)

Коэффициенты A0,n, AN+1,n вычисляются из граничных
условий (1) на сферах β0, βN+1:

Ak,n =
2n + 1

2

π∫
0

f k(α)√
ch βk − cosα

Pn(cosα) sin α dα,

k = 0, N + 1. (3)

Представление потнециала в виде (2) удовлетворяет
уравнению Лапласа и условию непрерывности потенци-
ала на границах раздела между областями. Граничные
условия и условия непрерывности производной потен-
циала по нормали к границам раздела подобластей
приводят к системе парных уравнений

∞∑
n=0

(
n + 1

2

) [
− 1

sh(n+ 1
2 )(βi−βi−1)

Ai−1,n

+
(
cth
(
n + 1

2

)
(βi − βi−1) + cth

(
n + 1

2

)
(βi +1 − βi )

)
Ai ,n

− 1
sh(n+ 1

2 )(βi +1−βi )
Ai +1,n

]
Pn(cosα) = 0, 0 ≤ α ≤ αi ,

∞∑
n=0

Ai ,nPn(cos α) = f i (α)√
ch βi−cos α

Pn(cosα) sin α dα,

αi ≤ α ≤ π, i = 1,N.

Введем следующие обозначения:

C1,n =
(

cth
(

n+
1
2

)
(β1− β0)+ cth

(
n+

1
2

)
(β2− β1)

)
A1,n

− 1

sh
(
n + 1

2

)
(β2 − β1)

A2,n,

Ci ,n = − 1

sh
(
n + 1

2

)
(βi − βi−1)

Ai−1,n +
(

cth
(

n +
1
2

)
× (βi − βi−1) + cth

(
n +

1
2

)
(βi +1 − βi )

)
Ai ,n

− 1

sh
(
n + 1

2

)
(βi +1 − βi )

Ai +1,n, i = 2,N− 1,

CN,n = − 1

sh
(
n + 1

2

)
(βN − βN−1)

AN−1,n +
(

cth
(

n +
1
2

)
× (βN − βN−1) + cth

(
n +

1
2

)
(βN+1 − βN)

)
AN,n.

(5)
Уравнения (5) представляют собой систему линейных

алгебраических уравнений относительно коэффициен-
тов Ai ,n (i = 1,N). Подобная система была решена в
работе [3] для частного случая β0 = −∞, βN+1 =∞.
В общем случае [4], решив систему (5), получим

Ai ,n =
sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βi )

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

i∑
k=1

sh
(

n +
1
2

)
(βk − β0)Ck,n

+
sh
(
n + 1

2

)
(βi − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

N∑
k=i +1

sh
(

n +
1
2

)
(βk − β0)Ck,n,

i = 1,N. (6)

Для удобства дальнейших вычислений введем новые
коэффициенты Bk,n:

B1,n = − 1

sh
(
n + 1

2

)
(β1 − β0)

+ C1,n,

Bi ,n = Ci ,n, i = 2,N− 1, (7)

BN,n = − 1

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βN)

+ CN,n.

Тогда система парных сумматорных уравнений (4)
приводится к виду:

∞∑
n=0

(
n + 1

2

)
Bi ,nPn(cosα) = 0, 0 ≤ α ≤ αi ,

∞∑
n=0

[i−1∑
k=1

gn
ikBk,n +

(
1
2 + gn

ii

)
Bi ,n +

N∑
k=i +1

gn
kiBk,n

]
×Pn(cosα) = Fi (α), αi ≤ α ≤ π,

(8)

где

gn
ii = −1

2

[
e−(n+ 1

2 )(βN+1−βi ) sh
(

n +
1
2

)
(βi − β0)

+ e−(n+ 1
2 )(βi−β0) sh

(
n +

1
2

)
(βN+1 − βi )

]

× 1

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

, (9)
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gn
ik = −

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βi ) sh

(
n + 1

2

)
(βk − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

, k < i ,

(10)

gn
ki = −

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βk) sh

(
n + 1

2

)
(βi − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

, i < k,

(11)

F1(α) =
f 1(α)√

ch β1 − cosα

−
∞∑

n=0

[
−1

2

(
sh
(
n + 1

2

)
(β1 − β0)e−(n+ 1

2 )(βN+1−β1)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

+
sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β1)e−(n+ 1

2 )(β1−β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

)
A0,n

+
sh
(
n + 1

2

)
(β1 − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

AN+1,n

]
Pn(cosα),

Fi (α) =
f i (α)√

ch βi − cosα
−
∞∑

n=0

(
sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βi )

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

A0,n

+
sh
(
n + 1

2

)
(βI − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

AN+1,n

)
Pn(cosα),

i = 1,N. (12)

FN(α) =
f N(α)√

ch βN − cosα
−
∞∑

n=0

[
sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βN)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

A0,n

− 1
2

(
sh
(
n + 1

2

)
(βN − β0)e−(n+ 1

2 )(βN+1−βN)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

+
sh
(
n+ 1

2

)
(βN+1 − βN)e−(n+ 1

2 )(βN−β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

)
AN+1,n

]
Pn(cosα).

Для решения системы парных уравнений (8) введем
вместо коэффициентов Bi ,n новые неизвестные функции
φi (t) с помощью подстановки

Bi ,n =

π∫
αi

φi (t) sin
(

n +
1
2

)
t dt. (13)

Вторые из парных уравнений системы (8) с помощью
подстановки (13) обращаются в тождество [1]. При
подстановке (13) в первые из уравнений (8) получается
система связанных интегральных уравнений Фредгольма
2-го рода относительно функций φi (t);

1
2
φi (x) +

2
π

N∑
k=1

π∫
αk

φk(T)Kik(x, t)dt = 8i (x),

αi < x < π, (14)

8i (x) =
2
π

d
dx

π∫
x

Fi (α) sin α√
2(ch x − cosα)

dα, i = 1,N. (15)

Ядра уравнений (14) Kik(x, t) являются симметричны-
ми и могут быть выписаны в явном виде:

Kik(x, t) =
∞∑

n=0

gn
i ,k sin

(
n +

1
2

)
x sin

(
n +

1
2

)
t. (16)

Итак, для решения граничной задачи (1) требуется
решить систему уравнений Фредгольма 2-го рода (14)
с правыми частями, задаваемыми формулами (12), (15)
и симметричными ядрами (16). Таким образом, форму-
лы (2), (3), (6), (7), (13) дают аналитическое решение
во всей области исходной граничной задачи о распреде-
лении электростатического потенциала.

Случай постоянных значений
потенциала на электродах

Если на всех электродах системы заданы постоянные
значения потенциалов f i (α) = f i = const (i = 0,N + 1),
то коэффициенты A0,n и AN+1,n, определяемые по форму-
лам (3), имеют вид

Ak,n =
√

2 f ke−(n+ 1
2 )|βk|, k = 0,N + 1.

В этом случае правые части системы (14) вычисляются
явным образом:

8i (x) =
2
π

(
−1

2
f i

sin x
2 ch βi

2

ch βi

2 − cos x
2

+
√

2
∞∑

n=0

(
sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − βi )

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

f 0 e−(n+ 1
2 )|β0|

+
sh
(
n + 1

2

)
(βi − β0)

sh
(
n + 1

2

)
(βN+1 − β0)

f N+1 e−(n+ 1
2 )|βN+1|

)

× sin
(

n +
1
2

x
))

, i = 1,N.

Если в исходной системе электродов отсутствует одна
из сфер, что соответствует β0 = −∞ или βN+1 =∞, то
формулы (15), (16) вычисления ядер и правых частей
системы связанных интегральных уравнений Фредголь-
ма 2-го рода (14) значительно упрощаются.

Пусть βN+1 =∞, тогда из (9)–(11) имеем:

gn
ii = −1

2
e−(2n+1)(βi−β0),

gn
ik = −1

2

(
e−(n+ 1

2 )|βi−βk| − e−(n+ 1
2 )((βi−β0)+(βk−β0))

)
, k 6= i .

Введем обозначения

µik = |βi − βk|,

νik = (βi − β0) + (βk − β0).
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Используя суммирование тригонометрических рядов [5],
ядра Kik(x, t) и правые части 8i (x) системы (14),
определяемые формулами (15), (16), представим в виде

Kik(x, t) =
1
4

[(
sh 1

2µik

sh µik − cos(x−t)
−

sh 1
2νik

ch νik − cos(x−t)

)

× cos
1
2

(x − t)−
(

sh 1
2µik

sh µik − cos(x+t)

−
sh 1

2νik

ch νik − cos(x+t)

)
cos

1
2

(x + t)
]
, i 6= k,

Kii (x, t) = −1
2

sh(βi − β0)
[

cos 1
2(x − t)

ch 2(βi − β0)− cos(x − t)

−
cos 1

2(x + t)
ch 2(βi − β0)− cos(x + t)

]
,

8i (x) =
2
π

(
−1

2
f i

sin x
2 ch βi

2

ch βi

2 − cos x
2

+
√

2 f 0 sin
x
2

ch 1
2

(
(βi − β0) + |β0|

)
ch
(
(βi − β0) + |β0|

)
− cos x

)
.

Если в исходной системе электродов отсутствуют обе
сферы, то β0 = −∞ и βN+1 =∞. Тогда формулы (15),
(16) вычисления ядер и правых частей системы (14)
имеют вид

Kik(x, t) =
1
4

sh
1
2
µik

(
cos 1

2(x − t)
chµik − cos(x − t)

−
cos 1

2(x + t)
chµik − cos(x + t)

)
,

8i (x) = − 1
π

f i
sin x

2 ch βi

2

ch βi

2 − cos x
2

.

Заключение

В данной работе найдено распределение электростати-
ческого потенциала в системе, содержащей произволь-
ное число осесимметричных электродов в виде некон-
центрических сферических сегментов, расположенных
между двумя замкнутыми сферическими поверхностями.
При этом задача нахождения неизвестных коэффициен-
тов в разложении потенциала сведена к решению систе-
мы связанных интегральных уравнений Фредгольма 2-го
рода. Все геометрические размеры и потенциалы сег-
ментов и сфер являются параметрами задачи. Подобные
системы могут служить для моделирования электронной
пушки с полевым острием. Нахождение распределения
потенциала в таких системах представляет собой наи-
более сложную часть задачи, так как геометрические
размеры электродов отличаются на несколько порядков,
что затрудняет применение численных методов расчета.
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