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Предложено обобщение алгоритма SVD-восстановления сигнала, позволяющее получить информацию о
динамике спектральных линий отклика среды при однократной серии нерегулярных измерений интегральных
характеристик сигнала с помощью скользящего окна, размеры и смещение которого флуктуируют во
времени. SVD-восстановление производилось как непосредственно по нерегулярным измерениям, так и
после интерполяции измерений в узлы регулярной сетки. Предложен также алгоритм восстановления формы
сигнала, основанный на сплайн-интерполяции. При его использовании в сочетании с SVD-восстановлением
удается практически избавиться от ложных частот. Показано, что при интегральных измерениях с
нерегулярными размерами окна и смещением его центра качество восстановления сигнала и нахождения
динамики спектральных частот не хуже, чем при использовании измерений без флуктуаций. Рассмотрение
проводилось как для модельного сигнала, так и для реального отклика среды, полученного ранее в
физическом эксперименте.

PACS: 42.65.Re

Введение

Как известно, в настоящее время интенсивно раз-
вивается оптика малопериодных световых импульсов,
а также импульсов терагерцового диапазона, что обу-
словлено широким практическим приложением тера-
герцового излучения. Напомним, что терагерцовые им-
пульсы пикосекундной длительности так же как и фем-
тосекундные (10−20 fs) импульсы видимого диапазо-
на, являются малопериодными. Терагерцовое излучение
имеет необычайно широкие перспективы для примене-
ния в дистанционном зондировании и спектроскопии
химических, биологических, полупроводниковых объек-
тов [1–6]. С его помощью можно проводить безвредную
для человека диагностику [7–9], а также управлять
химическими реакциями и электронными состояниями
в квантовых ямах, разрабатывать системы безопасности
и беспроводной связи компьютеров и периферии в
помещениях [10–12].

При воздействии малопериодных импульсов отклик
среды становится существенно нестационарным, в связи
с чем большой интерес для практики представляет
динамика его спектральных составляющих. Поэтому
разработка методов, позволяющих анализировать спек-
тральную динамику, является актуальной проблемой.
Заметим, что широко используемый для обработки
результатов физического эксперимента метод Вигнера
часто дает неверные результаты, как отмечено в [13].
В связи с этим в [14,15] проведен детальный анализ
одного из возможных подходов к измерению динами-
ки спектрального отклика среды при его существен-
но нестационарном характере. Этот подход основан
на методе Фурье−Габора [16], который применялся,
в частности, в [17,18] (и более ранних работах) для

выделения спектральной составляющей на заданной
частоте при анализе нелинейных эффектов в случае
воздействия малопериодных высокоинтенсивных фемто-
секундных импульсов. Его практическая реализация в
физических экспериментах [15,19] продемонстрировала
работоспособность данного алгоритма. Однако подход
позволяет при одной серии вычислений проанализи-
ровать динамику спектральной составляющей отклика
среды только на одной частоте. Для следующей частоты
нужно снова повторять аналогичные вычисления, что,
очевидно, является недостатком данного метода.

В работах [20,21] предложен новый метод, основанный
на SVD-методике, позволяющий устранить этот недоста-
ток: при одной серии вычислений можно получить одно-
временно динамику множества спектральных составля-
ющих отклика среды. В настоящей работе исследуется
эффективность этого метода при нерегулярном наборе
измерений, что является наиболее близким к реальной
ситуации. Качество получаемой динамики спектральных
частот не ухудшается по сравнению с информацией,
полученной на основе регулярных измерений, а в ряде
случаев используемый алгоритм позволяет избавиться
от ложных частот.

Проанализирована эффективность применения
сплайн-аппроксимации интегральных данных (или
самого сигнала) для задачи восстановления сигнала.
Как известно, определение формы импульса лазерного
излучения представляет собой сложную практическую
задачу. Ее решение обычно базируется либо на
анализе спектра импульса, либо на автокорреляционной
функции. Поэтому предлагаемый метод может найти
практическое применение и в лазерных установках для
контроля генерируемого сигнала и определения формы
отклика среды на внешнее воздействие.
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Постановка задачи

Обозначим через f (t) исходный неизвестный сигнал
(например, форму светового импульса), непрерывный
на отрезке времени [tb, te]. В результате измерений в
физическом эксперименте нам известен набор инте-
гральных данных d1, d2, . . . , dN от функции f (t) (в слу-
чае лазерного импульса — это энергия), определяемый
следующим образом:

di =

tc,i +0.5Ti∫
tc,i−0.5Ti

f (t)dt, (1)

а для промежутков времени справедливо соотношение
tc,1 − 0.5T1 ≤ tb, tc,N + 0.5TN ≥ te, tc,i < tc,i +1,
1i = tc,i +1 − tc,i < 0.5(Ti +1 + Ti ), i = 1, . . . ,N.
Здесь N — число временных интервалов, tb —
время начала регистрации сигнала, te — время ее
окончания, Ti — длина окна (длина интервала, на
котором производится измерение), 1i — величина
сдвига окна, т. е. промежуток времени, на который
сдвигается центр окна tc,i в интеграле (1). Для практики
представляют интерес случайные изменения величин 1i

и Ti при переходе от одного измерения к другому. При
этом данные изменения равновероятны и происходят
вблизи некоторой средней величины каждого из
параметров. Следовательно, задача состоит, в частности,
в восстановлении сигнала f (t) в этих условиях по
известному набору интегральных величин di .

В качестве объектов, для которых исследуется эф-
фективность используемого метода, рассматривается мо-
дельный сигнал

f (t) = sin(1.2t) + e−( t−30
10 )2

sin(1.5t) + 2e−( t−80
20 )2

sin(4t),
(2)

а также реальный сигнал — отклик молекулы L-cystine
при воздействии терагерцового импульса [15]. Нас будет
интересовать динамика спектральных амплитуд восста-
новленного сигнала (2) на трех заданных частотах
ω1 = 1.2, ω2 = 1.5, ω3 = 4, а также на частотах отклика
среды ω1 = 3.35, ω2 = 3.707, ω3 = 4.49 в выполненном
физическом эксперименте [15].

SVD-восстановление сигнала и его
спектра при случайном изменении
длины и сдвига окна

Как было отмечено в [20,21], ширина окна T и
его сдвиг 1 в большой степени определяются кон-
структивными особенностями измерительных приборов
и имеют свои ограничения, не позволяющие в большин-
стве случаев добиваться их оптимальных значений, т. е.
значений, при которых спектр сигнала восстанавлива-
ется практически точно. При использовании реальных
неоптимальных значений длины окна T = const и его
сдвига 1 = const в спектре SVD-восстановленного сиг-
нала появляются ложные частоты. Для их устранения

в [20,21] предлагалось провести несколько серий измере-
ний с различными длинами окон или сдвигов. Учитывая,
что истинные частоты сигнала не изменяют своего
положения в спектре, а ложные частоты смещаются
вдоль спектральной оси, можно определить реальный
спектральный состав сигнала.

Еще один способ устранения ложных частот из спек-
тра состоит в использовании сдвигов 1i = 1r и(или)
окон Ti = Tr , длина которых изменяется случайным об-
разом в одной серии измерений. Очевидно, что на прак-
тике реализуется именно этот случай, так как провести
измерения без флуктуаций параметров измерительной
системы достаточно трудно. Далее будем полагать, что
параметры 1r и Tr удовлетворяют следующим условиям:

|1r − 1| ≤ 0.01P1, |Tr − T| ≤ 0.01P1T, (3)

где P ≤ 100 и P1 ≤ 100 — процент максимального
отклонения сдвига 1r и длины окна Tr от их средних
значений 1 и T . Если P = 0 или P1 = 0, то измерения
выполняются без флуктуаций сдвига окон или времен-
ных интервалов. Отметим также, что в данной работе,
как и ранее в [20,21], мы полагаем, что значения 1, T , а
также 1r и Tr кратны величине τ — шагу по времени, с
которым восстанавливается сигнал (см. ниже).

Эффективность работы измерительной системы в
случае флуктуаций 1 и T представлена на рис. 1.
Спектр модельного сигнала (2), SVD-восстановленного
с постоянными неоптимальными значениями длин окна
T = 2 и сдвига 1 = 0.2, которые приводят к появлению
на интервале ложных частот, приведен на рис. 1,a.
Если применить измерительную систему со случайным
сдвигом 1r (P = 50%) и постоянной длиной окна T , то
спектральные амплитуды ложных частот существенно
уменьшаются, в то время как амплитуды истинных
частот cигнала практически не изменяются (рис. 1, b).
В случае флуктуаций длины окна Tr при его постоянном
сдвиге 1 или одновременном случайном изменении как
длины окна, так и его сдвига, результаты восстановления
спектра модельной функции аналогичны приведенным
на рис. 1, b.

Для количественной характеристики качества восста-
новления сигнала обозначим через δC C-норму разности
истинного и SVD-восстановленного спектров, а через
δ — отношение максимальной амплитуды ложных ча-
стот к максимальной амплитуде истинного спектра

δC = |Preal(ω)− PSVD(ω)|C, δ =
max |Pnoise(ω)|
max |Preal(ω)| . (4)

Тогда при отсутствии флуктуаций для данных T = 2
и 1 = 0.2 имеем δC = 3.67 · 10−2, а δ = 7.75 · 10−2, а в
случае их наличия для сдвига окна (P ≤ 80%, P1 = 0)
значения δC уменьшаются более чем в два раза, а
значения δ — почти в три раза. Для достижения
таких значений δC и δ при постоянной длине окна
T = 2 необходимо уменьшить его сдвиг до 1 = 0.15.
Очевидно, это потребует большего числа измерений
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Рис. 1. Спектры |P(ω)| модельного сигнала (2), восстановленные с постоянной длиной окна T = 2 и случайными изменениями
его сдвига 1 = 0.2: P = 0 (a), 5.0% (b).

(примерно на 30%) по сравнению со случаем присут-
ствия флуктуаций. При флуктуациях длины окна (P = 0)
значения δC и δ уменьшаются приблизительно на 48%
для P1 = 20% и на 24 для P1 = 80. Для одновременных
флуктуаций сдвига и длины окна значения δC и δ

уменьшаются на 45% в случае (P, P1) = (20, 20%) и
на 35 при (P, P1) = (80, 80%). Таким образом, наличие
флуктуаций длины окна и(или) его сдвига приводит
к более точному восстановлению спектра модельного
сигнала (2) по сравнению со случаем их постоянных зна-
чений в процессе измерений. При этом лучшие резуль-
таты восстановления достигаются, если флуктуации не
превышают 50% от длины окна и(или) его сдвига. Важно
подчеркнуть, что в случае флуктуирующих параметров
одинаковая точность восстановления достигается более
экономичным способом по сравнению с регулярными
измерениями.

В качестве второго примера рассмотрим отклик сре-
ды (молекулы L-cystine) при воздействии на нее тера-
герцового лазерного импульса. Спектр отклика среды,
SVD-восстановленный с постоянными неоптимальными
значениями длины окна T = 1 и его сдвига 1 = 0.2,
приведен на рис. 2, a. На частотном интервале [20]
хорошо видны появившиеся вследствие этого ложные
частоты. Для сравнения приведен спектр, полученный
при случайном сдвиге 1r и постоянной длине окна T
(рис. 2, b), а также при случайной длине окна Tr и
постоянном сдвиге 1 (рис. 2, c) и при одновременном
случайном изменении длины окна и его сдвига (рис. 2, c).
Соответствующие флуктуации достигают 20%. Из рис. 2
видно, что положение ложных частот смещается, в то
время как истинные частоты своего положения не ме-
няют. Отметим, что при увеличении флуктуаций сдвига
и(или) длины окна более чем на 50% количество лож-
ных частот в спектре увеличивается, и возрастают их
амплитуды, а амплитуды истинных частот уменьшаются.

При дальнейшем увеличении флуктуаций P и P1

(более чем на 80%) амплитуды ложных частот ста-
новятся сравнимыми с амплитудами истинных частот.
В случае восстановления реального сигнала значения δC

и δ изменяются заметно слабее, чем для модельного

сигнала. При этом для флуктуаций сдвига окна при его
постоянной длине происходит даже некоторое увеличе-
ние значения δC . Важно подчеркнуть, что значения δC и δ
уменьшаются или в случае флуктуаций длины окна с по-
стоянным его сдвигом, или при их одновременных флук-
туациях. Так, при (P, P1) = (0, 20%) значение δC умень-
шается на 37%, а δ — на 12%. Если (P, P1) = (20, 20%),
то значение δC уменьшается на 46%, значение δ — на 19.
Отметим, что сравнимые по точности результаты для
постоянных значений длины окна и его сдвига можно
получить при T = 0.9 и 1 = 0.15, что требует увеличе-
ния числа измерений приблизительно на 30%. Заметим
также, что при одновременной флуктуации оптимальной
длины окна T = 1 и его сдвига 1 = 0.1 на 20% в спектре
появляется незначительное количество ложных частот
с малыми амплитудами, однако при этом значительно
возрастает точность восстановления сигнала и основной
части спектра, сосредоточенной на интервале [0,10].

Таким образом, в случае реального физического экс-
перимента спектр отклика среды можно восстановить,
проведя несколько измерений с различными значениями
флуктуаций длины окна и(или) его сдвига. При этом
величину флуктуаций необходимо ограничить 50% от
длины окна и(или) сдвига. Важный вывод состоит в том,
что и в этом случае флуктуации параметров измери-
тельной системы, как правило, приводят к улучшению
качества восстановительного спектра сигнала и его фор-
мы, и требуется меньшее число измерений по сравне-
нию со случаем регулярных параметров измерительной
системы.

Для практики представляет интерес динамика спек-
тральных линий. В случае регулярных измерений она
приведена в [21] на рис. 2. В рассматриваемой здесь
ситуации флуктуаций параметров окна и сдвига дина-
мика спектральных линий как модельного сигнала (2),
так и отклика молекулы L-cystine при флуктуациях
менее 50% полностью совпала с аналогичными зависи-
мостями, полученными при постоянных 1 и T . В случае
еще больших флуктуаций сдвига 1 и окна T (до 80%)
у модельного сигнала (2) незначительно уменьшается
максимум спектральной амплитуды на частоте ω3 = 4,
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Рис. 2. Спектры отклика среды, восстановленные с постоянной длиной окна T = 1 и случайным изменением его сдвига 1 = 0.2:
P = 0 (a), 20% (b); при постоянном сдвиге окна и случайном изменении длины окна: P1 = 20% (c); при одновременных
флуктуациях длины окна и его сдвига, (P, P1) = (20, 20%) (d).

остальные две линии не изменяются. У отклика мо-
лекулы L-cystine незначительно уменьшается амплитуда
всех спектральных линий. Заметим, что основное влия-
ние несовершенство измерительной системы (конечный
размер окна и конечный его сдвиг) оказывает вблизи
границы истинного спектра. Именно здесь сказывается
наличие ложных частот, которое проявляется, в частно-
сти, в различной динамике истинных частот при разных
параметрах измерительной системы. Поэтому, если из-
вестно, что интересующие частоты спектра расположе-
ны вдали от его максимальной частоты, то требования к
измерительной системе можно значительно снизить.

Восстановление сигнала
при использовании интерполяции

При случайном сдвиге и размере окна, очевидно,
результаты измерений di есть значения функции d(ti , Ti ).
Используя интерполяцию, их можно вычислить в точках
(t0

i , T), где t0
i = tb + 1(i − 1) + T/2, соответствующих

постоянному сдвигу и длине окна, и затем применить
метод SVD-восстановления к вычисленным значениям.
Цель данной части работы заключается в исследовании
эффективности такого подхода в смысле соотношения
амплитуд ложных и истинных частот спектра сигнала

и возможностей подавления ложных частот. Для этого
выберем значения параметров ширины окна и его сдвига
такими, чтобы в случае отсутствия флуктуаций SVD-
восстановление обеспечивало хорошее качество опреде-
ления формы сигнала, его спектра, а также динамики
спектральных линий. Исходя из этого модельный сигнал
анализировался на отрезке tb = 0, te = 100, а сдвиг
окна и его ширина были равны: 1 = 0.2, T = 2. При
этом шаг по времени, с которым вычислялся сигнал,
равен τ = 0.05. В случае использования преобразования
Фурье−Габора сдвиг окна был равен 11 = 1, а его
ширина T1 = 40. Реальный сигнал анализировался на
отрезке tb = −20, te = 80 измерительной системой со
сдвигом и окном, соответственно равными 1 = 0.2 и
T = 1, а для преобразования Фурье−Габора соответ-
ствующие значения равны 11 = 0.5, T1 = 20. Динамика
спектральных линий реального сигнала анализировалась
на частотах ω1 = 3.35, ω2 = 3.707, ω3 = 4.49. Соответ-
ственно в дальнейшем указываются только те значе-
ния параметров, которые отличаются от вышеприве-
денных.

Прежде всего рассмотрим влияние флуктуации сдви-
гов окна, которые осуществлялись по закону

di = d(ti , T), ti = t0
i + r i , (4′)
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где r i — случайная величина, равномерно распределен-
ная на отрезке

(−P1/100, P1/100),

0% ≤ P < 80%, (r 1 = r N = 0), (4′′)

на качество восстановления сигнала. Отметим, что усло-
вие r 1 = r N = 0 означает, что левая граница первого
окна всегда совпадала с началом временно́го интервала
(tb), а правая граница последнего окна совпадала с
концом временно́го интервала (te). Другие окна вблизи
границ смещались таким образом, чтобы они не выходи-
ли за границы отрезка [tb, te].

В качестве примера влияния флуктуации сдвига
приведены на рис. 3 и 4. Для наглядности влияния
флуктуаций и используемого метода интерполяции на
рис. 3, a, c представлены результаты, соответствующие
постоянным сдвигам и длине окна, т. е. все остальные
рисунки следует сравнивать с ними. Как видно из
рисунка, по мере увеличения флуктуации сдвига окна
присутствие ложных частот в восстановленном сигнале
увеличивается. Однако динамика спектральных линий на
выбранных выше частотах для всех рисунков практи-
чески одинакова. Заметим, что для рис. 3 измеренные
значения di = d(ti , T) при флуктуациях интерполирова-
лись в точки t0

i , соответствующие моментам времени
при постоянных сдвигах, с помощью кусочно-линейной
непрерывной функции

d̂(t) = (t − ti )(di +1 − di )/(ti +1 − ti ) + di , t ∈ [ti , ti +1).
(5)

Рис. 4 соответствует более общий случай интерпо-
ляции флуктуаций 1i : она выполнялась с помощью
кубического сплайна, проведенного через точки (ti , di ),

d̃(t) = αi (t − ti )3 + βi (t − ti )2

+ γi (t − ti ) + di , t ∈ [ti , ti +1). (6)

Коэффициенты сплайна находятся в результате решения
системы линейных уравнений методом прогонки, кото-
рая записывается из условий равенства значений сплай-
на d̃ и измеренных величин di в моменты времени ti , а
также из непрерывности первой и второй производных
от сплайна.

Сравнение рис. 3 и 4 показывает, что применение
сплайна существенно улучшает качество восстановления
как модельного, так и реального сигналов по сравнению
с использованием для этой цели линейной интерполя-
ции. Так, при флуктуациях сдвигов в 50% линейная ин-
терполяция в обоих случаях приводит к появлению лож-
ных частот, сравнимых по спектральной интенсивности с
частотами сигнала. Использование сплайн-интерполяции
при таких же флуктуациях приводит к подавлению
ложных частот. При этом с уменьшением амплитуды
флуктуаций до 20% спектральная интенсивность лож-
ных частот, естественно, еще более уменьшается по
сравнению со случаем 50% флуктуации параметров.

Тем не менее интенсивность ложных частот при
восстановлении реального сигнала для одних и тех
же амплитуд флуктуации (в процентных величинах)
заметно больше по сравнению с их значениями в случае
модельного сигнала. Так, при флуктуациях сдвигов окна
для модельного сигнала ложные частоты становятся
заметными при P = 80% (но и в этом случае их
амплитуда мала по сравнению с амплитудой основных
частот), в то время как для реального сигнала амплитуда
ложных частот становится сравнимой с амплитудами
основных частот уже при P = 50%. Таким образом,
для достижения высокого качества восстановления ре-
ального сигнала, содержащего большой спектральный
состав, амплитуда флуктуаций сдвигов окна должна быть
ограничена примерно 20%.

Обратимся к влиянию флуктуации длины окна

di = d(t0
i , Ti ), Ti = T + r i , (7′)

где r i — случайная величина, равномерно распределен-
ная на отрезке{

(0, P1T/100) при четных i

(−P1T/100, 0) при нечетных i
,

0% ≤ P1 < 50%, (r 1 = r N = 0), (7′′)

на качество восстановления сигнала и определение его
спектра. Условие r 1 = r N = 0 в данном случае означает,
что значения длины первого и последнего окон не
изменялись. Так же как и при флуктуациях сдвигов окна
значения длины других окон вблизи границ временно́го
интервала [tb, te] варьировались таким образом, чтобы
они не выходили за его границы. При этом и сдвиги,
и длины окон выбирались кратными шагу интегри-
рования τ , который используется для восстановления
формы сигнала. Отметим, что, поскольку длина окна
существенно больше его сдвига, то ограничение флук-
туаций 50% в (7′′) менее жесткое, чем ограничение 80%
в формуле (4′′).

Из формулы (7′′) следует, что при флуктуациях длины
окна случайные отклонения изменяют знак от точки к
точке. При таком законе флуктуаций точка Ai = (t0

i , T)
находится внутри треугольника с вершинами в точ-
ках Ai−1 = (t0

i−1, Ti−1), Ai = (t0
i , Ti ), Ai +1 = (t0

i +1, Ti +1) на
плоскости параметров (t, T). Поэтому результаты изме-
рений можно проинтерполировать в точки с постоянной
длиной окна, построив плоскости по каждым трем
соседним точкам (в дальнейшем такая интерполяция
называется интерполяцией плоскостью по трем точкам).
При отсутствии изменения знака величины флуктуаций
длины окна, возможно, потребовалось бы выполнить
еще экстраполяцию значений интегралов (1), а при по-
падании всех трех точек на одну прямую плоскость была
бы определена неоднозначно. Таким образом, выбранный
модельный закон флуктуации длины окон позволяет
осуществить вычисление интегралов на точках (ti , T),
соответствующих постоянному сдвигу и ширине окна,
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Рис. 3. Влияние флуктуации сдвига окна 0 (a, c, e, g) и 50% (b, d, f, h) с последующей линейной интерполяцией измерений в точки,
соответствующие их постоянному сдвигу, на качество восстановления модельного (a, b) и реального (e, f) сигналов, и их спектров
соответственно (c, d) и (g, h).

более точно без внесения ошибок экстраполяции. Это
рассмотрение целесообразно выполнить сначала, так
как, если для него не может быть достигнуто хорошее
качество восстановления, то и для более общего случая,

по-видимому, оно будет еще хуже из-за ошибок экстра-
поляции.

В качестве примера на рис. 5 представлены ре-
зультаты восстановления сигнала и определения его
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Рис. 4. Влияние флуктуации сдвига окна 50 (a, c, e, g) и 80% (b, d, f, h) с последующей сплайн-интерполяцией измерений в точки,
соответствующие их постоянному сдвигу, на качество восстановления модельного (a, b) и реального (e, f ) сигналов, и их спектров
соответственно (c, d) и (g, h).

спектра при флуктуациях длины окна: di = d(t0
i , Ti ). Как

видим, при использовании интерполяции плоскостью
по трем точкам (рис. 5, a, c) как для модельного, так
и для реального сигналов, амплитуды ложных частот

сравнимы с амплитудами истинных частот. С целью
устранения этого недостатка опробован еще один спо-
соб интерполяции. В этом случае сначала выполня-
ется интерполяция в точки, соответствующие посто-
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Рис. 5. Влияние флуктуации сдвига окна 20% с последующей интерполяцией плоскостью по трем точкам (a, c, e, g) и линейной
по длине окна — сплайн по t (b, d, f, h) — на качество восстановления модельного (a, b) и реального (e, f ) сигналов и их спектров
соответственно (c, d) и (g, h).

янной длине окна по каждой паре соседних точек:
(t̃i , T) ∈ [Ai−1, Ai ], где Ai−1 = (t0

i−1, Ti−1), Ai = (t0
i , Ti ) —

точки на плоскости (t, T) (такая интерполяция воз-
можна из-за смены знака r i в формуле (7′′)). Тогда
сдвиги окон оказываются непостоянными. Затем через

полученные точки (t̃i , T), аналогично (6), строится
сплайн, с помощью которого выполняется интерполя-
ция в точки постоянных сдвигов окон. Следует под-
черкнуть, что для модельного сигнала это не привело
к существенному улучшению качества восстановления
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Рис. 6. Сплайн-восстановление при варьировании длины окна T = 1 на 10% (a, c), SVD-восстановление при использовании этого
сплайна (b, d), SVD-восстановление при интерполяции плоскостью по трем точкам (e, g), сплайн-восстановление при постоянном
сдвиге и длине окна на неравномерной интерполяционной сетке ( f, h).

сигнала (рис. 5, b): амплитуды некоторых ложных ча-
стот значительно уменьшились, а некоторых — даже
увеличились. Максимумы ложных частот при этом ста-
ли менее регулярными. В случае реального сигнала
(рис. 5, d) такая процедура интерполяции существенно
улучшила как форму восстановленного сигнала, так и
его спектр (амплитуды ложных частот уменьшились
примерно в 5 раз).

Для повышения качества восстановления сигнала
предлагается новый подход к решению рассматрива-
емой задачи. Его эффективность проиллюстрирована
рис. 6, a, который соответствует флуктуациям длины
окна: di = d(t0

i , Ti ). В этом методе интерполяции зна-
чений интегралов di (1) в точки постоянного сдвига
и длины окна не проводится, а неизвестный исходный
сигнал f (t) на отрезке [tb, te] приближается кубическим
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сплайном f̃ (t)

f̃ (t) = αi (t − θi )3 + βi (t − θi )2

+ γi (t − θi ) + δi , t ∈ [θi , θi +1), (8)

где θi — узлы равномерной интерполяционной сетки
на временно́м отрезке: θ0 = tb, θN+1 = te, θi = θ0 + i1θ,
1θ = (θN+1 − θ0)/(N + 1), где N, как и выше, — число
измерений интегралов от сигнала. Коэффициенты сплай-
на находятся из условия равенства интегралов от него и
реальных измерений di на соответствующих временны́х
отрезках

t0
i +Ti /2∫

t0
i −Ti /2

f̃ (t)dt = di , i = 1, . . . ,N. (9)

В точках интерполяционной сетки задаются условия
непрерывности функции f̃ (t), а также ее первой и
второй производных, которые позволяют записать урав-
нения для построения сплайн-сигнала (8):

αi1θ
3 + βi1θ

2 + γi1θ + δi = δi +1,

3αi1θ
2 + 2βi1θ + γi = γi +1,

3αi1θ + βi = βi +1, i = 1, . . . ,N. (10)

Так как для любого временно́го окна [t0
n − Tn/2,

t0
n + Tn/2] (n ∈ [1,N]) могут быть найдены значения i

и j , такие что [θi , θ j ] — наименьший покрывающий его
отрезок

[θi +1, θ j−1] ⊂ [t0
n − Tn/2, t0

n + Tn/2] ⊆ [θi , θ j ], (11)

то значение измеренной интегральной величины di мо-
жет быть представлено в виде

dn =

t0
n+Tn/2∫

t0
n−Tn/2

f̃ (t)dt

=

θi +1∫
t0
n−Tn/2

f̃ (t)dt +
j−2∑

k=i +1

θk+1∫
θk

f̃ (t)dt +

t0
n+Tn/2∫
θ j−1

f̃ (t)dt

=
(

1
4

ai1θ
4 +

1
3

bi1θ
3 +

1
2

ci1θ
2 + di1θ

)

−
(

1
4

ai1θ̃
4 +

1
3

bi1θ̃
3 +

1
2

ci1θ̃
2 + di1θ̃

)

+
j−2∑

k=i +1

(
1
4

ak1θ
4 +

1
3

bk1θ
3 +

1
2

ck1θ
2 + dk1θ

)

+
1
4

a j−11
≈
θ4 +

1
3

bj−11
≈
θ3 +

1
2

c j−11
≈
θ2 + dj−11

≈
θ,

1θ̃ = t0
n − Tn/2− θi , 1

≈
θ = t0

n + Tn/2− θ j−1. (12)

Таким образом, относительно коэффициентов сплай-
на (8), число которых равно 4(N + 1), получается си-
стема линейных уравнений. Нетрудно видеть, что если
ее дополнить условиями на сплайн в граничных точ-
ках, то число уравнений и неизвестных будут совпа-
дать. Поэтому они могут быть найдены из решения
системы линейных уравнений с ленточной матрицей,
ширина ленты которой зависит от того, сколько от-
резков сплайна может быть покрыто окном одного
измерения [t0

n − Tn/2, t0
n + Tn/2], т. е. от max

n

(
j (n)− i (n)

)
в формуле (11). Описанная выше процедура также
представляет собой метод восстановления исходного
сигнала. Нетрудно видеть, что при необходимости с
помощью построенного сигнала результаты измерений
также могут быть проинтерполированы в точки по-
стоянного сдвига и длины окна для восстановления
SVD-методом или для решения других задач. Однако
построить динамику спектральных линий можно и при
непосредственном использовании сплайна. Для примера
на рис. 6, a приведен сплайн-восстановленный сигнал,
как следует из него, качество восстановления сигнала
хорошее: амплитуда ложных частот в несколько раз
меньше, чем на рис. 3, c. На рис. 6, b сигнал SVD-
восстановлен при использования этого сплайна как спо-
соба интерполяции в точки плоскости, соответствующие
постоянным сдвигам и длинам окон. Для сравнения на
рис. 6, e, g приведены результаты в случае интерполяции
в точки, соответствующие постоянным длинам окна,
плоскостью по трем точкам. Таким образом, исполь-
зование сплайна для определения формы сигнала f (t)
привело к качественному улучшению.

Следует, однако, подчеркнуть, что при неизмен-
ных размерах окна Ti = T = const и постоянном сдви-
ге сплайн построить не удается. Однако проблема,
по-видимому, может быть решена неравномерным рас-
положением узлов интерполяционной сетки, т. е. при
θi +1 − θi = 1θi 6= const. В качестве примера на рис. 6, f, h
приведены результаты расчетов, соответствующие од-
ному из вариантов построения неравномерной интер-
поляционной сетки. При этом сигнал восстановлен, но
появилась ложная частота, менее чем на порядок отли-
чающаяся по амплитуде от основных частот. Интересно
отметить, что, если использовать этот сигнал f̃ (t)
для вычисления интегралов и затем произвести SVD-
восстановление сигнала, то получим результат, изоб-
раженный на рис. 3, a, на котором имеет место хо-
рошее восстановление. Таким образом, восстановление
сигнала с помощью сплайна целесообразно использовать
не только как самостоятельный метод, но и как спо-
соб улучшения качества SVD-восстановления. Отметим,
что сплайн-восстановление значительно экономичнее по
времени по сравнению с SVD-восстановлением при
увеличении числа измерений (см. таблицу). Однако при
малом числе измерений SVD-восстановление позволяет
более качественно определить сигнал.

Обсудим теперь вопрос о ложных частотах, появля-
ющихся в восстановленном сигнале при использовании
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Рис. 7. Динамика спектральных амплитуд на трех частотах: ω1, ω2 и ω3 для модельного сигнала (a, c, e), реального сигнала (b, d, f).
Кривая 1 соответствует спектру восстановленного сигнала рис. 4, b, d; 2 — рис. 5, a, c; 3 — рис. 5, b, d; 4 — рис. 3−5.

интерполяции измерений. Отметим, что они связаны
именно с применением интерполяции, так как распо-
ложение отличается и от расположения ложных ча-
стот, обусловленных SVD-восстановлением, и от рас-
положения ложных частот при аппроксимации сигнала
сплайном. В проведенных расчетах было замечено, что
максимумы этих частот находятся, как правило, в точках
2πi /T , где i — целое число, T — размер окна в (4)

Сравнение времени счета для SVD-восстановления и сплайн-
восстановления в зависимости от числа измерений

Число Время Время
измерений SVD-восстановления, s сплайн-восстановления, s

500 65 0.06
250 29 0.04
125 12 0.02

или средний размер окна в (7) при наличии флуктуа-
ций. При этом амплитуда флуктуаций влияет лишь на
амплитуду ложных частот. Расположение максимумов
также не зависит ни от величины сдвига окна, ни от
способа интерполяции. Такое сгущение ложных частот
в окрестности некоторых точек на спектральной оси и
соответственно их отсутствие в остальной части спектра
могут быть полезными для идентификации истинных
частот. При необходимости можно реализовать отсут-
ствие ложных частот в окрестности определенных точек
спектра сигнала.

Результаты спектрального анализа на рассматрива-
емых частотах при различных флуктуациях измери-
тельной системы оказались мало отличающимися от
основного варианта без флуктуаций. Поэтому динамика
спектральных амплитуд для рассмотренных вариантов,
соответствующих рис. 3−5, изображена на одном рисун-
ке (рис. 7). Большинство изображенных кривых почти
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совпадают с кривыми, соответствующими эталонным
на рис. 3, a, e. Наибольшее отклонение получается при
интерполяции плоскостью по трем точкам и при улуч-
шении этого способа интерполяции (рис. 5). Далее
следует линейная интерполяция при флуктуации сдвигов
(рис. 3). На рис. 7, e соответствующие кривые отмечены
цифрами, а на остальных рисунках порядок следования
кривых тот же.

Заключение

Предложено обобщение алгоритма SVD-восстановле-
ния сигнала и его спектра, позволяющее при одно-
кратной серии нерегулярных измерений интегральных
характеристик ответа среды более точно и экономично,
по сравнению с регулярными измерениями, произво-
дить восстановление сигнала и его спектральных ха-
рактеристик. Обобщенный алгоритм позволяет при вос-
становлении одновременно учитывать различные виды
нерегулярностей, такие как случайное изменение длины
измерительного окна и(или) сдвига его центра. SVD-
восстановление производилось как непосредственно по
нерегулярным измерениям, так и после интерполяции
интегральных характеристик в узлы регулярной сетки.

Предложен новый алгоритм восстановления сигнала и
его спектра при нерегулярных измерениях, основанный
на непосредственной сплайн-интерполяции неизвестного
сигнала. Показана возможность практически точного
восстановления сигнала и его спектра.

Проведенные расчеты показали высокую эффектив-
ность алгоритма непосредственного SVD-восстановле-
ния сигнала и его спектра по нерегулярным изме-
рениям, его универсальность (независимость от вида
нерегулярности). SVD-восстановление с интерполяцией
интегральных измерений в узлы регулярной сетки де-
монстрирует высокое качество восстановления сигнала
и его спектра при использовании кубической сплайн-
интерполяции для нерегулярных сдвигов центра окна
постоянной длины. При нерегулярной длине окна и
постоянном сдвиге его центра к существенному улуч-
шению качества восстановления в случае реального
сигнала приводит последовательное применение сначала
линейной интерполяции измерений в точки постоянной
длины окна, а затем интерполяции сигнала сплайном,
проведенным через них.
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