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Развита теория нелинейного отклика для изучения нелинейных явлений и нелинейных транспортных
процессов в неидеальных кулоновских системах. На основе теории нелинейного отклика на механические
возмущения исследованы временно́е плазменное эхо и преобразование волн в неидеальной кулоновской
системе. Рассмотрены общие ограничения на нелинейные функции реакции. Сформулирована модель для
определения квадратичных функций реакции. Найдены условия реализации временного плазменного эха
и преобразования волн. Показано, что данные нелинейные явления в неидеальной плазме могут быть
инициированы ультракороткими импульсами поля.

Разработана теория переноса для определения барнеттовских транспортных свойств неидеальной мно-
гоэлементной плазмы. Предложена процедура сравнения феноменологических уравнений сохранения заря-
женной сплошной среды и уравнений движения для операторов соответствующих динамических переменных.
Алгоритм Мори использован для вывода уравнений движения операторов динамических переменных в форме
обобщенных уравнений Ланжевена. Подробно рассмотрено линеаризованное барнеттовское приближение.
Обсуждаются свойства матрицы коэффициентов при старших производных в системе уравнений сохране-
ния в линеаризованном барнеттовском приближении, существенные для гидродинамических приложений.
Сопоставлены различные варианты теории нелинейного отклика.

PACS: 52.35.Mw, 52.25.Fi

Введение

Необходимость в изучении нелинейных явлений и
нелинейных переносных процессов в неидеальных ку-
лоновских системах (т. е. системах заряженных частиц с
межчастичным взаимодействием порядка температуры)
с помощью теории нелинейного отклика возникла в
связи с отсутствием исследований в данной области.
В работе обсуждаются варианты теории нелинейного
отклика на механические и термические возмущения.
Механические возмущения системы являются результа-
том действия внешних полей, соответствующий вариант
теории отклика описывает нелинейные явления. При
этом полный гамильтониан системы с учетом внешнего
возмущения представляет собой сумму гамильтониана
невозмущенной системы и гамильтониана взаимодей-
ствия системы частиц с внешним полем. Термиче-
ские возмущения (возмущения температуры, массовой
скорости, среднее поле в среде и т. п.) не допуска-
ют такого представления. Вариант теории отклика на
термические возмущения, позволяющий описать соот-
ветствующие процессы переноса, развит в настоящей
работе. Как известно, нелинейное взаимодействие волн,
нелинейное взаимодействие волн со средой, оптико-
акустические эффекты, эховые явления и т. п. интен-
сивно изучались теоретически и экспериментально для
плазмы и электронного газа со слабым межчастичным
взаимодействием (см., например, [1,2]). Теоретическое
исследование перечисленных явлений, как правило, ба-
зировалось на кинетических уравнениях Власова, Лан-

дау или на соответствующих квантово-механических
приближениях.

В то же время нелинейная реакция неидеальной за-
ряженной системы на электрическое поле лишь недавно
была рассмотрена в работе [3], хотя данная проблема до-
статочно важна. Явления, определяющиеся продольной
реакцией неидеальной заряженной системы (временное
плазменное эхо и преобразование волн), изучены ниже.
С этой целью предложен модельный подход, использу-
ющий результаты теории отклика, так как применение
кинетических уравнений в данном случае некорректно,
а последовательный анализ невозможен из-за сильно-
го межчастичного взаимодействия. Подход основан на
ряде точных соотношений для нелинейных функций
реакции, флуктуационно-диссипативной теореме и т. п.,
полученных с помощью теории нелинейного отклика, и
на результатах соответствующего анализа для плазмы и
электронного газа со слабым межчастичным взаимодей-
ствием. При расчетах по модели использованы данные
численных экспериментов по линейным характеристи-
кам двухкомпонентной кулоновской системы (см., на-
пример, [4]). Найдены условия реализации упомянутных
нелинейных явлений в неидеальной плазме, которая
может быть получена в эксперименте.

Теория отклика на термические возмущения для опре-
деления барнеттовских коэффициентов переноса неиде-
альной многоэлементной плазмы развита в п. 2. Этот
подход может использоваться и для других сплошных
заряженных сред: одно- и двухкомпонентных кулонов-
ских систем, электролитов, жидких металлов, ядерной
материи, а также для плотных нейтральных сред. Пере-
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носные процессы в барнеттовском приближении опре-
деляют, как известно, следующие гидродинамические
явления: распространение звука, структуру слабых удар-
ных волн, термоконвекцию и т. д. Для вычисления бар-
неттовских транспортных коэффициентов в случае сред
со слабым межчастичным взаимодействием (газа или
плазмы) применяется кинетическое уравнение Больцма-
на и хорошо известный метод Чепмена−Энскога [5,6].
В то же время проблема определения барнеттовских
коэффициентов переноса для неидеальных сред до сих
пор не решена. Для таких сред развиты приближения
лишь для линейных соотношений переноса (см., на-
пример, [7]). Ниже использован подход (ср. с [8]),
который заключается в сравнении феноменологических
уравнений сохранения заряженной сплошной среды и
уравнений движения для операторов соответствующих
динамических переменных. При выводе уравнений дви-
жения операторов динамических переменных в фор-
ме обобщенных уравнений Ланжевена использован ал-
горитм Мори. Подробно рассмотрено линеаризован-
ное барнеттовское приближение. Обсуждаются свойства
матрицы коэффициентов при старших производных в
системе уравнений сохранения в линеаризованном бар-
неттовском приближении, существенные для гидродина-
мических приложений. Заметим, что в данном подходе
информация о формах уравнений сохранения и потоков
массы, тепла, импульса и заряда определяет микроско-
пические выражения для транспортных коэффициентов
в потоках.

1. Явления нелинейного отклика
в неидеальной кулоновской системе

Временное плазменное эхо характеризуется следу-
ющим качественным механизмом (см., например, [2]).
Пусть электрическое поле ∼ exp(−ik1x) помещено в
плазму, и соответствующие колебания затухают. Поле
возмущает остаточные колебания электронной функ-
ции распределения f 1(v) exp(−ik1x + ik1vt). Для доста-
точно больших времен t эти колебания не создают
электрического поля, так как интеграл по скорости
исчезает из-за осцилляций. Если через время τ поле
∼ exp(ik2x) вновь поместить в плазму, то оно затухнет
и сохранится возмущение первого порядка электронной
функции распределения f 2(v) exp[ik2x − ik2v(t − τ )].
Но возникнут возмущения второго порядка в виде
f 1(v) f 2(v) exp[i (k2 − k1)x + ik2vτ − i (k2 − k1)vt] из-за
остаточных колебаний электронной функции распреде-
ления от первой волны. В последней экспоненте коэф-
фициент при скорости v исчезнет при t = τ k2/(k2 − k1),
поэтому интеграл по скорости в данном случае коне-
чен, и электрическое поле вновь появится в плазме.
Если время τ больше времени затухания колебаний и
k2/(k2 − k1) порядка единицы, то третье поле появится
позже затухания первых двух. В таком случае говорят о
возникновении плазменного эха. Заметим, что в слабоне-

идеальной плазме затухание Ландау более существенно,
чем столкновительное, но в плотной плазме может
реализоваться обратная ситуация (ср. с [2]).

Рассмотрим строгое определение временно́го эха в
неидеальной кулоновской системе. Несмотря на то что
качественный анализ эха выполнен в терминах элек-
троной функции распределения, количественный анализ
данного явления второго порядка следует провести в
рамках теории нелинейного отклика. Сформулируем,
следуя Кубо, вариант нелинейной теории отклика на
механические возмущения, для того чтобы описать вре-
менно́е плазменное эхо. Выпишем квантовое уравнение
Лиувилля для матрицы плотности ρ(t) (см., напри-
мер, [7])

i~
∂ρ

∂t
=
[
H + Hext, ρ

]
; ρ|t→−∞ = ρ0,

где ~ — константа Планка; ρ0 = eβH — невозмущен-
ная матрица плотности; H — гамильтониан системы,
β = 1/kBT ; T — температура; kB — константа Больц-
мана, Hext — малая добавка к гамильтониану из-за
внешнего возмущения; [.,.] означает коммутатор. Для
общности положим

Hext = −
∑

j

∫
drB j(r)bext

j (r, t),

где оператор B(r) соответствует некоторому наблюдае-
мому свойству системы (например, плотности заряда);
bext(r, t) — обобщенная внешняя сила (например, по-
тенциал внешнего заряда). Уравнение Лиувилля имеет
следующее решение:

ρ(t) = ρ0 +

t∫
−∞

e−iH (t−t′) 1
i~
[
Hext, ρ

]
eiH (t−t′)/~dt′

или в итерациях

ρ(t) = ρ0 +
∞∑

n=1

1
(i~)n

t∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2 . . .

tn−1∫
−∞

dtne−iHt/~

×
[
Hext(t1)

[
Hext(t2) . . . [Hext(tn), ρ0] . . .

]
eiHt
]
;

Hext(t) = eiHt/~Hexte−iHt/~.

Отклик системы на внешнее возмущение имеет вид

〈B〉 = 〈B〉0 +
∞∑

n=1

1
(i~)n

t∫
−∞

t1∫
−∞

. . .

tn−1∫
−∞

Tr
{

B(r, t)

×
[
Hext

t1
(t1)
[
Hext

t2
(t2) . . . [Hext

tn (tn), ρ0] . . .
]]}

dt1 . . . dtn.

Здесь 〈. . .〉, 〈. . .〉0 — усреднение по матрице плотности
ρ и по невозмущенной матрице плотности ρ0 соответ-

Журнал технической физики, 2008, том 78, вып. 6



26 Г.А. Павлов

ственно. Квадратичный отклик есть

〈B〉(2) =
1

(i~)2

×
t∫

−∞

t1∫
−∞

Tr
{

B(r, t)
[
Hext

t1
(t1)[Hext

t2
(t2), ρ0]

]}
dt1dt2;

〈Bi 〉(2) =
∑
j ,k

t∫
−∞

t1∫
−∞

χ̂
(2)
i jk (t − t1, t − t2; r− r1, r− r2)

× bext
j (r1, t1)bext

k (r2, t2)dt1dt2dr1dr2.

Здесь B(r, t) — оператор в представлении Гейзенберга.
Для того чтобы описать эхо, необходимо использовать
физическое определение данного явления. Временно́е
плазменное эхо в неидеальной кулоновской системе
определяется квадратичным откликом E(2)(r, t). Опре-
деление последнего следует из известных соотношений
(D — внешнее поле)

D = ε
(
E(1) + E(2) + . . .

)
+ χ̃(2)(E(1) + E(2) + . . .

)
×
(
E(1) + E(2) + . . .

)
+ . . . ,

εE(2) = −χ̃(2)E(1)E(1).

Поэтому точное выражение для фурье-образа квадра-
тичного отклика E(2)(r, t) неидеальной кулоновской си-
стемы с использованием уравнения Пуассона имеет вид
(см., например, [9])

E(2)(k, ω) = − 1
εL(k, ω)

∫
dω′

2π
dk′

(2π)3

× χ(2)(ω − ω′, k− k′;ω′, k′
)
E(1)

k−k′,ω−ω′E
(1)
k′,ω′ , (1)

E(1)(k, ω) = − i 4π
k

ρ(0)(k, ω)
εL(k, ω)

.

Здесь E(1) — среднее поле в среде, εL — продоль-
ная диэлектрическая проницаемость, χ(2) — квадра-
тичная поляризуемость, связанная с продольной квад-
ратичной функцией реакции заряд−заряд, k = k′ + k′′,
ω = ω′ + ω′′ . Плотность внешнего заряда ρ(0) имеет
вид [2]

ρ(0)(r, t) = ρ(1)e
i k1rδ(ω0t) + ρ(2)e

i k2rδ
[
ω0(t − τ )

]
, (2)

что соответствует появлению внешних зарядов с ам-
плитудами ρ(1) и ρ(2) в среде с временны́м интервалом
τ > 1/γ (γ — декремент затухания лэнгмюровской
волны, ω0 — константа).

Используя определение E(1), перепишем соотношение
для E(2) через функцию реакции χ̂(2)

χ̂(2)(k1, k2;ω1, ω2) = χ(2)(k1, k2;ω1, ω2)

×
[
εL(k, ω)εL(k1, ω1)εL(k2, ω2)

]−1
.

Таблица 1. Параметры временно́го плазменного эха
для кулоновских систем (k1a = 0.155; k2a = 0.3; 0 =
= e2/aT, r s = a/a0, a0 = ~2/me2, a = (3/4πn)1/3, vab(r ) =
= zazb(e2/r )

(
1− exp(−r /λab), λab = ~(2πµabT)−1/2)

0 r s T, eV n, cm−3 ν/ωp ωk/ωp γk/ωp

2 1 13.6 1.61 · 1024 0.007 1.2 0.011
0.5 1 54.5 1.61 · 1024 0.01 1.3 0.035
0.5 0.4 136 2.52 · 1025 0.02 1.27 0.04

Таблица 2. Параметры преобразования волн для кулоновских
систем (ka = 0.3; определения из табл. 1)

0 r s T, eV n, cm−3 E0, V/cm γ̃/ωp γk/ωp

2 1 13.6 1.61 · 1024 108 0.01 0.03
0.5 1 54.5 1.61 · 1024 109 0.05 0.12
0.5 0.4 136 2.52 · 1025 1011 1 0.12

Данная функция реакции описывает квадратичный от-
клик на внешнее поле D, поэтому функция χ̂(2) может
быть непосредственно определена с помощью нелиней-
ной теории отклика. Используя определение 〈Bi 〉(2),
уравнение Пуассона и Hext в форме (ϕ(0), ρi — внешний
потенциал и плотность заряда в среде; η — малая поло-
жительная постоянная, обеспечивающая адиабатичность
возмущения)

Hext =
∑

i

∫
drρi (r)ϕ(0)(r, t)eηt ,

микроскопическое выражение для квадратичной функ-
ции реакции χ̂(2) можно легко найти (см., напри-
мер, [10,11]).

Несмотря на определение временно́го плазменного
эха через функции реакции χ(2) и χ̂(2), последовательное
вычисление этих функций (и других нелинейных функ-
ций реакции) классических и квантовых неидеальных
кулоновских систем практически невозможно. Данная
трудность возникает в первую очередь из-за непри-
менимости теории возмущений (вследствие отсутствия
малого параметра, 0 ∼ 1, см. табл. 1, 2). Компьютерное
моделирование нелинейных функций реакции также не
проведено (в противоположность линейным функциям
реакции [4]). Вследствие этого модельные подходы при-
обретают особое значение. Важную роль при постро-
ении модельных приближений играют ограничения на
величину нелинейных функций реакции, которые каса-
ются их аналитических свойств, областей существования
и т. п.

Модельный подход, предложенный и использованный
в данной работе, заключается в следующем. Рассмот-
рены явные аппроксимации функций реакции (и вре-
менны́х корреляционных функций) с несколькими под-
гоночными параметрами. Естественно, что формы ап-
проксимаций определяются, в частности, физическими
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соображениями. Определение параметров проводится
с помощью известных частотных моментов функций
реакции (и временны́х корреляционных функций) и, при
необходимости, — других точных соотношений (правил
сумм) для данных функций. Частотные моменты и пра-
вила сумм являются по-существу термодинамическими
характеристиками неидеальных кулоновских систем, по-
этому информация о данных характеристиках является
относительно полной.

Рассмотрим частотные моменты функций реакции.
Частотные моменты и правила сумм для χ̂(2) непо-
средственно определяются при использовании флуктуа-
ционно-диссипативной теоремы [10,11]. Но описание
временного плазменного эха и преобразования волн
удобно проводить, используя функцию χ̂(2). Поэтому,
основываясь на соотношении между χ(2) и χ̂(2), после
преобразований определим зависимости между частот-
ными моментами данных функций реакции [3]

χ1
l = χ̂l , χ3

l = χ̂3
l − 4ω̂0

l χ̂
1
l ,

χ5
l = χ̂5

l − 4ω̂0
l χ̂

3
l − 4ω̂2

l χ̂
1
l + 16(ω̂0

l )2χ̂1
l и т. д.,

χ′′l =
∫
ω′′1 Reχ(2)(k1, ω1; k2, ω2)dω,

χ̂n
l =

∫
ωn

1Reχ̂(2)(k1, ω1; k2, ω2)dω1,

ω̂n
l =

∫
ωnReσ̂ l (k, ω)dω. (3)

Здесь Reχ(2), Reχ̂(2) представляют собой нечетные функ-
ции ω1 (при ω2 →∞), связанные с соответствующими
мнимыми частями соотношениями Крамерса−Кронига.
Внешняя продольная электропроводность среды — σ̂ l ,
частотные моменты ее действительной части известны
(см., например, [7]). Частотные моменты (3) целесооб-
разно использовать для определения χ(2) по результатам
классической проблемы моментов [12].

Другой набор частотных моментов для χ(2), который
определяет данную функцию (т. е. подгоночные парамет-
ры в аппроксимации) согласно предложенной модели,
можно получить из соотношения [13] (T — температура
в энергетических единицах, e — электронный заряд)∫

dω2Im

[
χ(2)(k1, ω1; k2, ω2)

ω1ω2
− χ(2)(k, ω;−k1,−ω1)

ωω1

− χ(2)(k, ω;−k2,−ω2)
ωω2

]
= π

e
T

ImεL(k1, ω1)
ω1

k1

kk2
,

(4)
частотных моментов ImεL (εL = 1 + i 4πσ L/ω, σ L —
истинная продольная электропроводность, частотные
моменты которой известны [7]) и свойств этих функций.
Кроме того, имеют место следующие соотношения [9]

(ωp — плазменная частота, m — масса электрона)∫
ω1Reχ(2)(k1, ω1; k2, ω2 →∞)dω1

= −π
2

e
m

ω2
p

ω2
2

k1

kk2
k2k,

∫
ω2Reχ(2)(k1, ω1 →∞; k2, ω2)dω2

= −π
2

e
m

ω2
p

ω2
1

k2

kk1
k1k. (5)

Зависимости (4), (5) применимы для вычисления под-
гоночных параметров в простых явных аппроксимаци-
ях χ(2).

Необходимые аппроксимации χ(2) и 1/εL (см. (1))
могут быть выбраны различными способами. Напри-
мер, аппроксимация для квадратичной функции от-
клика — в форме решения кинетического уравнения
Ландау (или Власова) с подгоночными параметрами,
которые могут быть определены из уравнений (3), (4)
или (5). Функция Im 1/εL связана с помощью линей-
ной флуктуационно-диссипативной теоремы с динами-
ческим структурным фактором среды S(k, ω), аппрок-
симации для которого хорошо известны (см., напри-
мер, [4,7]), а Re1/εL найдена с помощью соотношения
Крамерса−Кронига.

Определим аппроксимацию χ(2) плотной высокотемпе-
ратурной заряженной среды в форме, соответствующей
решению уравнения Власова (см., например, [9]) с одним
подгоночным параметром ν (эффективная частота столк-
новений), что обеспечивает правильную асимптотику
формы эха в пределе 0� 1 (и ν → 0, ср. с [2,14]). В этом
случае, выполнив обратное преобразование Фурье в (1),
найдем качественную форму E(2)(r, t), используя ν , нули
{ω̄} (ω̄k = ωk − iγk) функций εL(k, ω) и принимая во
внимание антипараллельность k1 и k2,

E(2)(r, t)

∼


eikr− k

k1
(γk1−ν)·(τ ′−t)−ντ ′ cos

[
k
k1
ωk(t − τ ′)

]
, t < τ ′,

eikr−(γk−ν)·(t−τ ′)−ντ ′ cos[ωk(t − τ ′)], t > τ ′.

Параметр ν определен из (4) и зависит от {ki} так,
чтобы γ > ν (см. табл. 1). Так как k1 и k примерно равны
(т. е. нули ω̄i примерно одинаковы) и k = k2 − k1 > 0,
получим

E(2)(r, t) ∼ eikr−γ′k/t−τ
′/−ντ ′ cos[ωk(t − τ ′)],

τ ′ =
k2

k2 − k1
τ ; (6)

здесь γ ′k = (γk − ν), E(2)(r, t) пропорционально τ ρ1ρ2.
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Фактор ντ ′ значительно уменьшает амплитуду эха
для положительных ν , эхо практически симметрично по
времени.

Рассмотрим условия реализации соотношения (6) для
неидеальной кулоновской системы, используя физиче-
ские соображения, аналитические свойства линейных
функций отклика и данные компьютерного эксперимента
для классической двухкомпонентной кулоновской систе-
мы. Величина ωk найдена из результатов компьютер-
ного моделирования Se(k, ω) классической двухкомпо-
нентной кулоновской системы по положению хорошо
определенного максимума динамического структурного
фактора, при этом ωk > ωp (и слабо зависит от k для
достаточно малых k, см. [4,7] и ссылки там). Декременты
затухания оценены по соотношению [15]

γk ≈ [∂ReεL(k, ω)/∂ω|ω=ωk ]−1ImεL(k, ω)|ω=ωk ;

ReεL(k, ωk) = 0;

S(k, ω) =
k2TImεL(k, ω)

4π2e2nω|εL(k, ω)|2 ;

с помощью результатов компьютерного моделирования
Se(k, ω) неидеальной кулоновской системы [4] (γ < ωk,
табл. 1; n — концентрация электронов). Другую оценку
γ можно получить, экстраполировав результаты для
ленгмюровских колебаний из [14]. Известно, что вто-
рой импульс возмущения (∼ ρ(2) см. (2)) вводится в
среду до затухания осцилляций функции распределения
электронов с характерным временем τ̃ , приближенно
равным (ν̃v2

Tk2/3)−1/3 (vT , ν̃ — средняя тепловая ско-
рость и частота столкновений электрона) [14]. Поэтому
необходимо выполнение условия τ̃ > τ (k < n1/3). Время
действия возмущающих зарядов (1τ ) в (2) должно
быть достаточно малым по сравнению с τ и другими
характерными временами, т. е. в целом можно написать

ωk > γ, τ̃ > τ > 1/γ. (7)

В этом случае реализуются условия, которые позволяют
рассматривать явление временно́го плазменного эха в
неидеальной кулоновской системе (см. табл. 1). Различ-
ные способы определения ωk, γ дают приблизительно
одинаковые значения. Заметим, что при другом (нежели
в табл. 1) соотношении {ki} эхо может быть несим-
метричным по времени и зависеть от других ω̄i . Эф-
фективность изложенного метода в широком диапазоне
параметров зависит от полноты информации о линейных
функциях реакции заряженной среды в соответствующих
условиях.

Преобразование волн представляет собой преобразо-
вание осцилляций электрического поля в плазме вслед-
ствие их взаимодействия. Это явление возникает в
течение времени, которое существенно меньше времени
затухания осцилляций [1]. Рассмотрим условия взаимо-
действия и преобразования волн в неидеальной кулонов-
ской системе. Как известно, преобразование волн имеет
место в случае резонанса колебаний, т. е. когда

ωk =
2∑
1

ωki ; k =
2∑
1

ki . (8)

Временна́я зависимоть амплитуд волн E(1)
k (E(1)

k (t) =
= E(1)

k cos(ωkt + φk)) определяется уравнениями (9), в
которых затуханием волн пренебрегается (по предполо-
жению)

∂Ak

∂t
= sk

∑
k=k1+k2

Vk;k1,k2 Ak1Ak2,

Ak = (16π)−1/2|ε′k|1/2Eke−iφk , sk = sgnε′k,

Vk;k1,k2 = −(4π)1/2χ(2)(k1, ωk1 ; k2, ωk2)|ε′kε′k1
ε′k2
|−1/2,

ε′k = [∂εL(k, ω)/∂ω]ω=ωk . (9)

Уравнения для Aki получены с использованием свойств
симметрии матрицы V [1]. Распадная неустойчивость
имеет место в плазме, когда ski имеют одинаковые знаки,
а взрывная неустойчивость реализуется в противопо-
ложном случае. В первом случае лэнгмюровская волна
(k, ω) распадается на лэнгмюровскую (k1 = −k, ω1) и
ионно-акустическую (k2, ω2) волны в плазме с различ-
ными температурами электронов и ионов. Инкремент
нарастания этих волн γ̃ пропорционален интенсивности
распадающейся волны (V = |Vk;k1,k2 |) и квадратичной
функции реакции χ(2)

γ̃ ∼ V|Ak|. (10)

Во втором случае амплитуды взаимодействующих волн
нарастают, насыщение достигается с учетом нелинейно-
сти более высокого порядка.

Сравним характерные времена распадной неустойчи-
вости (∼ 1/γ̃), релаксации электронной и ионной темпе-
ратур, затухания лэнгмюровских и ионно-акустических
колебаний в гипотетических условиях неидеальной ку-
лоновской системы. Для сравнения использованы пара-
метры табл. 1 (где T соответствует электронной тем-
пературе Te, Te� Ti — ионная температура) и оценка
V(χ(2)) по предложенной выше модели для различных
температур электронов и ионов. Оценки показывают,
что времена релаксации электронной и ионной темпе-
ратур, затухания ионно-акустических колебаний больше
времени затухания лэнгмюровских колебаний. Поэтому
необходимо сравнивать γ−1 с γ̃−1 для определения
условий реализации распадной неустойчивости в неиде-
альной кулоновской системе. Показано, что γ−1 > γ̃−1

(см. табл. 2) для достаточно интенсивных электри-
ческих полей при длинах волн {k} < n1/3. Поэтому
преобразование волн может реализовываться в плотной
высокотемпературной заряженной среде с различными
температурами компонент.

Квадратичный вклад в торможение быстрой частицы
с зарядом Z в среде ∼ χ̂(2) может быть исследован
для неидеальной кулоновской системы по предложенной
модели. Данный вклад пропорционален ρ(2) (∼ Z3, где
ρ = ρ(1) + ρ(2) + . . . — плотность наведенного заряда).

Рассмотрим условия экспериментальной реализации
нелинейных явлений, например, для временно́го плаз-
менного эха в неидеальной заряженной среде — усло-
вие, связанное с периодом действия инициирующего
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поля (см. (2)). Данный период должен быть достаточно
мал по сравнению с другими характерными временами
явления (ср. с (7)). Если экстраполировать результаты
анализа, проведенного выше для гипотетической куло-
новской системы, на неидеальную плазму, которая мо-
жет быть создана в эксперименте (где n∼ 1021), можно
заключить, что 1τ должно быть порядка фемтосекунд
(или даже аттосекунд) в зависимости от условий в
плазме. В течение этого периода времени неидеальная
плазма характеризуется замороженным составом и мо-
жет адекватно моделироваться кулоновской системой.
Следовательно, временно́е плазменное эхо в неидеаль-
ной плазме может быть инициировано сверхкоротки-
ми импульсамим поля. Возможность реализации таких
полей исследована (см., например, [16]). Аналогичная
экстраполяция результатов, выполненная для преобра-
зования волн, показывает существенное уменьшение
интенсивности электрического поля, необходимого для
реализации явления в неидеальной плазме, полученной
в эксперименте, по сравнению с данными табл. 2. Значе-
ния характерных времен этого процесса легко найти из
табл. 2 для соответствующей плазменной частоты.

2. Транспортные процессы
в неидеальной плазме

Описание транспортных процессов с помощью извест-
ного метода Кубо не может быть проведено. Такая ситу-
ация возникает из-за отсутствия общей формулировки
поправки (Hext) к гамильтониану системы от термиче-
ских возмущений. Значения характерных времен транс-
портных процессов, как известно, соответствуют гидро-
динамическому описанию системы и на много порядков
больше характерных времен нелинейных явлений, рас-
смотренных выше. Транспортные процессы, такие как
диффузия, теплопроводность, вязкость, электропровод-
ность и т. п., связаны внутренними неоднородностями
в среде. В нелинейном случае невозможно разделить
переносные процессы, связанные с действием полей и
возмущениями температуры, массовой скорости, кон-
центраций химических элементов, поэтому нелинейная
реакция среды на данные возмущения должна описы-
ваться единым образом. Выражения для барнеттовских
коэффициентов через нелинейные функции реакции мо-
гут быть получены по процедуре [8]. Данные выражения
находятся путем сравнения феноменологических нели-
нейных уравнений сохранения для заряженной сплош-
ной среды и операторных уравнений для динамических
переменных в форме обобщенных уравнений Ланжевена.
При этом подход к описанию нелинейных транспортных
процессов во многом аналогичен подходу, принятому в
предыдущем пункте, поскольку в нем используются как
уравнение для матрицы плотности среды [17,18], так и
феноменология нелинейных процессов [19,20].

Ниже в качестве первого шага к исследованию нели-
нейных транспортных процессов подробно рассмотрено

линеаризованное барнеттовское приближение. Обсужда-
ются свойства матрицы коэффициентов при старших
производных в системе уравнений сохранения в линеа-
ризованном барнеттовском приближении, существенные
для гидродинамических приложений. Согласно процеду-
ре [8], начнем с операторных уравнений для динамиче-
ских переменных в форме обобщенных уравнений Лан-
жевена для неидеальной многоэлементной заряженной
среды. Вывод данных уравнений проведем с использова-
нием алгоритма [21]. Кратко обсудим вывод. Выпишем
скалярное произведение гейзенберговских операторов
A(t) и B(t0), которые соответствуют гидродинамическим
переменным

〈A(t); B(t0)〉 = Trρ0

β∫
0

dλeλHA(t)e−λHB(t0). (11)

Сформулируем определение проекционного оператора P
и другие определения

PG(t) =
〈G(t); B(t0)〉
〈B(t0); B(t0)〉 · B(t0);

B(t) =
∑

(t; t0) · B(t0) + B′(t);∑
(t; t0) = 〈B(t); B(t0)〉/〈B(t0); B(t0)〉;

B′(t) = (1− P)B(t). (12)

Очевидно, что P2 = P, проекционный оператор выделя-
ет медленно меняющуюся часть переменной и опреде-
ляет проекцию переменной на B(t0). Найдем уравнение
движения для B(t0), используя разложение для B(t)

Ḃ(t0) = i [H, B(t0)]/~ = i ω̂B(t0) + K(t0);

i ω̂ =
[

d
dt

∑
(t; t0)

]
t=t0

; K(t0) = (1− P)Ḃ(t0). (13)

Воздействуем оператором (1− P) на уравнение движе-
ния для B(t)

dB(t)/dt = i
[
H, B(t)

]
/~ ≡ iLB(t),

тогда dB′(t)/dt− (1− P)iLB ′(t) =
∑

(t)K. Если ввести
определение

B′(t) =

t∫
t0

∑
(t − s) f (s),

то из предыдущего уравнения найдем

f (t) ≡ u(t)K. u(t) = exp
[
t(1− P)iL

]
. (13′)

Наконец, используя результаты и определения
(11)−(13)′, полученные выше, выпишем уравнение
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движения для B(t) в виде обобщенного уравнения
Ланжевена в двух эквивалентных формах

dB(t)/dt =

t∫
0

θ(t − s)y(s)ds = f (t);

dB(t)/dt− i ω̂B(t) +

t∫
0

0(t − s)y(s)ds = f (t);

0(t) = 2i ω̂δ(t)− θ(t);
∑

(z) =
(
z − θ(z)

)−1
;

〈 f (t); B(t0)∗〉 = 0. (14)

В (14) правая часть соответствует „случайной силе“,
функция θ и 0 — транспортным процессам, 6(z) есть
преобразование Лапласа от 6(t); функции θ(t), f (t)
определены черезе B (и 6) и H . Заметим, что обоб-
щенное уравнение Ланжевена можно трактовать как
матричное уравнение, когда B(t) и f (t) — вектора
(столбцы), а ω̂, θ(t) и 0 — квантовые матрицы.

Линеаризованные барнеттовские выражения для пото-
ков (см. (20)) содержат обычные и барнеттовские фено-
менологические кинетические коэффициенты (α, β). Для
обычных коэффициентов в заряженной среде выраже-
ния известны (см., например, [7]), а линеаризованные
барнеттовские коэффициенты найдены ниже. Согласно
схеме определения данных коэффициентов выпишем
известную систему уравнений сохранения для сплошной
заряженной среды в линеаризованной форме (см., напри-
мер, [7])

∂

∂t

[
u(r, t) − u + p

ρm
ρm(r, t)

]
= −div J′q;

ρm
∂

∂t
ca(r, t) = −div Ja;

∂

∂t
ρm(r, t) = −div ρmu;

∂

∂t
ρmu = −div(pδi j + π̂). (15)

Здесь и ниже J′q, Ja и π̂ — потоки тепла, массы
(и заряда) и импульса (см. (20), (21)), u — плотность
внутренней энергии, T — температура, p — давление,
ρm — плотность, ca — массовая доля химического
элемента a, v l и v t — продольная и поперечная компо-
ненты массовой скорости u. Операторные определения
этих величин известны (см., например, [7]). Система
уравнений (15), как известно, может быть сведена к
алгебраической системе уравнений с помощью преоб-
разования Фурье−Лапласа. При записи алгебраической
системы, как обычно, использована нелокальная по
пространству и времени зависимость потоков от тер-
модинамических сил через обобщенные коэффициенты
переноса (см., например, [7]). Для среды с ньютоновской
реологией алгебраическая форма системы уравнений

сохранения имеет вид (a, b = 1, . . . ,Na − 1; Na — число
химических элементов, составляющих среду)

zQ(k, z)−Q(k) = −k2
[
α11(k, z)T(k, z)

+ Tα1b(k, z)Lb(k, z) + ikα1v(k, z)v l (k, z)
]
;

zρmca(k, z)− ρmca(k) = −k2
[
αa1(k, z)T(k, z)

+ αab(k, z)Lb(k, z) + ikαav(k, z)v l (k, z)
]
;

zρ(k, z)− ρm(k, z) = −k2ρm
ik
k2
v l (k, z);

zv l(k, z)− v l (k, z) = −k2 1
ikρm

[
k2βv1(k, z)T(k, z)

+ k2βvb(k, z)Lb(k, z) + p(k, z) + ikb̃(k, z)v i (k, z)
]
;

(16)

zv t(k, z)− v t(k) = −k2 1
ρm

η(k, z)v t(k, z);

Lb(k, z) = T(µb/T)(k, z)

+ (4πe2/k2)cρ(k, z)δbρρm/(mbme).

Здесь µb, p = µb, p(T, ρm, ca, ρm) — удельный химиче-
ский потенциал химического элемента „b“ и давление;
b̃ = (4/3)η + ζ ; η, ζ — коэффициенты вязкости; индекс
ρ соответствует массовой доле объемного заряда в
среде. В данной системе уравнений члены ∼ k3 соот-
ветствуют линеаризованным барнеттовским коэффици-
ентам переноса. Матричная форма системы уравнений
есть

zB(k, z)− B(k) = −k2M(k, z)X(k, z); (17)
tB =

[
Q(k, z), {ρmca(k, z)}, ρm(k, z), v l (k, z), v t(k, z)

]
;

Q(k, z) = u(k, z)− ρm(k, z)(u + p)/ρm;
tX =

[
T(k, z), {ρmca(k, z)}, ρm(k, z), v l (k, z), v t(k, z)

]
;

B = RBXX.

Согласно процедуре, после умножения этого уравне-
ния на B(−k) и усреднения получим матричное урав-
нение относительно корреляционных функций. Далее
необходимо найти микроскопические выражения для ли-
неаризованных барнеттовских кинетических коэффици-
ентов, входящих в M (обычные коэффициенты в данной
матрице известны). С этой целью используем обобщен-
ное уравнение Ланжевена для операторов динамических
переменных (14). Затем, если принять во внимание коор-
динатную зависимость операторов, умножить уравнения
на B(r), усреднить по матрице плотности ρ0, то после
преобразования Фурье−Лапласа операторное уравнение
для корреляционных функций второго порядка, вообще
говоря, будет иметь вид (2̃ соответствует преобразова-
нию Фурье−Лапласа от θ из (14))

z〈B(k, z)B(−k, 0)〉−〈B(k)B(−k)〉= 2̃〈B(k, z)B(−k, 0)〉.

Для того чтобы найти выражения для линеаризован-
ных барнеттовских кинетических коэффициентов из M
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через 2̃, следует переписать последнее уравнение в
форме матричного уравнения, которое следует из (17),
и сопоставить соответствующие члены в этих урав-
нениях. С другой стороны, определения элементов 2̃

через корреляционные функции вытекают из последнего
уравнения. Так можно получить удобные выражения
для линеаризованных барнеттовских кинетических ко-
эффициентов через корреляционные функции, которые
позволят провести компьютерное моделирование ко-
эффициентов. Поскольку принято определять кинети-
ческие коэффициенты через корреляционные функции
потоков, то после дальнейших преобразований матрица
M выражается через матрицу корреляционных функций
операторных выражений для потоков JBB (аналогичная
процедура для обычных кинетических коэффициентов
детально описана в [7])

JBB(k, z)− 8(k) =
[

1 +
k2

z
M(k, z)R−1

BX

]−1

×M(k, z)R−1
BX〈B(k)B(−k)〉0/(VkBT);

8(k) = (VkBTk2)−1

(
d
dt
〈B(k)B(−k)〉0

)
.

Матрицы 8(k) и 〈B(k)B(−k)〉0, связанные с ω̂, рассчита-
ны в [7]. После вычисления матрицы, обратной матрице
в квадратных скобках в длинноволновом пределе, и пе-
ремножений найдем определения для линеаризованных
коэффициентов Барнетта в длинноволновом и низкоча-
стотном пределе. Для α1v имеем

α̃1v(k, z) = ik
[
α1v(k, z) + (ε−1 − 1)α1ραρv/αρρ

]
. (18)

Здесь α̃ab соответствует элементу матрицы корреля-
ционных функций JBB. Аналогичное выражение имеет
место для αav . Выражения для αρρ и других обычных
кинетических коэффициентов в (18) получены в [7].
Выражения для тензорных кинетических коэффициентов
при k3 − βva, βv1 в данном приближении не содержат
члена, аналогичного второму слагаемому в правой ча-
сти (18), т. е., как и в нейтральном случае, не учитывают
поляризационных эффектов. Заметим, что кинетические
коэффициенты, как и нелинейные явления, определяют-
ся временны́ми корреляционными функциями; но если в
первом случае фигурируют длинноволновой и низкоча-
стотный пределы функций (см. (18)), то во втором —
корреляционные функции при конечных частотах и вол-
новых векторах (см. (1), (9)).

Свойства матрицы коэффициентов при старших про-
изводных в системе уравнений сохранения для заряжен-
ной сплошной среды, как хорошо известно, определяют
общие свойства решений гидродинамических задач. Ис-
следуем свойства матрицы коэффициентов при старших
производных (третьего порядка) в системе уравнений
сохранения в линеаризованном барнеттовском прибли-
жении. Такое исследование позволит установить связь
между результатами анализа, проведенного в данной
части работы, и гидродинамическими приложениями.

В [7] рассмотрены свойства матрицы коэффициентов
при старших производных (второго порядка), образо-
ванной обычными кинетическими коэффициентами, в
системе уравнений сохранения для неидеальной заря-
женной сплошной среды. Показано, что данная матрица
является произведением матрицы кинетических коэффи-
циентов и матриц, определяемых термодинамическими
свойствами среды; при этом матрица кинетических коэф-
фициентов является симметричной положительно опре-
деленной. Это обстоятельство позволяет найти усло-
вия, при которых матрица при старших производных
обладает важным для гидродинамических приложений
свойством параболичности. Свойство параболичности
матрицы (т. е. положительность вещественных частей
собственных значений матрицы) гарантирует положи-
тельность и непрерывность решений гидродинамических
задач.

Структурой, аналогичной структуре матрицы коэффи-
циентов при старших производных в обычной системе
уравнений сохранения, обладает и матрица коэффици-
ентов при старших производных в системе уравнений
сохранения в линеаризованном барнеттовском прибли-
жении. Поэтому выясним свойства матрицы линеари-
зованных барнеттовских кинетических коэффициентов.
С этой целью рассмотрим производство энтропии мно-
гоэлементной конденсированной заряженной среды в
линеаризованном барнеттовском приближении (см., на-
пример, [22] и обозначения там)

σ = −(1/T)
[
(J′q · ∇) ln T + π̂ ⊗ {∇u}

+ p
Na−1∑
a=1

Ja · (La − Lρ) + (1/T)ĴT ⊗ {∇∇}T

+ Ĵu ⊗ {∇∇u}+ Jv · ∇2u +
Na−1∑
a=1

ĴD
a ⊗ {∇(La − Lρ)}

]
.

(19)
Особенностью данного выражения по сравнению с обыч-
ным выражением для производства энтропии является
наличие в нем „физических“ и так называемых „нефизи-
ческих“ потоков. Физические потоки (первые три потока
в (19)) входят в уравнения сохранения (см. (17), ин-
дексы в кинетических коэффициентах заменены: 1→ q).
Выражение (19) содержит тепловой поток J′q, поток им-
пульса π̂ и массовые потоки Ja, а также „нефизические“
потоки. Выпишем векторные потоки, согласно принципу
Кюри для изотропной среды

Ja = −
Na−1∑
a=1

αab(Lb − Lρ)− αaq∇ ln T − αau∇2u;

J′q = −
Na−1∑
a=1

αqa(La − Lρ)− αqq∇ ln T − αqu∇2u;

Jv = −
Na−1∑
b=1

αub(Lb − Lρ)− αuq∇ ln T − αuu∇2u. (20)
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Другие тензорные потоки можно записать аналогичным
образом. Запишем все потоки в матричной форме

Ja

J′q
Jv

ĴD
a
π̂

ĴT

Ĵu


=



αab αaq αau 0 0 0 0
αqb αqq αqu 0 0 0 0
αub αuq αuu 0 0 0 0
0 0 0 βab βat βaq 0
0 0 0 βub βuu βuq 0
0 0 0 βqb βqu βqq 0
0 0 0 0 0 0 βvv



×



Lb − Lρ

∇ ln T
∇2u

{∇(Lb − Lρ)}
{∇u}
{∇∇}T
{∇∇u}


. (21)

Согласно принципу Кюри, первая матрица в правой
части (21) разложена на подматрицу α — „вектор-
ные“ кинетические коэффициенты, и подматрицу β —
„тензорные“ коэффициенты. По принципу Онсагера, обе
подматрицы симметричны. В то же время матрица ки-
нетических коэффициентов в системе уравнений сохра-
нения в линеаризованном барнеттовском приближении,
вообще говоря, не является симметричной, поскольку
включает в себя только „физические“ кинетические
коэффициенты {αau, αqu, βua, βuq}. Следовательно, для
матрицы коэффициентов при старших производных в
уравнениях сохранения в линеаризованном барнеттов-
ском приближении невозможно провести общий анализ
свойств. Другими словами, вычислительный алгоритм,
по которому будут найдены барнеттовские кинетические
коэффициенты, определит свойства матрицы коэффи-
циентов при старших производных. Такое положение
при использовании некорректного вычислительного ал-
горитма может породить неоправданные трудности и
неадекватные решения в соответствующих задачах гид-
родинамики.

Заключение

Таким образом, в работе обсуждаются подходы к
изучению нелинейных явлений и нелинейных транс-
портных процессов в неидеальной заряженной среде.
В обоих случаях исследуемые характеристики зависят
от нелинейных функций реакции и соответствующих
корреляционных функций среды. Методы описания нели-
нейных транспортных процессов и нелинейных явлений
во многом аналогичны, поскольку используются как
уравнение для матрицы плотности среды, так и фено-
менология нелинейных процессов и явлений.

Поскольку формальные определения характеристик
нелинейных явлений обычно известны, проблема за-
ключается в последовательном вычислении формальных
выражений или построении моделей для определения

функций реакции. В работе предложена модель для
описания нелинейных явлений: временно́го плазменного
эха и преобразования волн. Подход базируется на приме-
нении явных аппроксимаций для функций реакции с под-
гоночными параметрами. Подгоночные параметры опре-
деляются из точных частотных моментов для функций
реакции. Установлено соотношение между частотными
моментами функций реакции χ(2) и χ̂(2). Показано, что
временно́е плазменное эхо и преобразование волн могут
быть реализованы в условиях неидеальных кулоновских
систем. Другие нелинейные явления в неидеальных
заряженных средах также могут быть рассмотрены с по-
мощью предложенного подхода. При этом для функции
реакции, связанной с конкретным нелинейным явлением,
необходимо выполнить исследования точных частотных
моментов и найти приемлемые явные аппроксимации.

Обсуждается способ описания нелинейных транспорт-
ных процессов для неидеальной многоэлементной (заря-
женной) сплошной среды. Формальные выражения для
нелинейных кинетических коэффициентов предложено
определять путем сопоставления барнеттовских фено-
менологических уравнений сохранения среды и урав-
нений для операторов соответствующих динамических
переменных. При выводе уравнений движения опера-
торов динамических переменных в форме обобщен-
ных уравнений Ланжевена использован алгоритм Мори.
В качестве первого шага к исследованию нелинейных
транспортных процессов подробно рассмотрено линеа-
ризованное барнеттовское приближение. Обсуждаются
свойства матрицы коэффициентов при старших произ-
водных в системе уравнений сохранения в линеаризо-
ванном барнеттовском приближении, существенные для
гидродинамических приложений. В то же время для
определения формальных выражений для нелинейных
барнеттовских кинетических коэффициентов необходи-
мо проводить дальнейшие исследования в рамках раз-
работанного подхода. Столь же важны конкретные вы-
числения нелинейных кинетических коэффициентов для
неидеальных сред, например методами компьютерного
моделирования.
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