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Выявлен универсальный механизм, приводящий к возникновению режимов обобщенной синхронизации
в однонаправленно связанных хаотических осцилляторах. Рассмотрение основано на введении модифи-
цированной системы с дополнительной диссипацией. Данный подход иллюстрируется рядом модельных
примеров. Сделан вывод о том, что два типа поведения нелинейных динамических систем, известные
как обобщенная синхронизация и синхронизация, индуцированная шумом, которые считались различными
явлениями, представляют собой единый тип синхронного поведения хаотических осцилляторов, а их
возникновение обусловлено одним и тем же универсальным механизмом.
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Введение

Синхронизация колебаний — одно из важнейших
нелинейных явлений, привлекающих к себе широкое
внимание исследователей [1], имеющих как теоретиче-
ское, так и практическое значение (например, в биоло-
гических и физиологических задачах [2], при скрытой
передаче информации с помощью хаотических сигна-
лов [3–5], при управлении системами сверхвысокоча-
стотной электроники [6] и т. п.).

С развитием теории динамического хаоса было
выявлено достаточно различных типов хаотического
синхронного поведения связанных динамических си-
стем [7,8]: фазовая синхронизация [7], обобщенная [9],
лаг- [10], перемежающиеся лаг- [11] и обобщенная [12],
полная синхронизации [13]. Каждый из этих типов син-
хронной хаотической динамики имеет свои особенности
и способы диагностики, при этом в научной литера-
туре активно обсуждается вопрос о взаимосвязи этих
типов поведения. Разные типы синхронизации связанных
хаотических осцилляторов могут рассматриваться как
различные виды проявления единых закономерностей,
возникающих в связанных нелинейных системах (см., на-
пример, [14–18]). В частности, в работах [16,17,19] вве-
ден в рассмотрение новый тип синхронного поведения
хаотических осцилляторов — синхронизация временных
масштабов, который естественным образом обобщает
различные типы поведения, перечисленные выше.

Одним из вызывающих большой интерес видов син-
хронного хаотического поведения является режим обоб-
щенной синхронизации однонаправленно связанных ха-
отических осцилляторов [9]. Данный тип поведения
означает, что между состояниями взаимодействующих
однонаправленно связанных ведущего xd(t) и ведомо-
го xr (t) хаотических осцилляторов (с непрерывным или
дискретным временем), существует такая функциональ-
ная зависимость F[·], что после завершения переходного

процесса устанавливается функциональное соотношение
xr (t) = F[xd(t)].

Сам вид данной зависимости F[·] (гладкая или фрак-
тальная) может быть достаточно сложным, а процедура
ее нахождения весьма нетривиальна. Выделяют сильную
и слабую обобщенную синхронизацию [20]. При этом
следует отметить, что в качестве взаимодействующих
осцилляторов могут выступать две разные динамические
системы, в том числе и с различной размерностью
фазового пространства.

В литературе предложены несколько методов для
диагностирования режима обобщенной синхронизации
между хаотическими осцилляторами, такие как метод
ближайших соседей [9,21] или часто используемый ме-
тод вспомогательной системы [22]. Суть метода вспо-
могательной системы сводится к следующему: наряду с
ведомой системой xr (t) рассматривается идентичная ей
вспомогательная система xa(t). Начальные условия для
вспомогательной системы xa(t0) выбираются отличными
от начального состояния ведомой системы xr (t0), однако
лежащими в бассейне притяжения того же аттрактора.
При отсутствии режима обобщенной синхронизации
между взаимодействующими системами вектора состо-
яния ведомой xr (t) и вспомогательной xa(t) систем при-
надлежат одному и тому же хаотическому аттрактору,
но являются различными. В том случае, когда имеет
место режим обобщенной синхронизации, в силу вы-
полнения соотношений xr (t) = F[xd(t)] и соответственно
xa(t) = F[xd(t)] после завершения переходного процесса
состояния ведомой и вспомогательной систем долж-
ны стать идентичными xr (t) ≡ xa(t) (более подробно
см. [22]). Таким образом, эквивалентность состояний
ведомой и вспомогательной систем после переходного
процесса (который может быть достаточно длитель-
ным [12]) является критерием наличия обобщенной син-
хронизации между ведущим и ведомым осцилляторами.

Анализ режима обобщенной синхронизации может
быть проведен также с помощью вычисления условных
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ляпуновских экспонент [23,24]. В этом случае рассчиты-
ваются ляпуновские экспоненты для ведомой системы,
а так как ее поведение зависит от поведения ведущей
системы, то эти экспоненты отличаются от экспонент
автономной ведомой системы и называются условными.
Критерием существования обобщенной синхронизации
в однонаправленно связанных динамических системах
является отрицательность старшего условного ляпунов-
ского показателя [20,23]. Следует также отметить, что
для однонаправленно связанных хаотических осцилля-
торов режимы полной синхронизации и синхронизации
с запаздыванием также являются частными случаями
режима обобщенной синхронизации [20].

Цель данной работы является выявление и иллю-
страция универсального механизма, приводящего к воз-
никновению режимов обобщенной синхронизации в од-
нонаправленно связанных хаотических осцилляторах.
Структура работы следующая. В разделе 1 рассматри-
вается подход к объяснению возникновения обобщенной
синхронизации, основанный на введении в рассмотрение
модифицированной системы. В разделах 2 и 3 приводят-
ся результаты исследования возникновения обобщенной
синхронизации в ряде модельных систем с различными
типами связи. В разделе 4 обсуждается взаимосвязь меж-
ду явлениями обобщенной хаотической синхронизации
и синхронизации, индуцированной шумом, и делается
вывод, что оба явления представляют собой единый тип
синхронного поведения хаотических осцилляторов, а их
возникновение обусловлено одним и тем же универсаль-
ным механизмом.

1. Метод модифицированной системы
применительно к анализу
обобщенной хаотической
синхронизации

Рассмотрим поведение двух однонаправленно связан-
ных хаотических осцилляторов

ẋd = H(xd, gd),

ẋr = G(xr , gr ) + εP(xd, xr ),
(1)

где xd,r — векторы состояний ведущей и ведомой систем
соответственно; H и G определяют векторное поле
рассматриваемых систем, gd и gr являются векторами
параметров, слагаемое P отвечает за однонаправленную
связь между системами, а параметр ε определяет силу
связи между системами.

Если размерности фазовых пространств ведущей и
ведомой систем соответственно равны Nd and Nr ,
то поведение однонаправленно связанных хаотиче-
ских осцилляторов (1) может быть охарактеризо-
вано с помощью спектра ляпуновских показателей
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λNd+Nr . В силу независимости поведения
ведущей системы от состояния ведомого осциллятора
спектр ляпуновских показателей может быть разделен

на две части: ляпуновские показатели ведущей систе-
мы λd

1 ≥ . . . ≥ λd
Nd

и условные ляпуновские показатели
λr

1 ≥ . . . ≥ λr
Nr

. Как уже говорилось выше, критерием
возникновения обобщенной синхронизации служит сме-
на знака с „плюса“ на „минус“ старшего показателя λr

1.
Как правило, режим обобщенной синхронизации рас-

сматривается для двух идентичных хаотических ос-
цилляторов со слегка различающимися параметрами,
связанных однонаправленной диссипативной связью. По-
этому начнем рассмотрение именно с этого случая.
Другие типы связи, а также ситуации, когда обобщенная
синхронизация наблюдается в различных динамических
системах (например, в однонаправленно связанных си-
стемах Ресслера и Лоренца) будут рассмотрены далее.
В случае одинаковых связанных систем с диссипативной
однонаправленной связью размерности фазовых про-
странств ведущей и ведомой систем равны друг другу
(Nd = Nr = N), а уравнения (1) могут быть представле-
ны в виде

ẋd = H(xd, gd),

ẋr = H(xr , gr ) + εA(xd − xr ),
(2)

где A = {δi j } — матрица связи, ε — скалярный пара-
метр, характеризующий силу связи, δi i = 0 или 1, δi j = 0
(i 6= j ).

Рассмотрим ведомую систему xr (t) как некоторую
неавтономную модифицированную систему

ẋm = H′(xm, gr , ε) (3)

под внешним воздействием εAx(t)

ẋm = H′(xm, gr , ε) + εAxd, (4)

где
H′(x, g) = H(x, g)− εAx. (5)

Следует обратить внимание, что слагаемое −εAx факти-
чески вносит дополнительную диссипацию в модифици-
рованную систему (3).

Очевидно, что режим обобщенной синхронизации,
возникающий в системе (2) при увеличении параметра
связи ε, может быть рассмотрен как следствие двух вза-
имосвязанных процессов, протекающих одновременно.
Первый из этих процессов — увеличение диссипации в
модифицированной системе (3), а второй — возрастание
амплитуды внешнего сигнала. Понятно, что оба про-
цесса связаны друг с другом посредством параметра ε

и не могут быть реализованы в ведомой системе (2)
независимо друг от друга. Тем не менее для лучшего
понимания механизмов, приводящих к возникновению
режима обобщенной синхронизации, рассмотрим снача-
ла оба этих процесса независимо друг от друга. Начнем
рассмотрение с изучения автономного поведения моди-
фицированной системы (3).

Для рассматриваемой модифицированной системы ε

выступает в качестве параметра диссипации. Когда ε рав-
но нулю, поведение модифицированной системы xm(t)
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полностью совпадает с поведением ведомой системы
xr (t) в отсутствие связи. С увеличением параметра
диссипации ε динамика модифицированной системы (3)
должна упрощаться. Вследствие этого модифицирован-
ная система xm(t) должна совершать переход от хао-
тических колебаний к регулярным (периодическим), и,
может быть (в случае большого значения парамет-
ра диссипации), — даже к стационарному состоянию.
В этом случае один из ляпуновских показателей мо-
дифицированной системы λm

0 является нулевым (или
отрицательным в случае, если в модифицированной
системе (3) реализуется стационарное состояние), а
все остальные ляпуновские показатели отрицательны
(0 > λm

1 ≥ . . . ≥ λm
N−1). В то же время следует от-

метить, что спектр ляпуновских показателей систе-
мы (3) отличается от условных ляпуновских показателей
λr

1 ≥ . . . ≥ λr
N ведомой системы (2), так как в отличие от

модифицированной системы спектр условных ляпунов-
ских показателей определяется не только поведением
ведомой, но также и динамикой ведущей системы (2).
Соответственно, рассматривая только спектр ляпунов-
ских показателей модифицированной системы, нельзя
сделать вывод о существовании режима обобщенной
синхронизации в исходной системе (2) однонаправленно
связанных хаотических осцилляторов.

Внешний сигнал в соотношении (4), наоборот, стре-
мится навязать хаотическую динамику ведущей систе-
мы xd(t) модифицированной системе xm(t) и соответ-
ственно усложнить динамику последней. Понятно, что
режим обобщенной синхронизации может существовать
только в том случае, если собственная хаотическая дина-
мика модифицированной системы xm(t) будет подавлена
за счет увеличения диссипации. Очевидно, что толь-
ко при выполнении этого условия текущее состояние
модифицированной системы xm(t) будет определяться
внешним сигналом, то есть будет выполняться соот-
ношение xm(t) = F[xd(t)]. В соответствии с соотноше-
нием (4) функциональное соотношение xr (t) = F[xd(t)]
также будет справедливым, что соответствует режиму
обобщенной синхронизации.

Итак, возникновение режима обобщенной синхрони-
зации в рассматриваемой системе (2) возможно только
для таких значений параметра ε, при которых модифи-
цированная система (3) демонстрирует периодические
колебания или переходит в стационарный режим. В то
же время хорошо известно, что даже периодическое
внешнее воздействие может привести к возникновению
хаотической динамики в системе, демонстрирующей пе-
риодическое поведение. Поэтому установившийся регу-
лярный режим должен быть достаточно устойчив, чтобы
внешнее воздействие не могло возбудить собственной
хаотической динамики модифицированной системы xm(t)
и соответственно разность значений параметров связи
ε = εGS (момент возникновения режима обобщенной
синхронизации) и ε = εp (точка перехода к периодиче-
ским колебаниям в модифицированной системе) может
быть достаточно большой.

В режиме обобщенной синхронизации (ε > εGS) ам-
плитуда внешнего воздействия оказывается относитель-
но малой по сравнению с амплитудой периодических
колебаний в модифицированной системе xm(t) (в том
случае, если имеют место регулярные колебания). Со-
ответственно режим обобщенной синхронизации может
в данном случае рассматриваться как слабое внешнее
хаотическое возмущение периодической динамики.

Аналогичный вывод можно сделать и в случае, ко-
гда при достаточно больших значениях параметра ε в
модифицированной системе xm(t) устанавливается ста-
ционарный режим. В этом случае режим обобщенной
синхронизации является фактически хаотическим воз-
мущением стационарного состояния. Иными словами,
поведение системы является переходным процессом,
который стремится сойтись к стационарному состоянию,
возмущаемому внешним хаотическим воздействием. Ес-
ли управляющие параметры gd,r рассматриваемых ве-
дущей и ведомой систем различаются незначительно,
а параметр ε достаточно велик, переходный процесс
будет достаточно быстрым, и соответственно в фа-
зовом пространстве модифицированной системы xm(t)
изображающая точка будет следовать за возмущенным
„стационарным состоянием“ с некоторым малым запаз-
дыванием τ , что соответствует режиму синхронизации с
запаздыванием.

2. Обобщенная синхронизация
в хаотических системах
с диссипативной связью

Для того чтобы пояснить подход, изложенный в
разделе 1, рассмотрим несколько примеров режима
обобщенной синхронизации. В качестве первого приме-
ра выберем систему двух однонаправленно связанных
осцилляторов Ресслера со слегка различающимися па-
раметрами:

ẋd = −ωdyd − zd,

ẏd = ωdxd + ayd,

żd = p + zd(xd − c),
ẋr = −ωr yr − zr + ε(xd − xr ),
ẏr = ωr xr + ayr ,

żr = p + zr (xr − c).

(6)

В системе (6) параметр ε характеризует величину связи
между осцилляторами. Значения управляющих парамет-
ров были выбраны по аналогии с работой [25]: a = 0.15,
p = 0.2, c = 10.0, ωr = 0.95.

Соответственно модифицированная система Ресслера
будет иметь вид

ẋm = −ωr ym− zm− εxm,

ẏm = ωr xm + aym,

żm = p + zm(xm− c).
(7)
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Рис. 1. a — бифуркационная диаграмма для модифициро-
ванной системы Ресслера в зависимости от значения управ-
ляющего параметра ε. b, c — зависимости спектров ляпу-
новских показателей от ε для слабо (ωd = 0.99) и сильно
(ωd = 1.3) отстроенной по параметру ω систем Ресслера.
Условные ляпуновские показатели показаны пунктирной (λr

1)
и штрихпунктирной (λr

2) линиями соответственно. d — бифур-
кационная диаграмма для неавтономной модифицированной
системы Ресслера, находящейся под внешним гармоническим
воздействием. Значение εp, соответствующее установлению
периодического режима показано стрелкой.

На рис. 1, a показана бифуркационная диаграмма для
модифицированной системы Ресслера (7). Из рисунка
отчетливо видно, что с увеличением параметра дисси-
пации в системе происходит переход от хаотических
колебаний к периодическим через обратный каскад би-
фуркаций удвоения периода, и, начиная со значения
ε = εp ≈ 0.06 (отмечен на рис. 1, a стрелкой), в систе-
ме (7) реализуются периодические колебания.

Рисунок 1, b иллюстрирует зависимость четырех стар-
ших ляпуновских показателей для системы двух од-
нонаправленно связанных осцилляторов Ресслера (6)
с малой расстройкой значений управляющего парамет-
ра ω (ωd = 0.99) от величины параметра ε. Два из этих

показателей λd
1 и λd

2 соответствуют поведению ведущий
системы, и поэтому не зависят от величины параметра
связи. Два других показателя λr

1 и λr
2 характеризуют

поведение ведомой системы, зависят от параметра свя-
зи ε и соответственно являются условными ляпуновски-
ми показателями. В том случае, когда параметр связи
равен нулю, условные ляпуновские показатели λr

1 и λr
2

совпадают с ляпуновскими показателями модифициро-
ванной системы λm

1 и λm
2 , и поскольку модифициро-

ванная система при ε = 0 демонстрирует хаотические
колебания (см. рис. 1, a), то старший из них является
положительным (λr

1 > 0), а второй — нулевым (λr
1 = 0).

С ростом параметра ε второй условный ляпуновский
показатель становится отрицательным (ε ≈ 0.04), одна-
ко динамика модифицированной системы остается по-
прежнему хаотической, о чем свидетельствует поло-
жительность старшего условного ляпуновского пока-
зателя λr

1. С дальнейшим увеличением ε (εp ≈ 0.06)
поведение модифицированной системы становится пе-
риодическим (см. рис. 1, a), но режим обобщенной
синхронизации в системе (6) все еще не наблюдается.

Режим обобщенной синхронизации возникает в си-
стеме однонаправленно связанных хаотических осцил-
ляторов лишь тогда, когда периодический режим в
модифицированной системе (7) становится достаточно
устойчивым. Соответствующее значение параметра свя-
зи ε = εGS≈ 0.11 отмечено на рис. 1, b стрелкой. При
данном значении параметра связи в модифицированной
системе Ресслера (7) реализуется цикл периода один.
Отметим, что когда в модифицированной системе на-
блюдается периодический режим (а в системе однона-
правленно связанных хаотических осцилляторов реали-
зуется соответственно режим обобщенной синхрониза-
ции), значение старшего условного ляпуновского пока-
зателя λr

1 является слабо отрицательным. С дальнейшим
ростом параметра связи ε при некотором критическом
значении εc ≈ 0.15 (отмечен на рис. 1, a стрелкой) в мо-
дифицированной системе Ресслера устанавливается ста-
ционарное состояние, и старший условный ляпуновский
показатель начинает быстро уменьшаться (ср. рис. 1, a
и 1, b).

Отметим, что рассмотренный подход к объяснению
явления обобщенной синхронизации, основанный на рас-
смотрении динамики модифицированной системы, поз-
воляет объяснить тот факт [25], что порог возникнове-
ния режима обобщенной синхронизации практически не
зависит от величины расстройки значений управляющих
параметров связанных хаотических осцилляторов. Из на-
шего рассмотрения следует, что устойчивость периоди-
ческого режима (которая необходима для возникновения
обобщенной синхронизации) обусловлена прежде всего
свойствами самой модифицированной системы xm(t).
Величина εGS, соответствующая моменту возникновения
режима обобщенной синхронизации, слабо зависит от
величины расстройки параметра ω (ср. значения εGS

для ωd = 0.99 (рис. 1, b) и ωd = 1.3 (рис. 1, c)). Данный
вывод, как уже отмечалось, достаточно хорошо соотно-
сится с результатами, изложенными в работе [25].
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Рассмотрим теперь вопрос о том, почему значение
управляющего параметра εGS, при котором возникает
режим обобщенной синхронизации, не совпадает ни с
одной точкой бифуркаций в модифицированной системе
(ср. рис. 1, a и 1, b). Причиной такого несоответствия
является внешнее воздействие со стороны ведущей си-
стемы. Как уже говорилось, даже гармоническое внеш-
нее воздействие может возбуждать хаотические коле-
бания в системах с периодической динамикой. В этом
случае бифуркационные точки модифицированной си-
стемы под внешним воздействием будут сдвинуты в
сторону бо́льших значений параметра ε по сравнению
с автономной динамикой модифицированной системы.
При этом момент возникновения режима обобщенной
синхронизациии не будет совпадать с бифуркационными
точками автономной модифицированной системы.

Для пояснения этого вывода рассмотрим поведение
модифицированной системы под внешним гармониче-
ским воздействием:

ẋm = −ωr ym− zm− εxm + Acos(�t),

ẏm = ωr xm + aym,

żm = p + zm(xm− c),

(8)

где значения управляющих параметров A = 1.32 и
� = 1.0 выбраны таким образом, чтобы смоделировать
характеристики динамики ведущей системы. Бифурка-
ционная диаграмма неавтономной модифицированной
системы приведена на рис. 1, d. Отчетливо видно, что
все бифуркационные точки неавтономной модифициро-
ванной системы Ресслера (8) оказываются сдвинутыми
относительно точек автономной модифицированной си-
стемы (7) в сторону бо́льших значений ε (ср. рис. 1, a и
1, d), как это и обсуждалось выше. Момент возникнове-
ния режима обобщенной синхронизации для двух систем
Ресслера отмечен стрелкой (рис. 1, b) и он соответствует
значениям ε, при которых в неавтономной модифици-
рованной системе под периодическим внешним воздей-
ствием устанавливаются периодические колебания.

Тот же эффект приводит к возникновению режима
обобщенной синхронизации в динамических системах с
дискретным временем (отображения). Например, извест-
но, что режим обобщенной синхронизации возникает
при значениях параметра связи ε ≥ εGS≈ 0.32 в системе
однонаправленно связанных логистических отображе-
ний [20]

xn+1 = f (xn),

yn+1 = f (yn) + ε
(

f (xn)− f (yn)
)
,

(9)

где f (x) = 4x(1 − x). Следуя подходу, изложенному вы-
ше, рассмотрим модифицированную систему

zn+1 = (1− ε) f (zn) = azn(1− zn), (10)

где a = 4(1 − ε). Отчетливо видно, что значение
εGS≈ 0.32, при котором возникает режим обобщен-
ной синхронизации, соответствует значению a ≈ 2.72

модифицированной системы (10). При таком значении
управляющего параметра в логистическом отображении
аттрактором является неподвижная устойчивая точка
x0 = (a − 1)/a.

3. Обобщенная синхронизация
в хаотических системах
с недиссипативной связью

Обсудим теперь вопрос о механизмах возникновения
обобщенной синхронизации в случае однонаправленно
связанных различных динамических систем, либо в слу-
чае недиссипативной связи. Известно несколько приме-
ров таких систем [20,22]. Очевидно, что при диссипа-
тивном типе связи, различие ведущей и ведомой систем
не играет значительной роли, а соответственно, все вы-
шеизложенное остается справедливым и в этом случае.
В то же время, если однонаправленная связь не является
диссипативной, использовать подход модифицированной
системы не представляется возможным. К подобным
системам относятся однонаправленно связанные осцил-
ляторы Ресслера и Лоренца [20]. В качестве ведущей
системы используется хаотический осциллятор Ресслера

ẋd = −α(yd + zd),

ẏd = α(xd + ayd),

żd = α
(
p + zd(xd − c)

) (11)

с параметрами α = 6, a = 0.2, p = 0.2, c = 5.7, а в
качестве ведомой — осциллятор Лоренца

ẋr = σ (yr − xr ),

ẏr = rx r − yr − xr zr + εyd,

żr = −bzr + xr yr

(12)

с параметрами σ = 10, r = 28, b = 8/3. Параметр α

добавлен в уравнения (11) для изменения характер-
ного масштаба колебаний в системе Ресслера. Значе-
ние параметра связи ε, при котором возникает режим
обобщенной синхронизации между осцилляторами (11)
и (12) было определено в [20] и составляет εGS≈ 6.66.
В этом случае амплитуда колебаний yd — перемен-
ной ведущей системы Ресслера составляет примерно
10 безразмерных единиц, в свою очередь амплитуда
колебаний yr — переменной ведомой системы Лоренца
≈ 20 единиц. Очевидно, что в этом случае величина
внешнего сигнала εGSyd, воздействующего на систему
Лоренца (12) превышает амплитуду собственных коле-
баний в системе примерно в три раза. Данная ситуация
показана на рис. 2, где приведены временная реализация
yr (t) ведомой системы Лоренца в автономном режиме
и внешнее воздействие εGSyd(t). Очевидно, что внеш-
няя сила перемещает изображающую точку в фазовом
пространстве ведомой системы в области с сильной
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Рис. 2. Временная реализация yr (t), соответствующая авто-
номной динамике системы Лоренца (12) (сплошная линия) и
внешнее воздействие εGSyd(t) (пунктирная линия), вносимое
в ведомую систему около точки возникновения режима обоб-
щенной синхронизации. Видно, что амплитуда внешнего воз-
действия в несколько раз превышает амплитуду автономных
колебаний ведомой системы.

диссипацией, в результате чего собственная хаотическая
динамика системы оказывается подавленной и возникает
режим обобщенной синхронизации.

Таким образом, можно выделить два схожих механиз-
ма, приводящих к установлению режима обобщенной
синхронизации, в основе которых лежит подавление
собственных хаотических колебаний с помощью допол-
нительного введения диссипации. Это осуществляется
введением дополнительного диссипативного слагаемого
либо смещением изображающей точки системы в обла-
сти фазовго пространства с сильной диссипацией.

4. Обобщенная синхронизация
и синхронизация, индуцированная
шумом

Важно отметить, что для ряда хаотических систем
был обнаружен режим синхронизации, индуцированной
шумом [26–28]. В этом случае случайный сигнал ξ(t),
действующий на две независимые, но идентичные хаоти-
ческие системы u(t) и v(t) (с разными начальными усло-
виями u(t0) и v(t0), лежащими в бассейне притяжения
одного и того же хаотического аттрактора), может при-
водить к тому, что эти системы „синхронизуются“ друг
с другом, т. е. после завершения переходного процесса
они начинают демонстрировать идентичное поведение
u(t) ≡ v(t). В этом случае, как и при режиме обобщен-
ной синхронизации, установление синхронной динамики
двух систем с общим источником шума возможно лишь
в том случае, когда все условные ляпуновские экспонен-
ты оказываются отрицательными [29,30].

Как было показано в работах [26–28], возможны
два схожих механизма, приводящих к возникновению
режима индуцированной шумом синхронизации.

1. Случайный сигнал ξ(t), действующий на идентич-
ные хаотические системы, имеет ненулевое среднее,
что фактически переводит систему в нехаотический

режим [31–33], при котором состояние системы просто
„следует“ за внешним случайным возмущением ξ(t).

2. Внешний случайный сигнал большой интенсивности
(может быть, даже с нулевым средним значением) пе-
реводит изображающую точку в области фазового про-
странства с большим сжатием фазового потока, которая
находится в этих областях большее время, в результате
чего в среднем имеет место сходимость соседних траек-
торий [28,34,35]. В обоих случаях определяющую роль

Рис. 3. a — фазовый портрет автономной системы Ло-
ренца (12); b — системы Лоренца, находящейся в режиме
обобщенной синхронизации с системой Ресслера (11), ε = 20;
c — режим индуцированной шумом синхронизации той же
системы Лоренца (13), на которую воздействует случайный
дельта-коррелированный гауссов процесс 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t − t′)
с амплитудой ε = 40 [28].
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Рис. 4. Плоскости (ξn, yn) и (yn, vn) для значения параметра связи ε = 0.125 (a, b) и ε = 0.175 (c, d) логистического
отображения (14). Видно, что для ε = 0.175 ведомая yn и вспомогательная vn системы демонстрируют идентичное поведение
yn = vn, что свидетельствует о наличии функциональной связи yn = F(ξn) и соответственно установлении синхронного режима.

играет сжатие фазового потока, при этом условные ля-
пуновские экспоненты имеют отрицательные значения.

Очевидно, что режим обобщенной хаотической син-
хронизации и режим синхронизации, индуцированной
шумом, несмотря на том что традиционно считаются
разными явлениями, на самом деле обусловлены прояв-
лениями одного и того же механизма и вызваны одной
и той же причиной — подавлением собственных хаоти-
ческих колебаний с помощью дополнительного введения
диссипации (с помощью ненулевого среднего значения
шума в случае индуцированной шумом синхронизации,
с помощью дополнительного диссипативного слагаемого
в случае режима обобщенной синхронизации, либо пу-
тем смещения изображающей точки системы в области
фазового пространства с сильной диссипацией).

На рис. 3 приведены фазовые портреты для авто-
номной хаотической системы Лоренца (a) и той же
системы, находящейся под внешним воздействием (b, c).
Рис. 3, b соответствует режиму обобщенной синхрониза-
ции систем (11) и (12), описанной выше для значения
управляющего параметра ε = 20, а рис. 3, c, взятый из

работы [28] — режиму индуцированной шумом синхро-
низации. В этом случае система Лоренца описывается
уравнениями 1

ẋr = σ (yr − xr ),

ẏr = rx r − yr − xr zr + εξ(t), (13)

żr = −bzr + xr yr ,

а в качестве внешнего воздействия выступает случайный
дельта-коррелированный гауссов процесс 〈ξ(t)ξ(t′)〉 =
= δ(t − t′) с амплитудой ε = 40. Отчетливо видно, что в
обоих случаях структура аттрактора одинакова, посколь-
ку синхронное поведение вызвано одной и той же причи-
ной (для случая индуцированной шумом синхронизации
см. более подробно [28]).

1 Значения управляющих параметров выбраны теми же, что и в
системе (12).
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С учетом вышеизложенного можно предсказать, что
режим индуцированной шумом синхронизации может
реализовываться и для диссипативного типа связи (по-
добно использованому в соотношениях (6), (9)), если
вместо переменной xd(t) ведущей системы используется
случайный процесс. В качестве примера рассмотрим
ведомое логистическое отображение (9), когда измене-
ние величины xn с изменением дискретного времени
определяется не оператором эволюции (9), а является
случайным процессом ξn с плотностью распределения
вероятности p(ξ). В этом случае динамика ведомой
системы будет определяться соотношением

yn+1 = f (yn) + ε
(

f (ξn)− f (yn)
)
. (14)

Покажем, что и в этом случае, несмотря на случайный
характер величины ξ(t), между этим процессом и дина-
мической системой может устанавливаться синхронное
поведение, аналогичное режиму хаотической обобщен-
ной синхронизации.

Для диагностики обобщенной синхронизации между
случайным процессом ξn и динамической системой yn

воспользуемся методом вспомогательной системы, опи-
санным выше. На рис. 4, b показано поведение ведомой
и вспомогательной систем (yn и vn, соответственно)
для значения управляющего параметра a = 3.75, слу-
чайная величина ξ подчиняется нормальному распреде-
лению

p(ξ) =
1√
2πσ

exp

(
− (ξ − ξ0)2

2σ 2

)
, (15)

где ξ0 = 1/2, σ = 0.11.
Видно, что в случае малого параметра связи

(ε = 0.125) ведомая и вспомогательная системы в один
момент дискретного времени принимают разные значе-
ния (точки, характеризующие состояние систем, распре-
делены по плоскости (y, v)), а следовательно, не суще-
ствует функциональной зависимости между случайным
процессом ξn и состоянием динамической системы yn.
С увеличением параметра связи ε = 0.175 ситуация
кардинально изменяется (см. рис. 4, d): точки, соответ-
ствующие состояниям систем, ложатся на диагональ
y = v , что свидетельствует о наличии функциональной
связи yn = F(ξn), и следовательно в рассматриваемом
случае имеет место синхронное поведение. Следует
также обратить внимание, что функциональная зависи-
мость F[·] в этом случае имеет сложную фрактальную
структуру (рис. 4, c), что соответствует случаю слабой
синхронизации. Анализируя же плоскость (ξ, y) невоз-
можно установить факт наличия функциональной связи
(ср. рис. 4, a и 4, c).

Факт существования синхронизации подтверждается
также зависимостью условной ляпуновской экспонен-
ты λc от параметра связи ε (см. рис. 5). Видно, что для
малых занчений параметра связи условная ляпуновская
экспонента λc положительна, что свидетельствует об
отсутствии функциональной зависимости между случай-
ной величиной ξn и состоянием динамической систе-

Рис. 5. Зависимость условного ляпуновского показателя λc

системы (14) от параметра связи ε. Случайная величина ξn рас-
пределена по нормальному закону (15), момент возникновения
синхронизации отмечен стрелкой.

мы yn. С увеличением параметра связи условный ляпу-
новский показатель становится отрицательным, а сле-
довательно имеет место функциональная зависимость
yn = F[ξn], что соответствует установлению синхронного
режима.

Заключение

Таким образом, в настоящей работе рассмотрены при-
чины, приводящие к возникновению режима обобщен-
ной хаотической синхронизации. Для объяснения меха-
низмов установления синхронного режима использован
метод вспомогательной системы и показано, что пове-
дение ведомой системы соответствует поведению мо-
дифицированной системы (с внесенной дополнительной
диссипацией) под внешним хаотическим воздействием.
Увеличение параметра связи в свою очередь эквивалент-
но увеличинию диссипации вспомогательной системы и
амплитуды внешнего воздействия. Порог возникновения
обобщенной хаотической синхронизации определяется в
этом случае балансом между подавлением собственной
хаотической динамики в ведомой системе и возбуждени-
ем хаотических колебаний в ней под действием внеш-
него сигнала ведущей системы. Аналогичные процессы,
связанные с подавлением собственной динамики, имеют
место и при установлении обобщенной синхронизации
в случае недиссипативной связи, когда изображающая
точка перемещается под внешим воздействием в область
фазового пространства с сильным сжатием.

Одновременно можно сделать вывод о том, что ре-
жимы обобщенной хаотической синхронизации и син-
хронизации, индуцируемой шумом, хотя традиционно
и считаются разными явлениями, обусловлены одной
причиной — подавлением собственных хаотических ко-
лебаний с помощью дополнительного введения дисси-
пации.
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