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Впервые в асимптотических расчетах второго порядка малости по величине осесимметричной начальной
деформации заряженной капли вязкой жидкости найдено аналитическое выражение для образующей ее
формы, которая как функция времени представляется бесконечным рядом по корням дисперсионного
уравнения и конечной суммой по номерам мод, определяющих начальную деформацию. Некоторые из
компонент аналитического выражения образующей содержат в знаменателях разности частот мод, которые
при определенных величинах заряда могут становиться весьма малыми, что соответствует проявлению
внутреннего нелинейного резонансного взаимодействия мод. Аналитическое и численное исследование
влияния вязкости жидкости на частоты осцилляций показало, что резонансные значения собственных зарядов
капли с ростом вязкости смещаются в сторону больших значений. На спектр мод, возбуждающихся за счет
нелинейного их взаимодействия, вязкость жидкости влияния не оказывает.

1. Задача исследования капиллярных осцилляций и
устойчивости заряженных капель представляет интерес
в связи с многочисленными академическими и приклад-
ными проблемами, а потому она неоднократно решалась
в линейной и нелинейной постановках. Но если в линей-
ной постановке строгое решение задачи для капли вяз-
кой жидкости отыскивается без особенных трудностей;
то все нелинейные анализы, которые стали проводиться
около двадцати лет назад, после появления мощных па-
кетов аналитических компьютерных вычислений (а это
около полусотни публикаций), выполнены лишь для
идеальной жидкости (см., например, [1] и указанную
там литературу). Наиболее вероятная причина такого
положения дел в крайней громоздкости математических
расчетов нелинейных осцилляций капель вязкой жидко-
сти [2]. Тем не менее учет вязкости в задачах данного
класса представляется весьма важным, поскольку позво-
ляет приблизить анализируемые математические модели
нелинейных осцилляций к реальности.

В нижеследующем изложении проводится исследова-
ние влияния вязкости жидкости на положения внутрен-
них нелинейных резонансов осциллирующей заряжен-
ной капли. Чтобы уменьшить громоздкость выкладок,
рассуждения ограничиваются анализом полученного с
сохранением интегральных слагаемых аналитического
выражения образующей нелинейно-осциллирующей кап-
ли вязкой жидкости для начальных деформаций формы
простейшего вида и анализом положений внутренних
нелинейных резонансов в простейшем их виде, а именно
вырожденных.

2. Пусть имеется сферическая капля радиуса r 0 иде-
ально проводящей несжимаемой вязкой жидкости с
плотностью ρ, кинематической вязкостью ν , коэффици-
ентом поверхностного натяжения σ , несущая электриче-
ский заряд Q. Уравнение поверхности капли, совершаю-
щей осесимметричные колебания, в любой момент вре-

мени t запишем в сферической системе координат r, ϑ, ϕ
с началом в центре капли в виде

F(r, ϑ, t) = r − r 0 − ξ(ϑ, t) = 0. (1)

Начальную деформацию капли зададим соотношением

t = 0 : ξ = ε
∑
m∈�

hmPm(µ); µ ≡ cos(ϑ), (2)

где ε — малый параметр, пропорциональный амплитуде
начальной деформации; Pm(µ) — полином Лежандра по-
рядка m; � — множество индексов мод, определяющих
начальную деформацию капли; hm — константы, харак-
теризующие парциальный вклад m-й моды в начальную
деформацию капли

∑
m∈�

hm = O(1).

Поле скоростей течения жидкости в капле обозна-
чим U(r, ϑ, t), поле давлений — p(r, ϑ, t), потенциалы
электрического поля в окрестности капли и на ее
поверхности обозначим φ(r, ϑ, t) и φS(t) соответственно.

Математическая формулировка задачи о расчете ка-
пиллярных колебаний заряженной капли, форма которой
определяется (1), (2), вязкой несжимаемой электропро-
водной жидкости имеет вид [1]

∂tU+(U·∇)U = − 1
ρ

grad p + ν1U; div U=0; 1φ=0;

t = 0 : U = 0; r → 0 : U < ∞; r → +∞ : ∇φ → 0;

r = r 0 + ξ(ϑ, t) : ∂tF + (U·∇)F = 0;

τ · (n·∇)U + n(τ ·∇)U = 0;

−p+2ρνn(n·∇)U− 1
8π

(∇φ)2 + σ (∇·n)=0; φ=φS(t);∫
S

n ·∇φ dS= −4πQ;
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S =
{

r, ϑ, ϕ | r = r 0 + ξ ; 0 ≤ ϑ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π
}

;∫
V

r 2 sinϑ dr dϑ dϕ =
4π
3

r 3
0;

V =
{

r, ϑ, ϕ | 0 ≤ r ≤ r 0 + ξ ; 0 ≤ ϑ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π
}

;∫
V

r r 2 sinϑ dr dϑ dϕ = 0, (3)

где символ ∂t означает частную производную по пере-
менной t; n и τ — орты нормали к касательной.

Поскольку выписанная система уравнений является
нелинейной, то для отыскания ее решения в рамках
метода прямого разложения [3] все искомые величины
задачи представим в виде разложений по малому пара-
метру ε

ξ(ϑ, t) = εξ (1)(ϑ, t) + ε2ξ (2)(ϑ, t) + O(ε3);

U(r, ϑ, t) = εU (1)
r (r, ϑ, t)er + ε2U (2)

r (r, ϑ, t)er

+ εU (1)
ϑ (r, ϑ, t)eϑ + ε2U (2)

ϑ (r, ϑ, t)eϑ + O(ε3);

p(r, ϑ, t)= p(0)(r, ϑ, t)+εp(1)(r, ϑ, t)+ε2 p(2)(r, ϑ, t)+O(ε3);

φ(r, ϑ, t)=φ(0)(r, t)+εφ(1)(r, ϑ, t)+ε2φ(2)(r, ϑ, t)+O(ε3);

φS(t) = φ
(0)
S (t) + εφ

(1)
S (t) + ε2φ

(2)
S (t) + O(ε3), (4)

где er , eϑ — орты сферической системы координат.
3. Подставляя разложения (4) в систему уравне-

ний (3) и приравнивая коэффициенты при различ-
ных степенях малого параметра, получим набор задач
для отыскания нулевого, первого и второго порядков
малости.

а) В нулевом порядке будем иметь

1φ(0) = 0; r → +∞ : ∇φ(0) → 0;

r = r 0 : φ(0) = φ
(0)
S (t);

1∫
−1

r 2
0∂rφ

(0)d(cosϑ) = −2Q;

p(0) +
Q2

8πr 4
0

=
2σ
r 0
.

Решение этой задачи имеет вид

φ(0) =
Q
r

; φ
(0)
S =

Q
r 0
. (5)

б) В первом порядке малости получим задачу

∂tU
(1)
r = − 1

ρ
∂r p(1) + ν

(
1
r 2
∂ϑϑU

(1)
r +

ctg(ϑ)
r 2

∂ϑU
(1)
r

− 1
r
∂rϑU

(1)
ϑ −

ctg(ϑ)
r

∂rU
(1)
ϑ −

1
r 2
∂ϑU (1)

ϑ −
ctg(ϑ)

r 2
U (1)
ϑ

)
;

∂tU
(1)
ϑ =− 1

ρ

1
r
∂ϑ p(1)+ν

(
∂r r U

(1)
ϑ +

2
r
∂rU

(1)
ϑ −

1
r
∂rϑU

(1)
r

)
;

∂rU
(1)
r +

2
r

U (1)
r +

1
r
∂ϑU (1)

ϑ +
ctg(ϑ)

r
U (1)
ϑ = 0; 1φ(1) = 0;

t = 0 : U(1) = 0; ξ (1) = ε
∑
m∈�

hmPm(µ);

r → 0 : U(1) < ∞; r → +∞ : ∇φ(1) → 0;

r = r 0 : φ(1) + ξ (1)∂rφ
(0) = φ

(1)
S (t); ∂tξ

(1) = U (1)
r ;

∂rU
(1)
ϑ +

1
r
∂ϑU (1)

r − 1
r

U (1)
ϑ = 0;

−p(1) + 2ρν∂rU
(1)
r − 1

4π
∂rφ

(0)(∂rφ
(1) + ξ (1)∂r r φ

(0))
− σ

r 2
0

(2 + 1�)ξ (1) = 0;

1∫
−1

(
r 0∂rφ

(1) + ξ (1)(r 0∂r r φ
(0) + 2∂rφ

(0)))d(µ) = 0;

1∫
−1

ξ (1)d(µ) = 0;

1∫
−1

ξ (1)P1(µ) d(µ) = 0, (6)

где 1� — угловая часть оператора Лапласа.
Решение задачи (6) нетрудно найти в виде [1]

ξ (1)(ϑ, t) =
∑
n∈�

ξ (1)
n (t) Pn(µ);

U (1)
r (r, ϑ, t) =

∑
n∈�

U (1)
rn (r, t) Pn(µ);

U (1)
ϑ (r, ϑ, t) =

∑
n∈�

U (1)
ϑn (r, t) ∂ϑPn(µ);

p(1)
n (r, ϑ, t) =

∑
n∈�

p(1)
n (r, t) Pn(µ), (7)

где

ξ (1)
n (t) =

+∞∑
j =1

aξn(S
( j )
n ) exp(S( j )

n t);

U (1)
rn (r, t)=

+∞∑
j =1

(
an(S( j )

n )
(

r
r 0

)n−1

+bn(S( j )
n )

1
r

j n(χ( j )
n r )

j n(χ( j )
n r 0)

)
× exp(S( j )

n t);

U (1)
ϑn (r, t)=

+∞∑
j =1

(
an(S

( j )
n )
(

r
r 0

)n−1

+bn(S
( j )
n )
(

1
r

j n(χ( j )
n r )

j n(χ( j )
n r 0)

+
χ

( j )
n

n + 1

j n+1(χ( j )
n r )

j n(χ( j )
n r 0)

))
exp(S( j )

n t)
n

;

aξn(S
( j )
n )=

(
S( j )

n + 2(n− 1)(2n + 1)
ν

r 2
0

+ 2(n− 1)2(n + 1)

× ν

η
(0)
n (χ( j )

n )r 2
0

)
hn

∂
S( j )

n
Dn(S( j )

n )
;

an(S
( j )
n )=

((
2(n2−1)+(r 0χ

( j )
n )2

) 1

2χ( j )
n r 0

j n(χ( j )
n r 0)

j n+1(χ( j )
n r 0)

−1

)
× hn

η0
n(χ( j )

n )

ω2
n

∂
S( j )

n
Dn(S( j )

n )
;
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bn(S( j )
n ) = 2(n2 − 1)

(
1− 2

χ
( j )
n r 0

j n+1(χ( j )
n r 0)

j n(χ( j )
n r 0)

)−1

× hnω
2
nν

r 0S( j )
n ∂

S( j )
n

Dn(S( j )
n )

; χ( j )
n =

√
S( j )

n

ν
;

∂
S( j )

n
Dn(S( j )

n ) = 2S( j )
n + 2(n−1)(2n+1)

ν

r 2
0

+ (n−1)2(n+1)

× ν

r 2
0

(
2 +

(2n + 1)χ( j )
n r 0

2
j n(χ( j )

n r 0)

j n+1(χ( j )
n r 0)

+
(χ( j )

n r 0)2

2

×
(

1−
(

j n(χ( j )
n r 0)

j n+1(χ( j )
n r 0)

)2)) 1

η0
n(χ( j )

n )
;

Dn(S( j )
n ) = (S( j )

n )2 + 2(n− 1)(2n + 1)
S( j )

n ν

r 2
0

+ 2(n−1)2(n+1)
S( j )

n ν

r 2
0

(
1− χ

( j )
n r 0

2
j n(χ( j )

n r 0)

j n+1(χ( j )
n r 0)

)−1

+ω2
n;

ω2
n =

σ

ρr 3
0

n(n− 1)(n + 2−W); W =
Q2

4πσ r 3
0

;

η0
n(χ( j )

n ) = 1− r 0χ
( j )
n

2
j n(χ( j )

n r 0)

j n+1(χ( j )
n r 0)

,

где S( j )
n — корень дисперсионного уравнения Dn(S( j )

n ) =
= 0, j n(χ( j )

n r 0) — модифицированная сферическая функ-
ция Бесселя первого рода порядка n от аргумента
χ

( j )
n r 0 [4].

в) Для отыскания компонент решения второго поряд-
ка малости будем иметь

∂tU
(2)
r +U (1)

r ∂rU
(1)
r +

1
r

U (1)
ϑ ∂ϑU (1)

r − 1
r

(U (1)
ϑ )2 =− 1

ρ
∂r p(2)

+ ν

(
1
r 2
∂ϑϑU

(2)
r +

ctg(ϑ)
r 2

∂ϑU (2)
r − 1

r
∂rϑU

(2)
ϑ

− ctg(ϑ)
r

∂rU
(2)
ϑ −

1
r 2
∂ϑU (2)

ϑ −
ctg(ϑ)

r 2
U (2)
ϑ

)
;

∂tU
(2)
ϑ + U (1)

r ∂rU
(1)
ϑ +

1
r

U (1)
ϑ ∂ϑU (1)

ϑ +
1
r

U (1)
r U (1)

ϑ

= − 1
ρ

1
r
∂ϑ p(2) + ν

(
∂r r U

(2)
ϑ +

2
r
∂rU

(2)
ϑ −

1
r
∂rϑU

(2)
r

)
;

∂rU
(2)
r +

2
r

U (2)
r +

1
r
∂ϑU (2)

ϑ +
ctg(ϑ)

r
U (2)
ϑ =0; 1φ(2) =0;

t = 0 : U(2) = 0; ξ (2) = − 1
r 0

∑
m∈�

h2
m

2m+ 1
P0(µ)

− 9
r 0

∑
m∈�

(m+ 1)hmhm+1

(2m+1)(2m+3)
P1(µ);

r → 0 : U(2) < ∞; r → +∞ : ∇φ(2) → 0;

r = r 0 :

φ(2) + ξ (2)∂rφ
(0) +

1
2

(ξ (1))2∂r r φ
(0) + ξ (1)∂rφ

(1) = φ2
S(t);

1∫
−1

[
r 2

0∂rφ
(2)+r 0ξ

(1)(r 0∂r r φ
(1)+2∂rφ

(1))+r 0ξ
(2)(r 0∂r r φ

(0)

+ 2∂rφ
(0))+ (ξ (1))2

(
1
2

r 2
0∂r r r φ

(0) + 2r 0∂r r φ
(0) + ∂rφ

(0)
)

− ∂ϑξ (1)∂ϑφ
(1)
]
d(µ) = 0;

1∫
−1

(
r 0ξ

(2) + (ξ (1))2
)
d(µ) = 0;

1∫
−1

(
2r 0ξ

(2) + 3(ξ (1))2
)
P1(µ) d(µ) = 0;

−∂tξ
(2)(ϑ,t)+U (2)

r +∂rU
(1)
r ξ (1)(ϑ,t)− 1

r 0
U (1)
ϑ ∂ϑξ

(1)(ϑ,t)=0.

1
r 0
∂ϑU

(2)
r + ∂rU

(2)
ϑ −

1
r 0

U (2)
ϑ +

(
1
r 0
∂rϑU

(1)
r − 1

r 2
0

∂ϑU
(1)
r

+ ∂r r U
(1)
ϑ −

1
r 0
∂rU

(1)
ϑ +

1

r 2
0

U (1)
ϑ

)
ξ (1)(ϑ, t)

− 2

(
1

r 2
0

∂ϑU (1)
ϑ +

1

r 2
0

U (1)
r − 1

r 0
∂rU

(1)
r

)
∂ϑξ

(1)(ϑ, t) = 0;

− p(2) − σ

r 2
0

(2 + 1�)ξ (2) +
2σ

r 3
0

ξ (1)(1 + 1�)ξ (1)

− 1
8π

[
2ξ (2)∂r r φ

(0)∂rφ
(0)+(ξ (1))2((∂r r φ

(0))2+∂r r r φ
(0)∂rφ

(0))
+

1

r 2
0

(∂ϑφ(1))2 + (∂rφ
(1))2 + 2∂rφ

(2)∂rφ
(0)

+ 2ξ (1)(∂r r φ
(0)∂rφ

(1) + ∂r r φ
(1)∂rφ

(0))]+ 2ρν∂rU
(2)
r

−
(
∂r p(1) − 2ρν∂r r U

(1)
r

)
ξ (1)(ϑ, t)− 2ρν

(
1

r 2
0

∂ϑU (1)
r

+
1
r 0
∂rU

(1)
ϑ −

1

r 2
0

U (1)
ϑ

)
∂ϑξ

(1)(ϑ, t) = 0. (8)

Подставляя в систему (8) величины нулевого (5)
и первого (7) порядков малости, получим систему
неоднородных дифференциальных уравнений в частных
призводных, для решения которой воспользуемся преоб-
разованием Лапласа

f (S) =

+∞∫
0

f (t) exp(−St) dt = F[ f (t)].
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Изображения Лапласа величин второго порядка ма-
лости разложим по бесконечному набору полиномов
Лежандра или их производным

ξ (2)(ϑ, S) =
+∞∑
n=0

ξ (2)
n (S) Pn(µ);

φ(2)(r, ϑ, S) =
+∞∑
n=0

φ(2)
n (r, S) Pn(µ);

U (2)
r (r, ϑ,S) =

+∞∑
n=0

U (2)
rn (r, S) Pn(µ);

U (2)
ϑ (r, ϑ,S) =

+∞∑
n=0

U (2)
ϑn (r, S) ∂ϑPn(µ);

p(2)(r, ϑ, S) =
+∞∑
n=0

p(2)
n (r, S) Pn(µ). (9)

Подставляя разложения (5), (7), (9) в (8), можно
получить неоднородное дифференциальное уравнение
четвертого порядка для отыскания U (2)

rn (r, S) (осталь-
ные неизвестные функции могут быть выражены через
U (2)

rn (r, S))(
∂r r +

4
r
∂r−

(n−1)(n+2)
r 2

)(
∂r r +

4
r
∂r−

(n−1)(n+2)
r 2

−S
ν

)
×U (2)

rn (r, S) =
n(n + 1)

ν

∑
k,m∈�

+∞∑
l ,g=1

f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m )

S− S(l)
k − S(g)

m

;

(10)
f lg

kmn(r, S(l)
k , S(g)

m ) = f 1
kmnak(S(l)

k )am(S(g)
m )r m+k−5/r m+k−2

0

+
(

f 2
kmn(χ

(g)
m r )2 + f 3

kmn

)
ak(S(l)

k )bm(S(g)
m )r k−5

× j m(χ(g)
m r )/

(
r k−1

0 j m(χ(g)
m r 0)

)
+
(

f 4
kmn(χ

(g)
m r )2 + f 5

kmn

)
× ak(S(l)

k )bm(S(g)
m )χ(g)

m r k−4 j m+1(χ(g)
m r )/

(
r k−1

0 j m(χ(g)
m r 0)

)
+
(

f 2
kmn(χ

(g)
m r )2 + f 1

kmn

)
bk(S(l)

k )bm(S(g)
m ) j k(χ(l)

k r )

× j m(χ(g)
m r )/

(
r 5 j k(χ(l)

k r 0) j m(χ(g)
m r 0)

)
+
(

f 4
kmn(χ

(g)
m r )2

+ f 6
kmn(χ

(l)
k r )2 + f 5

kmn

)
bk(S(l)

k )bm(S(g)
m )χ(g)

m j k(χ(l)
k r )

× j m+1(χ(g)
m r )/

(
r 4 j k(χ(l)

k r 0) j m(χ(g)
m r 0)

)
+ f 7

kmnbk(S(l)
k )

× bm(S(g)
m )χ(l)

k χ(g)
m j k+1(χ(l)

k r )

× j m+1(χ(g)
m r )/

(
r 3 j k(χ(l)

k r 0) j m(χ(g)
m r 0)

)
;

f 1
kmn = (m− 1)

((
m2 + k(m+ 2)− 2

)
0kmn/

(
m(m+ 1)

)
+ 20mkn/

(
k(k + 1)

)
+
((

k(m+ 4) + m− 2
)
3kmn

+
(
k(m− 2) + m+ 4

)
3mkn

)
/
(
k(k + 1)m(m+ 1)

)
− Kkmn

− (k2 + 2m+ 1)αkmn/
(
k(k + 1)m(m+ 1)

))
;

f 4
kmn = 0kmn/

(
m(m+ 1)

)
;

f 2
kmn=(m+k)0kmn/

(
m(m+1)

)
+(3kmn+3mkn)/

(
km(m+1)

)
;

f 3
kmn = (k + m− 2)

(
0kmn+ 0mkn− Kkmn

+ (3kmn + 3mkn− αkmn)/(km)
)
;

f 5
kmn = 0kmn+ 0mkn− Kkmn+ (k − 2)(3kmn + 3mkn

− αkmn)/
(
km(m+ 1)

)
;

f 6
kmn=0mkn/

(
k(k+1)

)
+(3kmn+3mkn)/

(
k(k+1)m(m+1)

)
;

χ
(l)
k =

√
S(l)

k /ν ;

f 7
kmn = (23kmn− 43mkn+ αkmn)/

(
k(k + 1)m(m+ 1)

)
;

χ(g)
m =

√
S(g)

m /ν ;

αkmn = −Cn0
k0m0C

n0
k(−1)m1

√
k(k + 1)m(m+ 1);

0kmn = (2n + 1)αnmk/
(
n(n + 1)(2k + 1)

)
;

Kkmn =
(
Cn0

k0m0

)2
; 3kmn = (2n + 1)

( [m/2]∑
j =1

αn,k,m−2 j

−m2αnkm/(2m+ 1)
)/(

n(n + 1)
)
;

Cn0
k0m0,C

n0
k(−1)m1 — коэффициенты Клебша–Гордана.

Уравнение (10) имеет ограниченное при r → 0 реше-
ние вида

U (2)
rn (r, S) = An(S)r n−1 + Bn(S)

1
r

j n(χr )

+
∑

k,m∈�

+∞∑
l ,g=1

n(n + 1)

S−S(l)
k −S(g)

m

r∫
0

{
1

(2n+1)
1
S

(
τ n+3

r n+2
− r n−1

τ n−2

)

+ (−1)n 1√
S
√
ν

τ 3

r

(
j n(χr )yn(χτ )− yn(χr ) j n(χτ )

)}

× f lg
kmn

(
τ , S(l)

k , S(g)
m

)
dτ , (11)

где yn(χr ) — сферическая модифицированная функция
Бесселя второго рода порядка n [4]; An(S), Bn(S) —
произвольные постоянные; χ =

√
S/ν .

Подставляя (11) в граничные условия, получаем си-
стему трех линейных алгебраических уравнений относи-
тельно величин An(S), Bn(S), ξ (2)

n (S). Решая эту систему,

можно найти коэффициенты An(S), Bn(S), ξ (2)
n (S), кото-

рые имеют весьма громоздкий вид. Учитывая это обсто-
ятельство и цели проводимого исследования, приведем
только выражение для ξ (2)

n (S)

ξ
(2)
0 (S) = − 1

r 0

∑
m∈�

1
2m+ 1

F
[(
ξ (1)

m (t)
)2
]
;

ξ
(2)
1 (S) = − 9

r 0

∑
m∈�

(m+ 1)
(2m+ 1)(2m+ 3)

F
[
ξ (1)

m (t) ξ (1)
m+1(t)

]
;

ξ (2)
n (S) =

∑
k,m∈�

+∞∑
l ,g=1

ζ
lg
kmn(S, S(l)

k , S(g)
m )

Dn(S)(S− S(l)
k − S(g)

m )
; n≥ 2,

(12)
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где

ζ
lg
kmn(S, S(l)

k , S(g)
m ) =

(
(χr 0)2 + (n− 1)(3n + 1) +

(n2 − 1)
η0

n(χ)

(
2n− 1− r 0χ

2
j n(χr 0)

j n+1(χr 0)

))

× 2n(n + 1)
2n + 1

r n−3
0

χ2

r 0∫
0

f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m )

r n−2
dr −

(
(χr 0)2 + 2(n + 1)

(
n(n− 3)− 1

)
+

2(n + 1)
η0

n(χ)

(
n(2n2 + n− 1) + 1− n(n + 2)

r 0χ

2
j n(χr 0)

j n+1(χr 0)

))

× n
2n+1

1
χ2

1

r n+4
0

r 0∫
0

r n+3 f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m )dr − n(n + 1)

j n(χr 0)
η0

n(χ)

(
2(χr 0)2 + 4n(n− 1)(n + 2)

− χr 0
(
(χr 0)2 + 2(n− 1)(2n + 1)

) j n(χr 0)
j n+1(χr 0)

)
(−1)n

χr 3
0

r 0∫
0

r 3yn(χr ) f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m )dr

+
n(n + 1)
η0

n(χ)

((
(n + 1)(χr 0)2 + 4n(n− 1)(n + 2)− χr 0

(
(χr 0)2 + 2(n− 1)(2n + 1)

) j n(χr 0)
j n+1(χr 0)

)
yn(χr 0)

− (n− 1)(χr 0)2 j n(χr 0)
j n+1(χr 0)

yn+1(χr 0)

)
(−1)n

χr 3
0

r 0∫
0

r 3 j n(χr ) f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m )dr

+

(
η1

n(χ)
η0

n(χ)
n(n + 1)

(
23kmn

m
− 2(m− 2)(m− 1)0kmn

m
− 2(m− 2)0mkn

)

−
(
Dn(S)− ω2

n

)
r 2

0

ν2χ2

(αkmn

m
− (m− 1)Kkmn

)) ν

r 4
0

aξk(S(l)
k )
(
am(S(g)

m )r 0 + bm(S(g)
m )
)

+
(

4(m− 1)αkmn

m
−
(
(χ(g)

m r 0)2 + 2(m− 2)(m− 1)
)
Kkmn

)
nν

r 3
0

aξk(S
(l)
k ) am(S(g)

m )

+
((

(χ(g)
m r 0)2 + 2(m2 − 1)

) 2αkmn

m(m+ 1)
−
(
(χ(g)

m r 0)2 + (m− 2)(m− 1)
)
2Kkmn

− η1
n(χ)
η0

n(χ)
(n + 1)(m− 2)

m(m+ 1)
(χ(g)

m r 0)20kmn

)
nν

r 4
0

aξk(S(l)
k )bm(S(g)

m )

+
nσ

2r 4
0ρ

((
4(k2 + k − 1) +

(
3 + k(m+ 1) + m(2n− 2m− 7)

)
W
)

Kkmn+ Wαkmn

)
aξk(S(l)

k )aξm(S(g)
m )

+

(
η1

n(χ)
η0

n(χ)

(
23kmn

m(m+ 1)
−
(
(χ(g)

m r 0)2 + 2(m2 + m+ 2)
) 0kmn

m(m+ 1)
− 20mkn

)
n(n + 1)

−
(
Dn(S)−ω2

n

)
r 2

0

Sν

(
αkmn

m(m+1)
− Kkmn

)
+ 8nKkmn−

4nαkmn

m(m+1)

)
aξk(S

(l)
k )bm(S(g)

m )χ(g)
m

ν

r 3
0

j m+1(χ(g)
m r 0)

j m(χ(g)
m r 0)

−
(
0kmn+

(km− k + m+ 3)3kmn

k(k + 1)m(m+ 1)
+

2(m− 1)3mkn

k(k + 1)m(m+ 1)

)
n
r 0

ak(S(l)
k )am(S(g)

m )−
(
0kmn + 0mkn+

0kmn

m(m+ 1)
(χ(g)

m r 0)2

+
3kmn+ 3mkn

km

)
n

r 2
0

ak(S(l)
k )bm(S(g)

m )−
(
0kmn+

0kmn

m(m+ 1)
(χ(g)

m r 0)2 +
(km− k + m+ 3)3kmn

k(k + 1)m(m+ 1)

+
2(m− 1)3mkn

k(k+1)m(m+1)

)
n

r 3
0

bk(S(l)
k )bm(S(g)

m )− n

r 2
0

(
3kmn+3mkn

km(m+1)

)
χ(g)

m

(
r 0ak(S(l)

k ) + bk(S(l)
k )
)
bm(S(g)

m )
j m+1(χ(g)

m r 0)

j m(χ(g)
m r 0)

− n

r 2
0

3kmn

k(k + 1)m(m+ 1)
χ

(l)
k χ(g)

m bk(S(l)
k ) bm(S(g)

m )
j k+1(χ(l)

k r 0)

j k(χ(l)
k r 0)

j m+1(χ(g)
m r 0)

j m(χ(g)
m r 0)

;

η1
n(χ) = n− r 0χ

2
j n(χr 0)

j n+1(χr 0)
.
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4. Из вида выражений (12) видно, что оно имеет
бесконечное счетное число особых точек, которые опре-
деляются из условий Dn(S) = 0 и S− S(l)

k − S(g)
m = 0 и

являются простыми полюсами. Кроме того, выраже-
ние (12) при S→∞ стремится к нулю, что позволяет
в формуле обратного преобразования Лапласа

f (t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

F(S) exp(St) dS

интеграл вдоль прямой Re S = γ заменить контурным
интегралом, охватывающим всю левую часть комплекс-
ной плоскости и применить к этому интегралу теорему
о вычетах. В результате формула обращения примет вид

f (t) =
+∞∑
j =1

res
(
F(S( j )

n ) exp(S( j )
n t)

)
, (13)

где суммирование ведется по всем корням уравнений
Dn(S) = 0 и S− S(l)

k − S(g)
m = 0.

Применяя формулу (13) для коэффициента ξ
(2)
n (S),

найдем

ξ (2)
n (t)=

∑
k,m∈�

+∞∑
l ,g, j =1

ζ
lg
kmn(S

( j )
n , S(l)

k , S(g)
m )

(S( j )
n −S(l)

k −S(g)
m )∂

S( j )
n

Dn(S( j )
n )

exp(S( j )
n t)

+
∑

k,m∈�

+∞∑
l ,g=1

ζ
lg
kmn(S

(l)
k + S(g)

m , S(l)
k , S(g)

m )

Dn(S(l)
k + S(g)

m )
exp
(
(S(l)

k + S(g)
m )t

)
;

n≥ 2, (14)

где S( j )
n — корень дисперсионного уравнения

Dn(S( j )
n ) = 0.

Коэффициенты ξ
(2)
0 (t), ξ (2)

1 (t) будут иметь вид

ξ
(2)
0 (t) =− 1

r 0

∑
m∈�

+∞∑
l ,g=1

aξm(S(l)
m )aξm(S(g)

m )
2m+ 1

× exp
(
(S(l)

m +S(g)
m )t

)
;

ξ
(2)
1 (t) = − 9

r 0

∑
m∈�

+∞∑
l ,g=1

(m+ 1)aξm(S(l)
m )aξm+1(S(g)

m+1)
(2m+ 1)(2m+ 3)

× exp
(
(S(l)

m + S(g)
m+1)t

)
.

Используя явный вид коэффициентов ξ (1)
n (t), ξ (2)

n (t), а
также разложения (4), (7) и (9), выпишем аналитическое
выражение для образующей нелинейно-осциллирующей
заряженной капли вязкой жидкости с учетом слагаемых

до второго порядка малости включительно

r (ϑ, t) = r 0 + ε
∑
n∈�

+∞∑
j =1

aξn(S( j )
n ) exp(S( j )

n t)Pn(µ)

− ε2

r 0

∑
m∈�

+∞∑
l ,g=1

aξm(S(l)
m )aξm(S(g)

m )
2m+ 1

exp
(
(S(l)

m + S(g)
m )t

)
P0(µ)

− 9ε2

r 0

∑
m∈�

+∞∑
l ,g=1

(m+ 1)aξm(S(l)
m )aξm+1(S(g)

m+1)
(2m+ 1)(2m+ 3)

× exp
(
(S(l)

m + S(g)
m+1)t

)
P1(µ)

+ ε2
+∞∑
n=2

∑
k,m∈�

{
+∞∑

l ,g, j =1

ζ
lg
kmn(S

( j )
n , S(l)

k , S(g)
m )

(S( j )
n − S(l)

k − S(g)
m )∂

S( j )
n

Dn(S( j )
n )

× exp(S( j )
n t)

+
+∞∑

l ,g=1

ζ
lg
kmn(S

(l)
k +S(g)

m , S(l)
k , S(g)

m )

Dn(S(l)
k + S(g)

m )
exp
(
(S(l)

k +S(g)
m )t

)}
Pn(µ).

Бросается в глаза (см. (10), (12), (14) и (15))
отличительная особенность полученного выражения —
его громоздкость. В непростом выражении (15) уже
громоздкие коэффициенты ζ

lg
kmn (см. (12)) выражаются

через интегралы от не менее громоздких функций неод-
нородности f lg

kmn уравнений (10). Сказанное означает
большую сложность прямого использования выраже-
ния (15). Даже в случае начальных деформаций капли
простейшего вида (одномодовых) расчетные трудности
весьма значительны даже для не слишком высоких
мод (когда спектр мод, возбуждающихся за счет нели-
нейного взаимодействия, не слишком широк). Поэтому
решение (15) проиллюстрировано (рис. 1) расчетом
нелинейных осцилляций капли вязкой жидкости для
начальной деформации, определяющейся низшей из мод,
деформирующих каплю, основной (n = 2).

5. Важной проблемой нелинейных осцилляций кап-
ли вязкой жидкости является определение зависимости
спектра мод, возбуждающихся за счет их нелинейно-
го взаимодействия, от вязкости. Чтобы разобраться с
этой проблемой, отметим, что спектр возбуждающихся
за счет нелинейного взаимодействия мод определяется
функцией неоднородности f lg

kmn в правой части ура-
врения (10), через которую интегральным образом вы-
ражаются коэффициенты ζ

lg
kmn, определяющие поправки

второго порядка малости в (15).
При численных расчетах по (15) выяснилось, что

функция неоднорости в дифференциальном уравне-
нии (10) может иметь более простой вид, поскольку
коэффициенты f 1

kmn, f 3
kmn, f 5

kmn, f 7
kmn удовлетворяют

свойствам

f 1
kkn = 0, f 1

kmn = − f 1
mkn, f 3

kmn = 0, f 5
kmn = 0,

f 7
kkn = 0, f 7

kmn = − f 7
mkn,

по крайней мере в том случае, когда изначально
возбуждается любой набор мод из интервала от 2
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Рис. 1. Зависимости безразмерных амплитуд мод капли вязкой
жидкости, возбуждающихся во втором порядке малости за счет
нелинейного взаимодействия, от безразмерного времени при
начальном возбуждении основной (n = 2) моды при W = 0 и
различных значениях безразмерной вязкости. Цифра у кри-
вой — номер моды. Обезразмеривание здесь и далее проведено
по правилу: ρ = 1, r 0 = 1, σ = 1; ν = 0.02 (a), 0.2 (b).

до 20, т. е. для любых k,m∈ � и n≥ 2, когда � ⊆ �0,
�0 = {k | 2 ≤ k ≤ 20, k ∈ N}. Отметим, что указанный
диапазон мод представляет наибольший интерес, по-
скольку более высокие моды весьма быстро затухают,
а потому не могут играть существенной роли в фи-
зически значимых приложениях. Учитывая выписанные
соотношения, функцию f lg

kmn(r, S(l)
k , S(g)

m ) в правой части
уравнения (10) можно записать в более компактном виде

f lg
kmn(r, S(l)

k , S(g)
m ) = f 4

kmn(χ
(g)
m )3ak(S(l)

k )bm(S(g)
m )

r k−2

r k−1
0

× j m+1(χ(g)
m r )

j m(χ(g)
m r 0)

+ f 2
kmn(χ

(g)
m )2bm(S(g)

m )
(

ak(S(l)
k )

r k−3

r k−1
0

+ bk(S(l)
k )

1
r 3

j k(χ(l)
k r )

j k(χ(l)
k r 0)

)
j m(χ(g)

m r )

j m(χ(g)
m r 0)

+
(

f 4
kmn(χ

(g)
m )3

+ f 6
kmn(χ

(l)
k )2χ(g)

m

)
bk(S(l)

k )bm(S(g)
m )

1
r 2

j k(χ(l)
k r )

j k(χ(l)
k r 0)

j m+1(χ(g)
m r )

j m(χ(g)
m r 0)

.

При начальном возбуждении хотя бы одной моды
во втором порядке малости вследствие условия по-
стоянства объема капли будет возбуждаться нулевая
мода. Возбуждение первой моды во втором порядке
малости будет иметь место, только тогда, когда в первом
порядке малости будут возбуждаться две соседние моды
с номерами, отличающимися на единицу [5,6]. Ампли-
туды более высоких мод (n≥ 2), определяемые выра-
жением (15), пропорциональны коэффициентам Kkmn,
αkmn, 0kmn, 0mkn, 3kmn, 3mkn, первые части из которых
пропорциональны коэффициентам Клебша−Гордана

Cn0
k0m0,C

k0
n0m0,C

m0
n0k0; k,m∈ �; n≥ 2, (16)

а последние два представлются в виде суммы двух
слагаемых, первое из которых — это суммы вида

[m/2]∑
j =1

αn,k,m−2 j ,

[k/2]∑
j =1

αn,m,k−2 j ; k,m∈ �; n≥ 2, (17)

а второе пропорционально коэффициентам Ck0
n0m0, Cm0

n0k0.
Коэффициенты же (16) отличны от нуля только при
условиях, когда сумма k + m+ n — четное число и вы-
полнено соотношение треугольника |k −m| ≤ n≤ k + m.
Коэффициенты

αn,k,m−2 j , j = 1, 2, . . . , [m/2];

αn,m,k−2 j , j = 1, 2, . . . , [k/2]; k,m∈ � (18)

будут отличны от нуля соответственно при условиях
min{|k −m+ 2 j |} ≤ n≤ k + m− 2, j = 1, 2, . . . , [m/2]
и min{|m− k + 2 j |} ≤ n≤ m+ k − 2, j = 1, 2, . . . , [k/2].
Так, если изначально возбуждается одна мода с номе-
ром n1, т. е. � = {n1}, тогда коэффициенты (16) будут
отличны от нуля при четных значениях n, удовлетво-
ряющих условию 2 ≤ n≤ 2n1, а коэффициенты (18) —
при 2 ≤ n≤ 2n1 − 2. Следовательно, в этом случае во
втором порядке малости будут возбуждаться нулевая
мода и четные моды с номерами 2 ≤ n≤ 2n1. Если же
изначально будут возбуждаться две моды с номерами n1

и n2, т. е. � = {n1, n2}, тогда, если n1 и n2 одновременно
четные или нечетные, из коэффициентов (16) и (18)
будут отличны от нуля только те, для которых n
четно и удовлетворяет условиям 2 ≤ n≤ max{2n1, 2n2}
и 2 ≤ n≤ max{2n1, 2n2} − 2. Если одно из чисел n1, n2

будет четным, а другое нечетным, то среди коэффици-
ентов (16) отличными от нуля будут те, для которых n
четно и удовлетовряет условию 2 ≤ n≤ max{2n1, 2n2}
либо n нечетное, такое что |n1 − n2| ≤ n≤ n1 + n2. Из
коэффициентов (18) отличными от нуля будут ко-
эффициенты с четным n, удовлетворяющим условию
1 ≤ n≤ max{2n1, 2n2} − 2, и нечетным n, удовлетворя-
ющим условию 3 ≤ n≤ n1 + n2 − 2. Отметим, что по-
следнее условие при нечетных n сформулировано для
выражений (18). В действительности для того чтобы
моды с нечетными номерами 3 ≤ n≤ n1 + n2 − 2 при-
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сутствовали в спектре второго порядка, необходимо,
чтобы были отличными от нуля коэффициенты f lg

kmn
в (10). Перебирая различные числовые значения n1 и n2

в интервале от 2 до 20, одно из которых четно, а другое
нечетно, можно сделать вывод, что для 3 ≤ n < |n1 − n2|
коэффициенты (17) всегда равны нулю, поскольку во
всех случаях суммы (17) имеют взаимно уничтожающи-
еся слагаемые.

Таким образом, спектр мод, возбуждающихся за счет
нелинейного взаимодействия во втором порядке мало-
сти, для капли вязкой жидкости совпадает с таковым для
капли идеальной жидкости [7–9].

6. Из выражения (15) видно, что решение задачи о
капиллярных колебаниях вязкой несжимаемой жидкости
имеет резонансный характер: некоторые из компонент
аналитического выражения для образующей содержат
знаменатели, становящиеся при определенных услови-
ях весьма малыми. В частности, из (15) видно, что
для нелинейно взаимодействующих мод может иметь
место комбинационный трехмодовый резонанс при
Re S( j )

n � Im S( j )
n , когда обращается в нуль мнимая часть

стоящей в знаменателе разности безразмерных (при
ρ = 1, r 0 = 1, σ = 1) частот Im(S( j )

n − S(l)
k − S(g)

m ) = 0,

где S( j )
n — уровень уравнения Dn(S( j )

n ) = 0. Напо-
мним, что для идеальной жидкости условия резо-
нанса сводятся к обращению в нуль разности ча-
стот (являющихся вещественными) взаимодействующих
мод.

Уравнение Dn(S( j )
n ) = 0 имеет бесконечно много кор-

ней, среди которых два корня при докритическом в
смысле устойчивости по отношению к собственному за-
ряду значении W являются комплексно-сопряженными:
S(1)

n = −δn + i$n, S(2)
n = −δn −$n, где δn = −Re(S(1)

n ) =
= −Re(S(2)

n ) — декремент затухания, $n = Im(S(1)
n ) =

= −Im(S(2)
n ) — частота колебаний. Остальные кор-

ни уравнения Dn(S( j )
n ) = 0 являются действительны-

ми отрицательными. При закритическом значении W
все корни являются действительными и среди них
по крайней мере один больше нуля. Следовательно,
при докритическом значении W может иметь ме-
сто резонанс, если $n = $k +$m. В условиях ре-
зонанса ряд (15) в знаменателе будет содержать
выражения вида S(1)

n −S(1)
k −S(1)

m = S(2)
n − S(2)

k − S(2)
m =

= −δn + δk + δm, численное значение которых будет за-
висеть от величины вязкости жидкости и будет стре-
миться к нулю при ν → 0.

Остановимся более детально на двух вырожденных
нелинейных резонансах между 4- и 6-й модами и между
5- и 8-й модами. Вырожденные резонансы реализуются,
когда в начальный момент времени возбуждается только
одна мода, например с номером k. При этом резонанс
имеет место при выполнении равенства

$n = 2$k. (19)

Рис. 2. Зависимости резонансных значений параметра Wr от
безразмерной вязкости жидкости ν для двух вырожденных
резонансов: 4–6 — резонанс между 4-й и 6-й модами, 5–8 —
резонанс между 5-й и 8-й модами. Сплошная кривая — точное
решение, пунктир — рассчитанное по выражению (15).

Из условия (19) можно найти зависимость между ре-
зонансным значением Wr и вязкостью жидкости капли ν

(рис. 2). Видно, что увеличение вязкости жидкости при-
водит к увеличению резонансного значения параметра
Рэлея Wr по крайней мере для резонансов.

а) Для случая малой вязкости жидкости этот вывод
можно аргументировать приближенными расчетами, ко-
гда справедливо соотношение [4]

j n(χ) =
exp(χ)

2χ

(
1− n(n + 1)

2χ

+
n(n2 − 1)(n + 2)

8χ2
+ O

(
1
χ3

))
; χ →∞,

используя которое, найдем приближенное выражение
для первого корня уравнения Dn(S( j )

n ) = 0 в виде
S(1)

n = −δn + i$n, где декремент затухания δn и часто-
та $n имеют вид

δn = (n− 1)(2n + 1)
ν

r 2
0

−
√

2 (n− 1)2(n + 1)
ν3/2

r 3
0
√
ωn

+ o(ν2); (20)

$n = ωn −
√

2 (n− 1)2(n + 1)
ν3/2

r 3
0
√
ωn

− (n− 1)2(4n + 5)
ν2

2r 4
0ωn

+ o(ν2). (21)

Подставляя выражение (21) в (19), нетрудно найти
зависимость резонасного значения параметра Wr от
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Минимальные величины индексов суммирования в (14), обес-
печивающие удовлетворительную аппроксимацию ряда конеч-
ным числом его первых слагаемых при n = k = m = 2 и раз-
личных значениях безразмерной (при ρ = 1, r 0 = 1, σ = 1)
вязкости жидкости ν и параметра W

ν W = 0 W = 2 W = 3 W = 3.5

0.01 22 20 15 10
0.02 16 12 9 6
0.03 10 8 7 5
0.05 8 6 5 4
0.07 6 5 4 3
0.1 4 4 3 3
0.2 3 3 3 3
0.5 3 3 3 2
1.5 2 2 2 2
2.0 2 1 1 1

вязкости жидкости

Wr = W(0)
r

+

8
√

2(k−1)kn(k−n)(n−1)
(

2(k−1)2(k+1)
√
ω

(0)
n

−(n−1)2(n+1)
√

ω
(0)
k

)
r 3

0

√
ω

(0)
n

√
ω

(0)
k

(
4k(k−1)−n(n−1)

)(
8(k−1)kω(0)

k

−(n−1)nω(0)
n

) ν3/2

−
4k
(
k(4k−3)− 6

)
− n
(
n(4n−3)− 6

)
+15

4(k − 1)k − (n− 1)n
ρν2

r 0σ
,

(22)
где W(0)

r и ω
(0)
n — резонанстное значение параметра W

и частота капиллярных колебаний, определенные для
идеальной жидкости, которые имеют вид

W(0)
r =

4k(k − 1)(k + 2)− n(n− 1)(n + 2)
4k(k − 1)− n(n− 1)

;

ω(0)
n =

√
σn(n− 1)(n + 2−W(0)

r )/(ρr 3
0).

Подставляя выражение (22) в (20) и (21), нетрудно
найти приближенные выражения для резонансных зна-
чений декремента затухания и частоты осцилляций

δn = (n− 1)(2n + 1)
ν

r 2
0

−
√

2 (n− 1)2(n + 1)
ν3/2

r 3
0

√
ω

(0)
n

;

$n = ω(0)
n −

2
√

2(k−1)(n−1)
(
n(k2−1)(ω(0)

n )3/2−4k(n2−1)(ω(0)
k )3/2

)
(
n(n− 1)ω(0)

n − 8k(k − 1)ω(0)
k

)√
ω

(0)
k

√
ω

(0)
n

× ν3/2

r 3
0

−
(

(n− 1)2(4n + 5)

2ω(0)
n r 4

0

+
4k
(
k(4k − 3)− 6

)
− n
(
n(4n− 3)− 6

)
+ 15

8(k − 1)k(k − n)
ρω

(0)
n

σ r 0

)
ν2.

(23)

Выражения (20)–(23) хорошо описывают зависимости
резонансных значений физических параметров от вязко-
сти только при малых ее значениях, как это видно из
рис. 2 и 3. В условиях резонанса, разности комплексных
частот S(1)

n − 2S(1)
k = S(2)

n − 2S(2)
k = −δn + 2δk при ν 6= 0

всегда остаются конечными, что указывает на конеч-
ность амплитуд резонансных мод (рис. 4 и 5).

Вязкость жидкости влияет не только на величины
резонансных частот и резонансных значений параметра
Рэлея, но и на условия сходимости ряда (14). Так,
при увеличении вязкости жидкости капли минималь-
ное число корней дисперсионного уравнения, которое
необходимо учесть для удовлетворительной сходимости
ряда (14) (минимальное количество первых членов
ряда, которыми можно заменить бесконечный ряд (14),
чтобы разница между точным и приближенным реше-
нием укладывалась в толщину линий на приведенных
рисунках), значительно уменьшается, что хорошо видно
из таблицы. Этот факт делает актуальным поиск более

Рис. 3. Зависимость безразмерной резонансной частоты $n

от безразмерной вязкости жидкости ν . Сплошная кривая —
точное решение, пунктир — рассчитанное по выражению (17).

Рис. 4. Зависимости резонансного значения разности безраз-
мерных частот S(1)

n −2S(1)
k от безразмерной вязкости ν .
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Рис. 5. Зависимости безразмерного коэффициента ξ
(2)
n от

безразмерного времени t, рассчитанные по выражению (14),
при различных значениях безразмерной вязкости ν в условиях
разонанса между 4-й и 6-й модами. ν = 0.05 (1), 0.1 (2),
0.15 (3), 0.25 (4).

компактного выражения для ξ
(2)
n (t) при умеренной и

большой вязкостях, т. е. при условиях, когда в выра-
жении (14) можно ограничиться одним или двумя в
зависимости от величины ν первыми корнями дис-
персионного уравнения (первыми двумя слагаемыми;
см., например, [1]).

Заключение

Учет реальной вязкости жидкости заряженной капли
при рассмотрении задачи о нелинейных осцилляциях
ее поверхности не приводит к расширению спектра
мод, формирующих поверхность капли, по сравнению
со случаем идеальной жидкости, но вызывает сдвиг
резонансных значений электрического заряда на капле
в сторону больших величин и ограничивает амплидуты
резонансных мод в положениях точных резонансов.

Работа выполнена при поддержке гранта Президен-
та РФ (№ МК-2946-2004-1) и гранта РФФИ (№ 03-01-
00760).
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