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Изучены квантовые поправки к проводимости двумерного электронного газа в условиях целочисленного

квантового эффекта Холла. Показано, что нарушение однопараметрического скейлинга в режиме квантующих

магнитных полей, ωcτ ≫ 1, происходит на уровне теории возмущений. Результаты диаграмматического

расчета квантовой поправки находятся в согласии с численными зависимостями пиков продольной

проводимости от эффективного размера образца, в отличие от ранних расчетов на основе унитарной

нелинейной σ -модели. По этой причине учет квантования Ландау является критичным для корректного

описания квантового эффекта Холла.

1. Введение

Хотя первоначальная формулировка гипотезы одно-

параметрического скейлинга [1] подразумевала ее со-

стоятельность при весьма общих условиях, включая

наличие внешнего магнитного поля, открытие явления

целочисленного квантового эффекта Холла показало,

что диагональная компонента тензора проводимости,

σxx , не может подчиняться уравнению ренормгруппы в

одиночку, без σxy [2–4] (подробнее см. в работе [5]).
Этот факт, противоречащий феноменологическим пред-

ставлениям работы [1] и количественным результатам

работы [6], был приписан неким
”
непертурбативным“ по-

правкам к σxx и σxy . Хотя гипотеза двухпараметрическо-

го скейлинга, сформулированная в работах [3,4], и дает

элегантный рецепт преодоления указанного затруднения.

теоретическая модель, на которой базируется гипотеза,

обладает рядом недостатков, а следствия из нее по-

настоящему не проверены. Именно вывод дополнитель-

ного члена нелинейной σ -модели, пропорционального

σxy , требует рассмотрения краевых токов, в противопо-

ложность объемной природе формулы Кубо для прово-

димости, и поэтому не может быть признан бесспорным.

Кроме того, на данный момент не существует никаких

экспериментальных фактов (или данных численных экс-

периментов), подтверждающих гипотезу двухпараметри-

ческого скейлинга, как обсуждается в работе [7].
В настоящей публикации показано, что нарушение

однопараметрического скейлинга происходит в первом

неисчезающем порядке теории возмущений в условиях

сильного, квантующего магнитного поля, ωcτ ≫ 1, что

типично для экспериментов по квантовому эффекту

Холла. Результаты проведенных прямым диаграмматиче-

ским методом расчетов квантовой поправки 2-го порядка

к σxx находятся в согласии с численными результатами,

в отличие от предсказаний унитарной нелинейной σ -

модели, данных в работе [6]. Таким образом, учет

квантования Ландау является принципиально важным

для корректного описания целочисленного квантового
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эффекта Холла, и это является ахиллесовой пято́й тео-

рии [4], основанной на двухкомпонентной нелинейной

σ -модели.

2. Самосогласованное борновское
приближение, проводимость
Друде–Андо и диффузон

Для расчетов диагональной компоненты тензора про-

водимости σxx мы применим стандартную диаграммную

технику усреднения по беспорядку, включающую фор-

мулу Кубо в виде∗

σxx = − e2~
4πS

Tr {v̂x(ĜR − ĜA)v̂x (ĜR − ĜA)}, (1)

к бесспиновому двумерному электронному газу, описы-

ваемому гамильтонианом

Ĥ =
(p̂− e/cA)2

2m
+ U(r). (2)

Здесь S — площадь образца, GR,A — точные (неусред-
ненные) функции Грина, горизонтальная черта означает

усреднение по конфигурациям рассеивателей, и делается

стандартное предположение о гауссовой форме весо-

вого функционала случайного потенциала с точечным

коррелятором U(r)U(r′) = W δ(r− r′). Поскольку цело-

численный квантовый эффект Холла не требует учета

кулоновского и спин-орбитального взаимодействий, мы

используем такую модель в качестве минимальной, ого-

ворившись о возможностях вырождения или расщепле-

ния спиновых подуровней каждого из уровней Ландау,

обобщение на которые, исходя из бесспинового случая,

делается тривиально.

Для нахождения функций Грина при больших номерах

уровней Ландау, N ≫ 1, вслед за работами [8] мы ис-

пользуем самосогласованное борновское приближение

∗ Подразумевается, что температура системы позволяет использо-

вать ступенчатую аппроксимацию функции распределения Ферми–
Дирака.
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Рис. 1. Базовые уравнения и результаты самосогласованно-

го борновского приближения (ССБП) в пределе ωcτ ≫ 1.

a — уравнения ССБП для усредненных по беспорядку функ-

ций Грина, собственно-энергетической части и диффузона;

b — плотность состояний (DOS) в форме полукруга; c — про-

водимость Друде–Андо согласно формуле (11).

(ССБП), как показано на рис. 1, a. В пределе квантую-

щих магнитных полей, ωcτ ≫ 1, в правой части уравне-

ния на рис. 1, a существенны лишь члены, относящиеся к

фермиевскому уровню Ландау N, поэтому мы приходим

к следующим выражениям, иллюстрируемым рис. 1, b:

GR,A
EF

(r, r′) =
∑

n

GR,A
n (x)Kn(r, r

′), (3)

GR,A
N (x) =

2

Ŵ

(

x ∓ i
√

1− x2
)

, (4)

GR,A
N+1

(x) = − 1

1~ωc
∓ i

Ŵ
√
1− x2

212(~ωc)2
, (5)

Kn(r, r
′) =

∑

k

9nk(r)9
∗
nk(r

′), (6)

x =
EF − ~ωc(N + 1/2)

Ŵ
. (7)

Здесь N — номер уровня Ландау, соответствующего

уровню Ферми, 9nk(r) — собственные функции цикло-

тронного движения [9], −1 ≤ x ≤ 1 — относительное

положение Ферми внутри актуального уровня Ландау,

а ширина уровней Ландау Ŵ дается формулой

Ŵ =

√

4W

2πl2B
=

√

2

π

~2ωc

τ
, (8)

где lB и τ — соответственно магнитная длина и

время рассеяния в нулевом магнитном поле, обратно

пропорциональное W . Проводимость Друде в режиме

квантующих магнитным полей состоит из двух частей,

именно σ0 = σ RR
0 + σ RA

0 , причем общие выражения для

них

σ
RR,RA
0 = ∓ e2~

4πS
Tr{v̂x ĜR v̂x ĜR,A} + c.c. (9)

с учетом уравнений (4), (5) и явных выражений для мат-

ричных элементов оператора скорости преобразуются

в ответы

σ
RR,RA
0 =

[

(2N + 1)(1− x2)

2π
± x

π

~ωc

Ŵ

]

e2

h
. (10)

Таким образом, σ RR
0 и σ RA

0 дают равные вклады в

конечный ответ для друдевской проводимости в силь-

ном магнитном поле, впервые полученный Андо [8]
(см. рис. 1, c),

σ0 =
(2N + 1)(1 − x2)

π

e2

h
, (11)

в противоположность случаю нулевого магнитного по-

ля, где σ RR
0 параметрически меньше σ RA

0 . Более того,

при сложении этих вкладов сокращается сомнительный

член, малый по параметру (2N + 1)−1, но большой

по (ωcτ )−1. Качественно ответ (11) может быть по-

лучен из обычного выражения для друдевской про-

водимости с использованием замен kF →
√
2N + 1/lB ,

ltr → Rc =
√
2N + 1lB , отражающих физику циклотрон-

ного движения в режиме квантующих магнитных полей.

Действительно, в результате большой параметр kFl
превращается в 2N + 1 и хорошо известное выражение

для нулевого магнитного поля σ0 = (1/2)kFl(e2/h) дает

уравнение (11) с точностью до множителя, отражаю-

щего тонкую структуру самосогласованного уширения

уровней Ландау.

Согласно указанному соответствию между kFl и

2N + 1, квантовые поправки к проводимости в режиме

квантующих магнитных полей могут быть классифи-

цированы по малости по параметру (2N + 1)−1, по

аналогии со случаем нулевого поля. Поскольку приложе-

ние магнитного поля подавляет расходимость квантовой

поправки 1-го порядка при нулевой температуре (что со-

ответствует L → ∞) из-за ее куперонной сущности, мы

сфокусируемся на вкладах 2-го порядка по (2N + 1)−1,

образованных диффузионными последовательностями.

В рамках ССБП диффузон дается обычной геометриче-

ской прогрессией, как показано на рис. 1, a, в результате

D0(q) =
W

1− P
, (12)

P =
Ŵ2

4

∑

n1,n2

GR
n1G

A
n2e

−wLn1(w)Ln2(w), (13)

где w = q2l2B/2. В пределе ωcτ ≫ 1 главный вклад

в P происходит от n1 = n2 = N, и, поскольку N ≫ 1,
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мы можем заменить в этих и подобных выражениях

полиномы Лагерра на бесселевские функции:

P ≈ PN = e−w
[

LN(w)
]2 ≈

[

J0(t)
]2
, (14)

где t =
√

2(2N + 1)w . В пределе малого волнового

вектора P ≈ 1− R2
cq2/2 и уравнение (12) сводится к

стандартной диффузионной форме:

D0(q)
q→0≈ Ŵ2

4

1

2N + 1

2π

q2/2 + ε
, (15)

в которой транспортная длина l заменена на цик-

лотронный радиус Rc (здесь ε ∝ L−2 — обрезающий

параметр, имеющий смысл обратного времени дефа-

зировки). Поскольку интегрирование одиноко стоящего

диффузона D0 по волновому вектору q приводит к уль-

трафиолетовой расходимости, полезно ввести усеченные

диффузоны Dm(q), в которых суммирование стартует не

с одной, а с m + 1 примесных линий,

Dm(q) = W
[PN ]m

1− PN
≈ W

[J0(t)]2m

1− [J0(t)]2
. (16)

3. Расходящиеся квантовые поправки
к проводимости: диффузонные
диаграммы

Поскольку каждый диффузон привносит фактор мало-

сти (2N + 1)−1, все логарифмически расходящиеся вкла-

ды в квантовую поправку 2-го порядка δσ2 даются сум-

мой одно-, двух- и трехдиффузонных наборов диаграмм,

приведенных на рис. 2. Для расчета коэффициента перед

температурным логарифмом прежде всего необходимо

локализовать вклады, происходящие от областей малых

величин каждого из волновых векторов, применяя пра-

вило

δσ
(q)
i =

∫

d2q

(2π)2

∫

d2reiqrD(q)F(q, r) →
∫

d2q

(2π)2
D(q)

×
∫

d2rF(0, r) =
Ŵ2

4

ln(1/ε)

2N + 1

∫

d2rF(0, r) (17)

ко всем диффузонным волновым векторам, входящим в

рассматриваемую диаграмму (q для однодиффузонных

диаграмм; q и Q для двухдиффузонных диаграмм; q1,Q

и q + Q для трехдиффузонных диаграмм). Затем следует

исключить все возможные интегрирования по промежу-

точным точкам, используя тождество
∫

GR(r1, r)G
A(r, r2)d

2r = iT (x)(GR − GA) = GB , (18)

где эффективное время рассеяния T (x) в рамках ССБП

при ωcτ ≫ 1 дается формулой

T (x) =
1

Ŵ
√
1− x2

. (19)

Используя уравнения (4), (5), несложно получить следу-

ющие выражения для спектральной функции Грина GB ,

Рис. 2. Набор диаграмм для квантовой поправки к проводи-

мости 2-го порядка по параметру (2N + 1)−1, расходящихся

при нулевой температуре (эквивалентно ε = 0). Сплошные

линии с пометками R и A обозначают запаздывающую и

опережающую функции Грина, волнистая линия подразумевает

полноценный диффузон, точечная — логарифмический вклад,

происходящий от области малых волновых векторов соответ-

ствующего диффузона.

фигурирующей в правой части (18):

GB(r, r′) =
∑

n

GB
n (x)Kn(r, r

′), (20)

GB
N(x) =

4

Ŵ2
, (21)
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GB
N+1(x) =

1

12(~ωc)2
. (22)

С использованием указанных операций все диаграммы

максимально упрощаются, как показано на рис. 3–5.

Рис. 3. Упрощение двухдиффузонных диаграмм за счет вы-

деления вкладов малых импульсов каждого из диффузонов и

применения формулы (18). Сплошные линии с пометкой B

обозначают спектральную функцию Грина (20). Определения
лестниц RR/AA и вершин V3,4 приведены на вставках.

Рис. 4. Упрощение левых вершин трехдиффузонных диаграмм

(
”
квадратных хиками-боксов“) при операциях, описанных для

рис. 3 (правые вершины преобразуются аналогично и по этой

причине не приводятся). Последовательно показаны вклады,

происходящие от областей малых величин волновых векто-

ров q,Q и q + Q.

Рис. 5. Аналогично рис. 3 для однодиффузонных диаграмм.

В пределе ωcτ ≫ 1 пребывание носителей на уровнях

Ландау, отличных от фермиевского с номером N, как

видно из уравнений (5), (22), дает параметрическую

малость, поэтому все электронные линии на каждой

из диаграмм на рис. 3–5 содержат индекс N, помимо

одной линии в каждой из токовых вершин, соответ-

ствующей соседним уровням Ландау, с номерами N ± 1.

Технически все диаграммы на рис. 3–5 состоят из

парных петель, их геометрических прогрессий (лестниц
RR/AA), диффузонов и двух типов вершин — V3 и V4

(введенных на второй вставке к рис. 3) и, поскольку
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Рис. 6. Сокращение однодиффузонных диаграмм со все-

возможными комбинациями двух дополнительных примесных

линий устраняет ультрафиолетовую расходимость отдельных

диаграмм на рис. 2.

все эти структурные элементы являются замкнутыми,

становится удобным переход к импульсному представ-

лению. Далее, взаимное сокращение диаграмм с малым

часлом линий, собранных на рис. 6, устраняет пробле-

му ультрафиолетовой расходимости отдельных вкладов,

приведенных на рис. 3–5. В результате диффузоны в

диаграмме (A) следует начинать с трех примесных

линий (D2), в диаграммах (B, C, E–H) — с друх

примесных линий (D1). К тому же из трехдиффузонной

диаграммы с двумя
”
чистыми“ (без дополнительных

линий) хиками-квадратами необходимо вычесть сумму

диаграмм (a), (b) и (q), а из диаграмм (R–V) — сумму

диаграмм (m–p) и (q). Реализация указанной схемы с

использованием выражений (П.1, П.2) для вершин V3,4

приводит к ответу для предшествующего логарифму

коэффициента C, определяемого формулой

δσ2 =
C(x)

2π

ln(1/ε)

2N + 1

e2

h
. (23)

В результате C(x) представляется в виде суммы инте-

гралов

CABCD =

∞
∫

0

dw

P2{2F1(w) − (P2 − 2P + 3)F2(ω)+

+(α + α∗)(1 − P)[F1(w) − F2(w)]}
(1− P)|1− αP |2 ,

(24)

CEFGHIJ = −
∞
∫

0

dw

P2{[2(1− P) + α + α∗]F2(w)+

+[2 + (α + α∗)(1− P)]F3(w)}
(1− P)|1− αP|2 ,

(25)

CKLMN = −
∞
∫

0

dw

×

P2{[α2 + (α∗)2 − 2(α + α∗)P + P2]F2(ω)+

+[(α + α∗)(1 + P2) − 4P]F3(w)}
(1− P)|1 − αP|4 ,

(26)

COP = −
∞
∫

0

dw

× P{[1 + P2 − (1− P)2|1− αP |2]F2(w) + 2PF3(w)}
(1 − P)2|1− αP|2 ,

(27)

CQ = −
∞
∫

0

dw

× P[(1 + P)2 − |1− αP|4][2F2(w) + (α + α∗)F3(w)]

2|1− αP|4 ,

(28)

CRST =

∞
∫

0

dw

P2{[α2 + (α∗)2 + 1− (α + α∗)P]F1(w)−
−2(α + α∗ − P)F2(w)}

|1− αP|2 ,

(29)

CUV = −
∞
∫

0

dw

×

P2F3(w){2[α2+(α∗)2] − (α + α∗)[α2+ (α∗)2 + 3]P+

+2[α2 + (α∗)2 + 2]P2 − (α + α∗)P3}
2|1− αP|4 ,

(30)

где α = (Ŵ2/4)[GR
N ]2 = 2x2 − 1− 2ix

√
1− x2 происходит

от лестниц RR/AA, характерных для ССБП (см. послед-

нюю строчку на рис. 2), а функции

F1(w) = e−w
[

(N + 1)LN(w)LN+1(w) + NLN(w)LN−1(w)
]

,

(31)

F2(w) = 2e−wwL1
N(w)L1

N−1(w), (32)

F3(w) = e−ww
{[

L1
N(w)

]2
+

[

L1
N−1(w)

]2}
(33)

описывают квантово-механическую динамику носителей

на разъединенных уровнях Ландау. Легко видеть, что

подынтегральные выражения в CABCD и COP ведут себя

как ∼ w−1 при малых w, приводя к поведению ∼ ln2 ε

для двух- и трехдиффузонных вкладов в случае их

независимого вычисления, однако при сложении вкладов
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расходимость такого рода пропадает, так как

δσ
(ABCD)
2 ≈ −δσ

(OP)
2

≈ 1

8π(1 − x2)

ln2 ε

2N + 1

e2

h
=

ln2 ε

8π2σ0
. (34)

Заметим, что правая часть (34) может быть представле-

на как функция единственного аргумента σ0, что наме-

кает на справедливость скейлинга.† Однако ни данный

факт, связанный, вероятно, с диффузионной природой

этих вкладов (в противоположность баллистической

сущности суммарных выражений для коэффициента C),
ни сокращение членов типа ln2 ε не доказывают кон-

цепцию скейлинга даже в рамках 2-го порядка теории

возмущений, в отличие от случая нулевого магнитного

поля, впервые рассмотренного в работе [10]. Такое

различие напрямую связано с квантованием Ландау, по-

скольку проводимость Друде–Андо, определяемая фор-

мулой (11), зависит не только от номера фермиевского

уровня Ландау N (играющего роль эффективного пара-

метра kFl), но и от параметра x , дающего относительное

положение уровня Ферми внутри данного уровня Лан-

дау. Для того чтобы действительно проверить однопара-

метрическую скейлинговую гипотезу, рассмотрим далее

предел N ≫ 1.

4. Предел высоких уровней Ландау

Хотя формально все выражения предыдущего раз-

дела были получены для произвольного фермиев-

ского уровня Ландау N (при единственном условии

ωcτ ≫ 1), их практическое использование становится

осмысленным лишь в пределе N ≫ 1 ввиду принци-

па отбора диаграмм в рамках используемой техни-

ки. По этой причине все полиномы Лагерра в фор-

мулах (24)–(33) следует заменить функциями Бессе-

ля, а именно F1(w) ≈ (2N + 1)P , F2,3(w) ≈ (2N + 1)Q,

P ≈ [J0(t)]2, Q ≈ [J1(t)]2. Поскольку dw = tdt/(2N + 1),
дополнительный множитель 2N + 1, возникающий при

указанных подстановках, исчезает при переходе к ин-

тегрированию по переменной t . Конечный ответ для

коэффициента C(x) можно записать в виде

C =

∞
∫

0

(C0 − 4x2
C1 + 16x4

C2 − 64x6
C3)P2tdt

[(1 + P)2 − 4x2P]2
, (35)

C0(t) =
[

P(1− P)(1 + P)3(3− 2P)

− Q(1 + P)2(3 + 2P + P2 − 2P3)
]

/(1− P)2, (36)

C1(t) =
[

P(1− P)(1 + P)(3 + 4P − 5P2 − P3)

− Q(3− 2P + 4P2 + P3 − 3P4 + P5)
]

/(1− P2),
(37)

† Множитель (e2/h)2 опущен в правой части формулы (34) и

некоторых других по соображениям компактности.

Рис. 7. Зависимости от относительного положения уровня

Ферми внутри данного уровня Ландау, x : a — коэффициента

C в пределах сильного (1) и слабого (2) магнитного поля;

b — проводимости Друде–Андо (1) и плотности состояний

DOS (2).

C2(t) = P(1 + 5P + 2P2) − Q(3 + P + 2P2), (38)

C3(t) = P(P − Q). (39)

Хотя приведенные выражения и выглядят громоздко,

их несложно проанализировать посредством численного

интегрирования. Наиболее интересным является случай

уровня Ферми, попадающего в центр одного из уровней

Ландау (точка перехода между двумя плато целочис-

ленного квантового эффекта Холла), что соответствует

x = 0 (см. рис. 1, b). В этой точке все вклады, опи-

сываемые формулами (24)–(30), являются величинами

порядка 1 или в точности обращаются в нуль, именно

CABCD(x = 0) + COP(x = 0) ≈ −0.53526,

CRST(x = 0) ≈ 0.61274, CUV(x = 0) ≈ −0.07862,

CE–J(x = 0) = CK–N(x = 0) = CQ(x = 0) = 0.

Однако суммарный коэффициент, равный при x = 0

C0 =

∞
∫

0

P2tdt
1− P2

[

P(3− 2P) − Q(3 + 2P + P2 − 2P3)

1− P2

]

,

(40)
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Рис. 8. Зависимости пиковых величин продольной проводимо-

сти, соответствующих уровням Ландау с номерами N = 0, 1, 2,

от эффективного размера моделируемого образца: 1 — чис-

ленный эксперимент, 2 — теория данной работы, 3 — теория

работы [6].

оказывается меньше по величине более чем на 2 поряд-

ка, C0 ≈ −0.00115. Полная зависимость коэффициента C
от относительного положения уровня Ферми x приве-

дена на рис. 7 вместе с плотностью состояний и про-

водимостью Друде–Андо. Поведение рассматриваемого

коэффициента вблизи краев актуального уровня Ландау

(|x | = 1) дается асимптотикой C(x) ∝ −1/[2(1− x2)],
так что квантовая поправка к проводимости может быть

выражена через σ0 с коэффициентом, совпадающим с

полученным в работах [6,11] и относящимся к пределу

неквантующего магнитного поля,

δσ2
|x |→1
≈ − 1

4π(1− x2)

ln(1/ε)

2N + 1

e2

h
= − lnL

2π2σ0
. (41)

Однако сопоставление рис. 7 и формулы

δσ2 =
C(x)

4π

lnL
2N + 1

e2

h
=

(1− x2)C(x)

π2σ0
lnL (42)

показывает, что на самом деле скейлинг (по крайней

мере однопараметрический) нарушается при любом по-

ложении уровня Ферми внутри данного уровня Ландау

(помимо выделенных точек |x | = 1, в которых принци-

пиально неприменимым становится ССБП). Таким об-

разом, мы показали, что факт нарушения однопарамет-

рического скейлинга следует из рассмотрения первого

неисчезающего порядка теории возмущений и не требу-

ет непертурбативного рассмотрения, как утверждалось

в работе [4]. Для оценки верхней границы величины δσ2
при нахождении уровня Ферми в центре рассматрива-

емого уровня Ландау положим в формуле (42) x = 0,

а σ0 ∼ e2/h. В итоге

|δσ2| ∼ 10−4 lnL
e2

h
. 10−3 e2

h
(43)

во всем диапазоне разумных эффективных размеров об-

разца, L . 105lB .
‡ Данная оценка показывает, что зависи-

мость максимумов продольной проводимости σ
(n)
xx от эф-

фективного размера образца (описываемая в рамках тео-

рии возмущений формулой (42) с C(x = 0) ≈ −0.001)
является настолько слабой, что вряд ли может быть

обнаружена как в реальном, так и в численном экспе-

рименте, подобном представленному на рис. 8. Опуская

подробности численного исследования (описанные в

работе [7]), мы констатируем, что плоские зависимости

пиков σ
(n)
xx от размера образца, полученные в числен-

ном эксперименте (отклонение от горизонтали меньше

0.02e2/h при изменении L от 50lB до 1000lB , находятся

в отличном согласии с результатами расчетов квантовой

поправки диаграммным методом, в противоположность

теории, игнорирующей квантование Ландау [6]. Кроме
того, принимая во внимание, что лагранжианы эффек-

тивной теории поля, использованные в работах [4,6],
отличаются лишь членом, пропорциональным σxy , мы за-

ключаем, что работа [4] также не в состоянии объяснить

данные численного эксперимента, в отличие от теории,

изложенной в данной публикации.

5. Заключение

Итак, мы изучили расходящиеся в пределе нуле-

вой температуры квантовые поправки к продольной

проводимости двумерного электронного газа в режи-

ме квантующих магнитных полей, ωcτ ≫ 1, типичном

для наблюдения целочисленного квантового эффекта

Холла. Показано, что наружение однопараметрического

скейлинга происходит в первом неисчезающем порядке

теории возмущений, в противоположность положениям

работы [4], указывающей на непертурбативную природу

поправок. Причиной такого расхождения мы полагаем

разницу в подходах к учету влияния сильного магнит-

ного поля в данной работе и в рамках нелинейной σ -

модели. Наше теоретическое рассмотрение подкреплено

численными расчетами зависимостей пиков продольной

проводимости от эффективного размера образца. Плос-

кие зависимости, полученные для трех нижних уровней

Ландау, находятся в отличном согласии с оценкой кван-

товой поправки к проводимости, в противоположность

теории, базирующейся на нелинейной σ -модели [4–6].

‡ В реальном эксперименте эффективный размер образца опре-

деляется температурой. Из соображений скейлинга имеется сте-

пенной закон L ∝ T−p/2 с экспериментально определенным пока-

зателем p ≈ 3. Согласно данным работы [12], эффективный размер

L = 64мкм ∼ 104lB соответствует температуре T ≈ 40мK.
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Таким образом, мы заключаем, что стандартная диа-

граммная техника усреднения по беспорядку представля-

ет собой надежный и продуктивный инструмент для ис-

следования транспортных свойств квантово-холловских

систем.

Работа выполнена при поддержке Фонда
”
Династия“

и РФФИ (№ 11-02-00573). Автор благодарит И.В. Гор-

ного, В.Ю. Качоровского и А.П. Дмитриева за полезные

обсуждения.

Приложение

Выражения для вершин и расчет диаграмм

В Приложении мы приводим необходимые детали

вычисления вкладов в квантовую поправку к проводи-

мости δσ2 . Прежде всего технически очень удобно объ-

единить токовые вершины и некоторые функции Грина в

блоки V3,4 по причине из замкнутости, что избавляет

от фазового множителя, связанного с присутствием

магнитного поля, и облегчает переход к импульсному

представлению. Явные выражения для V3,4 в главном

порядке по (ωcτ )−1 имеют вид

V
{ABC}
3 (q) =

√

vB

2
CN

√
we−wLN(w)

×
{

eiϕ
[

ANBN+1L
1
N(w) − AN−1BNL1

N−1(w)
]

+ e−iϕ
[

AN+1BNL1
N(w) − ANBN−1L

1
N−1(w)

]

}

, (П.1)

V
{ABCD}
4 (q) =

v2
B

2
e−w

{

(N + 1)LN(w)LN+1(w)

× (ANBN+1CN+1DN + AN+1BNCNDN+1)

+ NLN(w)LN−1(w)(ANBN−1CN−1DN + AN−1BNCNDN−1)

+ wL1
N(w)L1

N−1

[

ANCN(BN+1DN−1 + BN−1DN+1)

+ BNDN(AN+1CN−1 + AN−1CN+1)
]

}

, (П.2)

где vB = ~/mlB , q — волновой вектор, сопряженный r12
для V3 и r13 для V4 (см. иллюстрацию на второй вставке

к рис. 3), множитель eiϕ = (qx + iqy )/q отражает век-

торную сущность V3, содержащей в себе лишь одну

векторную вершину из двух. Под символами A, B,C, D в

формулах (П.1), (П.2) подразумеваются запаздывающая,

опережающая или спектральная функции Грина, GR , GA

и GB , расстановка которых определяется конкретной

диаграммой. Применение этих формул приводит к сле-

дующим выражениям для частных вкладов в суммарный

коэффициент C(x):

CA=24

∫

d2q

(2π)2
D2(q)V

{BRBA}
4 (q)= −

∫

dw
P2

1− P
F2(w),

(П.3)

CBC = 24

∫

d2q

(2π)2
D1(q)V

{BRRA}
4 (q)

× (Ŵ2/4)RNBNPN(q)

1− αPN(q)
+ c.c. =

∫

dw

× P2

1− P
[2− (α + α∗)P]F1(w) − (α + α∗ − 2P)F2(w)

1− αP
,

(П.4)

CD = 24

∫

d2q

(2π)2
D0(q)V

{ARRA}
4 (q)

× (Ŵ2/4)RNBNPN(q)

1− αPN(q)

(Ŵ2/4)BNANPN(q)

1− α∗PN(q)

=

∫

dw
P2

1− P
(α + α∗)F1(w) − 2F2(w)

|1− αP|2 , (П.5)

CEFGH = 4

∫

d2q

(2π)2
D1(q)

1− αPN(q)

[

V
{ARR}
3 (q)V

{RBB}
3 (−q)

+ V
{RAR}
3 (q)V

{BRB}
3 (−q)

]

+ c.c. = −
∫

dw

× P2{(α + α∗ − 2P)F2(w) + [2− (α + α∗)P]F3(w)}
(1− P)|1− αP|2 ,

(П.6)

CI J = 4

∫

d2q

(2π)2
D0(q)

1

1− αPN(q)

1

1− α∗PN(q)

Ŵ2

4

× B2
NPN(q)V

{ARR}
3 (q)V

{RAA}
3 (−q) + c.c.

= −
∫

dw
P2[2F2(w) + (α + α∗)F3(w)]

(1− P)|1− αP |2 ,

(П.7)

CKLMN = 4

∫

d2q

(2π)2
D0(q)

(Ŵ2/4)RNBNPN(q)

[1− αPN(q)]2
[

V
{ARR}
3 (q)

× V
{RBR}
3 (−q) + V

{RAR}
3 (q)V

{BRR}
3 (−q)

]

+ c.c.

= −
∫

dw

P2{[α2 + (α∗)2 − 2(α + α∗)P + P2]F2(w)+

+[(α + α∗)(1 + P2) − 4P]F3(w)}
(1− P)|1 − αP|4 ,

(П.8)

COP =
4

2πl2B

∫

d2q

(2π)2

{

[D0(q)]2[L1(q)L
∗
1(−q)

+ L2(q)L
∗
2(−q)] − [V

{ABR}
3,q V

{RBA}
3,−q − V

{BRA}
3,q V

{BAR}
3,−q ]

}

= −
∫

dw
P[(1+P2−(1−P)2|1−αP|2)F2(w)+2PF3(w)]

(1− P)2|1− αP|2 ,

(П.9)
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CQ =
4

2πl2B

∫

d2q

(2π)2

{

[D0(q)]2L3(q)L
∗
3(−q)

− V
{RAB}
3 (q)V

{ARB}
3 (−q)

}

= −1

2

∫

dw

× P[(1 + P)2 − |1− αP|4][2F2(w) + (α + α∗)F3(w)]

|1− αP|4 ,

(П.10)

CRS = 4W
∫

d2q

(2π)2
V

{BRRB}
4 (q)

[(Ŵ2/4)R2
NPN(q)]2

1− αPN(q)
+ c.c.

=
1

2

∫

dw
P2[α2 + (α∗)2 − (α + α∗)P]F1(w)

|1− αP|2 ,

(П.11)

CT = 4

∫

d2q

(2π)2
V

{ARRA}
4 (q)W B2

NPN(q)

×
(

1

[1− αPN(q)][1− α∗PN(q)]
− 1

)

=
1

2

∫

dw
P2(α + α∗ − P)[(α + α∗)F1(w) − 2F2(w)]

|1− αP|2 ,

(П.12)

CUV = 4W
Ŵ2

4

∫

d2q

(2π)2

(

1

[1− αPN(q)]2
− 1

)

× V
{BRR}
3 (q)V

{RBR}
3 (−q) + c.c.= −1

2

∫

dw
P2F3(w)

|1− αP |4

×
{

2[α2 + (α∗)2] − (α + α∗)[α2 + (α∗)2 + 3]P

+ 2[α2 + (α∗)2 + 2]P2 − (α + α∗)P3
}

, (П.13)

где 4 = ~
2Ŵ2/(4l2B) — общий для рассматриваемых диа-

грамм множитель, а функции P , Dm и F1,2,3 описываются

соответственно формулами (14), (16) и (31)–(33). Вер-
шины L1,2,3, фигурирующие в выражениях (П.9), (П.10)
(см. рис. 4), даются следующими выражениями:

L1(q) = V
{ABR}
3 (q) + V

{ARR}
3 (q)

(Ŵ2/4)BNRNPN(q)

1− αPN(q)

= −
√
vB/2

~ωc

BNRN
√
we−wLN(w)

1− αP

×
{

eiϕ[L1
N(w)+PL1

N−1(w)]+e−iϕ[L1
N−1(w)+PL1

N(w)]
}

,

(П.14)

L2(q) = V
{BRA}
3 (q) + V

{ARA}
3 (q)

(Ŵ2/4)BNANPN(q)

1− α∗PN(q)

= −
√
vB/2

~ωc

BNANe−w
√
wLN(w)

1− α∗P

×
{

eiϕ[L1
N(w)+PL1

N−1(w)]+e−iϕ[L1
N−1(w)+PL1

N(w)]
}

,

(П.15)

L3(q) = V
{ARB}
3 (q) + V

{ARR}
3 (q)

(Ŵ2/4)RNBNPN(q)

1− αPN(q)

+ V
{ARA}
3 (q)

(Ŵ2/4)ANBNPN(q)

1− α∗PN(q)
= −

√
vB/2

~ωc

1− P2

|1− αP|2

× BN
√
we−wLN(w)

{

eiϕ[ANL1
N(w) + RNL1

N−1(w)]

+ e−iϕ[ANL1
N−1(w) + RNL1

N(w)]
}

. (П.16)
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Abstract Quantum corrections to conductivity of the two-

dimensional electron gas have been studied under conditions of

the integer quantum Hall effect. It is shown that breakdown of

the one-parameter scaling occurs perturbatively in the regime of

quantizing magnetic fields, ωcτ ≫ 1. Our diagrammatical results

are in agreement with the effective sample size dependencies of the

longitudinal conductivity peaks obtained numerically, in contrast to

prediction of the unitary non-linear σ -model. We assert that taking

into account Landau quantization is vital for correct description of

the quantum Hall effect.
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