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Спектр и свойства сечения рассеяния электронов в открытых
сферических квантовых точках
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В модели эффективной массы и прямоугольных потенциалов впервые выполнен расчет сечения рассеяния
электронов в открытой сферической квантовой точке. Показано, что в такой наносистеме с барьером в
несколько монослоев экспериментально измеряемое сечение рассеяния позволяет хорошо идентифицировать
резонансные энергии и ширины низкоэнергетической части квазистационарного спектра электронов. Пока-
зано также, что в открытой сферической квантовой точке со слабым потенциальным барьером адекватными
спектральными параметрами квазистационарного спектра являются обобщенные резонансные энергии и
ширины, определенные через вероятность пребывания электрона внутри квантовой точки.

PACS: 73.21.La, 73.22.Dy, 73.63.Kv, 73.90.+f

1. Введение

Преобладающее большинство эксперименталь-
ных [1–6] и теоретических [7–10] работ, в которых
исследуются квантовые точки (КТ), проволоки и
пленки, посвящено закрытым наносистемам. Только в
последние годы в связи с развитием технологических
возможностей создания различных наносистем [1,5,6]
и выявлением важной роли открытых наносистем в
сенсорной нанотехнике, биологии и медицине [11–14]
возрастает интерес к таким системам [15–20].

Открытые наносистемы представляют несомненный
интерес и с теоретической точки зрения, так как при
определенных условиях в них возникают квазистацио-
нарные состояния с мало изученными или совсем не
изученными свойствами. Такая ситуация имеет место
в наносистемах с низкими и узкими потенциальными
барьерами, из-за чего квазичастицы в них слабо локали-
зованы. Состояния такого типа уже не являются брейт-
вигнеровскими. Для них нет строгой классификации,
и не определена граница между ними и „действитель-
ными“ квазистационарными состояниями. В книге [21]
по этому поводу сказано: „Разные авторы помещают
ее (границу) в разных местах соответственно своим
вкусам и наклонностям. Зачастую эта граница опреде-
ляется желанием интерпретировать экспериментальные
данные в пользу одной из нескольких альтернативных
теоретических возможностей“.

В ядерных и атомных системах мощность потенци-
альных барьеров для элементарных частиц, как пра-
вило, очень большая и поэтому резонансные состоя-
ния хорошо описываются полюсами соответствующих
S-матриц. В открытых же наносистемах из-за малой
эффективной массы электронов и малой энергии по-
тенциальных барьеров характер квазистационарных со-
стояний оказывается весьма „чувствительным“ к тол-
щине слоя барьера. Поэтому возникает необходимость
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детально исследовать спектральные характеристики ква-
зистационарных состояний электронов в открытых сфе-
рических квантовых точках (ОСКТ) во всем интер-
вале изменения толщины барьера, а не только для
систем с большими толщинами (больше 10 моно-
слоев).

Исследование квазистационарного спектра электро-
нов в открытых наносистемах со слабыми потенциаль-
ными барьерами оказывается весьма актуальным для
тех систем, которые получаются экспериментальными
методами ионного замещения [5,6]. В них эффективная
толщина барьера может быть очень малой (меньше
монослоя) и поэтому изучение квазистационарных со-
стояний требует особого внимания.

Для таких состояний необходимо ввести адекватные
аналоги понятий резонансных энергий и ширин полос,
характеризующих квазистационарные состояния в ОСКТ
с достаточно мощными потенциальными барьерами.
Необходимо также выяснить вопрос о том, как можно
оценить параметры квазистационарного спектра элек-
тронов по экспериментально измеряемым физическим
величинам (например, по полному сечению рассеяния) в
наносистемах с потенциальными барьерами в несколько
монослоев.

Цель настоящей работы состоит в исследовании экс-
периментально измеряемого сечения рассеяния, σ (E),
и вероятности нахождения электронов внутри ОСКТ,
W(E), в зависимости от их энергии E. Это даст
возможность установить соответствие между особен-
ностями сечения рассеяния и спектральными харак-
теристиками квазистационарных состояний. Будет так-
же показано, что обобщенные резонансные энергии и
ширины квазистационарных состояний, определенные
через вероятность W(E) нахождения квазичастицы вну-
три КТ, в отличие от резонансных энергий и ши-
рин, определенных через матрицу S(E), справедливы
во всем интервале изменения толщины потенциальных
барьеров.
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2. Гамильтониан, волновые функции,
S-матрица и сечение рассеяния
электрона в открытой сферической
квантовой точке

Как и в работах [19,20], будем изучать квазистацио-
нарный спектр электрона в ОСКТ (рис. 1) с радиусом
внутренней потенциальной ямы r 0 и шириной слоя
барьера 1. В приближении эффективных масс m(r ) и
прямоугольного потенциального барьера U(r ) гамильто-
ниан электрона в наносистеме имеет вид

H = −~
2

2
∇ 1

m(r )
∇+ U(r ), (1)

где в сферической системе координат с началом в
центре КТ

m(r ) =

{
m0,

m1,
U(r ) =

{
0, 0 ≤ r, r 0 + 1 < r < ∞,
U, r 0 ≤ r ≤ r 0 + 1.

(2)
С учетом сферической симметрии уравнение Шредин-

гера с гамильтонианом (1) имеет решением волновые
функции

9lm(r, θ, ϕ) = Rl (r )Ylm(θ, ϕ), (3)

где Ylm(θ, ϕ) — сферические функции, l = 0, 1, 2, . . .,
m = 0,±1,±2, . . ., а радиальные функции RlK (r ) це-
лесообразно представить в виде линейных комбинаций
функций Ханкеля

RlK (r ) =



R(0)
l (kr) = a(0)

l [h−l (kr) + h+
l (kr)], r ≤ r 0,

R(1)
l (iχr ) = a(1)

l [h−l (iχr )

+ S(1)
l h+

l (iχr )], r 0 ≤ r ≤ r 0 + 1,

R(2)
l (kr) = a(2)

l [h−l (kr)

+ Sl (k)h+
l (kr)], r 0 + 1 < r < ∞,

(4)
где

k2
i =

2mi E
~2

, (i = 0, 2),

χ2
i =

2mi (U − E)
~2

, (i = 1). (5)

Условия непрерывности волновых функций и потоков
вероятностей на обеих границах раздела наносистемы

R(0)
l (kr0) = R(1)

l (iχr 0),

1
m0

dR(0)
l (kr)
dr

∣∣∣∣
r =r 0

=
1

m1

dR(1)
l (iχr )
dr

∣∣∣∣
r =r 0

R(1)
l (iχr 1) = R(2)

l (kr1),

1
m1

dR(1)
l (iχr )
dr

∣∣∣∣
r =r 1

=
1

m0

dR(2)
l (kr)
dr

∣∣∣∣
r =r 1


(6)

Рис. 1. Геометрическая и энергетическая схемы простой
открытой сферической квантовой точки.

и условие нормировки

∞∫
0

R∗kl(r )Rk′ l ′(r )r 2dr = δ(k − k′) (7)

однозначно определяют все коэффициенты a(i )
l , S(1)

l и
Sl -матрицу.

Аналитический расчет позволяет представить величи-
ны в удобном для анализа и расчетов симметричном
виде:

a(0)
l =

h−l (iχr 0) + S(1)
l h+

l (iχr 0)
h−l (kr0) + h+

l (kr0)
a(1)

l ,

a(1)
l =

h−l (kr1) + Sl h
+
l (kr1)

h−l (iχr 1) + h+
l (iχr 1)

a(2)
l , a(2)

l = − ik√
2π

, (8)

S(1)
l = −m1k2h−l (iχr 0) j ′l (kr0) + m0χ

2 j l (kr0)h−′l (iχr 0)
m1k2h+

l (iχr 0) j ′l (kr0) + m0χ2 j l (kr0)h+
l (iχr 0)

,

(9)

Sl = −
{

m1k2
[
h−l (iχr 1) + S(1)

l h+
l (iχr 1)

]
h−′l (kr1)

+ m0χ
2h−l (iχr 1)

[
h−′l (iχr 1) + S(1)

l h+′
l (iχr 1)

]}
×
{

m1k2
[
h−l (iχr 1) + S(1)

l h+
l (iχr 1)

]
h+′

l (kr1)

+ m0χ
2h+

l (iχr 1)
[
h−′l (iχr 1) + S(1)

l h+′
l (iχr 1)

]}−1
,

(10)
где

h±′l (iχr 0,1) =
∂h±l (x)
∂x

∣∣∣∣
x=iχr 0,1

, j ′l (kr0) =
∂ j l (x)
∂x

∣∣∣∣
x=kr 0

.

j l (x) = 1
2

[
h−l (x) + h+

l (x)
]

— функции Бесселя.
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Согласно общей тоерии [21], найденное аналитическое
выражение для Sl -матрицы позволяет рассчитать парци-
альные (σl (k)) и полное (σ (k)) сечения рассеяния:

σ (k) =
∞∑
l=0

σl (k) =
∞∑
l=0

π(2l + 1)
k2

|Sl (k)− 1|. (11)

Кроме того, теперь можно найти вероятность нахожде-
ния электрона в состоянии |lk〉 во внутренней области
квантовой точки (0 ≤ r ≤ r 0) при изменении квазиим-
пульса k в интерале 0 ≤ k ≤ k0 = ~−1

√
2m0V

Wl (kr0) =
1
r 0

r 0∫
0

|R(0)
l (kr)|2r 2dr. (12)

Вычисление интеграла в формуле (12) выполняется
в общем виде. В результате получается аналитическое
выражение для вероятности

Wl (kr0) = 2|r 0a(0)
l (kr0)|2

[
j 2
l (kr0)− j l−1(kr0) j l+1(kr0)

]
,

(13)
из которого видно, что от толщины барьера (1) она
зависит только через коэффициент |a(0)

l (1, kr0)|2.

3. Анализ свойств квазистационарных
состояний электрона в открытой
сферической квантовой точке
на примере наносистемы
HgS/CdS/HgS

Согласно общей теории [21], резонансные энергии
(Eln) и ширины (0ln) квазистационарных состояний
электрона в ОСКТ при условии Eln � 0ln определяются
полюсами Sl (k)-матрицы (10) на комплексной плоскости
k = k′ + ik ′′:

Eln =
~2k′2ln
2m0

, 0ln =
~2k′′2ln

2m0
, S−1

l (kln) = 0. (14)

Так как эти важные спектральные характеристики
непосредственно не измеряются экспериментально, а
измеряется, например, сечение рассеяния σ , то целе-
сообразно проанализировать и выяснить те свойства
зависимости σ от E, из которых при соответствующих
условиях можно с приемлемой точностью определять
спектральные параметры квазистационарных состояний
электрона. С этой целью нужно исследовать свойства
парциальных сечений σl , вероятности пребывания элек-
трона внутри КТ Wl и полюсов Sl -матрицы как функций
квазиимпульса (или энергии).

Расчет Sl (E), Wl (E), σl (E) и σ (E) выполня-
ется по формулам разд. 2 на примере ОСКТ
HgS/CdS/HgS с эффективными массами m(HgS) = 0.036
и m(CdS) = 0.2, U = 1350 мэR, с постоянными решет-
ки a(HgS) = 5.851 Å, a(CdS) = 5.818 Å, которые из-за

очень малой разницы постоянных решетки и диэлектри-
ческих проницаемостей всех слоев наносистемы хорошо
удовлетворяют требованиям исходной модели.

На рис. 2 приведены результаты расчета зависимостей
от энергии парциальных (σl=0,1) и полного (σ ) сечений
рассеяния в единицах площади (πr 2

0), а также вероятно-
сти нахождения электрона в КТ (Wl=0,1) при r 0 = 20a,
1 = 2a. Там же указаны величины резонансных энергий
(ES

ln) и ширины (0S
ln) полос квазистационарных состоя-

ний электрона, найденных из полюсов Sl -матрицы.
Из рис. 2 видно, что даже при сравнительно малой

толщине барьера в два монослоя резонансные энергии
(ES

ln) и ширины (0S
ln) точно совпадают с положением

максимумов (EW
ln ) функции Wl (E) в шкале энергий и

с ширинами пиков (0W
ln), определенными условиями

0W
ln = E+

ln − E−ln , где значения энергий E±ln находятся из
уравнений Wl(EW

ln ) = 2Wl (E±). В узких окрестностях
резонансных энергий (ES

ln) и парциальные (σl ), и пол-
ное (σ ) сечения как функции энергии имеют весь-
ма глубокие минимумы (впадины на кривых), причем
min σl (Eσ

ln) = 0.
Проанализируем сначала сферически-симметричные

квазистационарные состояния электрона (l = 0). Как
видно из рис. 2, положение (Eσ+

01 ) первого миниму-
ма функции σl=0(E) в шкале энергий совпадает со
значением EW

l=0,n=1 + (1/2)0W
l=0,n=1, а положение (Eσ−

01 )
соседнего с этим минимумом низкоэнергетического
максимума функции σl=0(E) совпадает со значени-
ем EW

l=0,n=1 − (1/2)0W
l=0,n=1. Таким образом, резонансная

энергия (Eσ0
01) и ширина (0σ0

01) основного квазистацио-
нарного состояния (l = 0, n = 1) электрона могут быть
определены через параметры кривой σl=0(E) в окрестно-
сти первого минимума:

Eσ0
01 =

1
2

(Eσ0+
01 + Eσ0−

01 ), 0
σ0
01 = 0

σ0+
01 + 0

σ0−
01 .

В окрестности наименьшей резонансной энергии
(ES

l=0,n=1) положения минимумов и максимумов кривых
σ0 и σ , а также ширины их впадин практически совпада-
ют, т. е.

ES
01 = EW

01, Eσ0
01 = Eσ

01, 0S
01 = 0W

01, 0
σ0
01 = 0σ01.

Из рис. 2 видно, что значения энергий Eσ0
l=0,1 и Eσ

l=0,1,
соответствующих минимумам σ0(E) и σ (E) и отвеча-
ющих возбужденному состоянию (n = 2), находятся в
окрестности EW

l=0,n (EW
0n− 0W

0n/2 ≤ Eσ0,σ
0n ≤ EW

0n + 0W
0n/2).

При этом величины ширин 0σ0,σ
0n определяются непосред-

ственно из характеристик функций σ0, σ соотношениями
0
σ0,σ
0n = Eσ0,σ+

0n − Eσ0,σ−
0n , где величины Eσ0,σ±

0n находятся
из условий

min[maxσ0n(Eσ0,σ )] = 2σ0(Eσ0,σ±).

Заметим, что, как видно из рис. 2, таким же условием
может определяться и ширина основного квазистацио-
нарного состояния (001).
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Рис. 2. Зависимости σ, σl ,W от энергии E в окрестностях резонансных состояний электрона (l = 0, 1; n = 1, 2) при r 0 = 20a,
1 = 2a.

Для состояний с l ≥ 1 остаются справедливыми выво-
ды, сделанные для l = 0. Это видно из рис. 2 на примере
l = 1. Таким образом, если экспериментально измеря-
емое сечение рассеяния σ (E) как функция энергии E
имеет хорошо выраженные пики и впадины, то анализ
их параметров позволяет достаточно уверенно находить
резонансные уровни энергии (Eln) и ширины (0ln) квази-
стационарного электронного спектра (по меньшей мере
его низкоэнергетической части) даже при толщинах
барьеров в несколько монослоев.

На рис. 3 показан пример однозначной идентифи-
кации квазистационарных состояний |ln〉 электрона по
особенностям сечения рассеяния σ (E) с использовани-
ем анализа рассчитанных парциальных сечений σl (E).
Расчет σ (E) выполнялся по формуле (11) во всей
области энергий 0 ≤ E ≤ U с учетом такого количе-
ства парциальных сечений σl (E), которое обеспечи-
вало необходимую точность (∼ 0.01%) во всем ука-
занном интервале энергий. Конечно, с увеличением
энергии E необходимо было учитывать все больше
значений l , но в связи с быстрой сходимостью ряда в
формуле (11) даже при E ∼ U расчет показывает, что
max l = 20.

Из рис. 3 видно также, что все нечетные нули
функции σl=0(E) и все четные нули функции σl 6=0(E),
как уже отмечалось, последовательно определяют поло-
жения резонансных уровней Eσ

ln в шкале энергий. Им
соответствуют минимумы на кривой σ (E), из которой
видно, что наиболее четко выражены состояния |ln = 1〉,
менее четко |ln = 2〉 и т. д. Таким образом, очевидно, что
с увеличением числа n при фиксированном l впадины на
кривой σ (E) размываются. Это происходит не только
из-за естественного увеличения ширин 0ln в области
высоких энергий, но также, главным образом, из-за
суперпозиции парциальных вкладов многих состояний.

На рис. 3 показана зависимость сечения рассеяния σ

от энергии электрона E при трех значениях радиуса r 0

и двух значениях толщины барьера 1. Из рисунка видно,
что в соответствии с физическими соображениями с уве-
личением энергии E усредненное сечение рассеяния σ

уменьшается при фиксированном r 0 и с уменьшением r 0

при заданной энергии E. С увеличением радиуса r 0

открытой КТ все резонансные уровни Eln квазиста-
ционарных состояний сдвигаются в область меньших
энергий, а их ширины 0ln уменьшаются. Такое поведение
электронного спектра в ОСКТ вполне коррелирует с
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Рис. 3. Зависимости от энергии электрона (E) полного (σ ) и парциальных (σl ) сечений рассеяния при разных значениях
радиуса (r 0) и толщины барьера (1) открытой сферической квантовой точки.

тем, что при 1→∞ наносистема становится закрытой,
и весь ее стационарный (0c

ln = 0) спектр сдвигается в
область малых энергий пропорционально r−2

0 [20].
Теперь представляет интерес исследование поведения

квазистационарных состояний электрона при очень ма-
лых толщинах 1 слоя барьера ОСКТ. Заметим, что,
хотя используемая здесь модель наносистемы в таком
случае заведомо не может давать числовые результа-
ты, претендующие на согласие с экспериментальными
данными, качественные выводы не противоречат физи-
ческим соображениям, тем более что фигурирующая в
этой теории толщина барьера 1 может рассматриваться
как некий эффективный параметр. Экспериментально
такая ситуация возникает тогда [5,6], когда слои КТ
образуются путем замещения ионов матрицы ионами
замещающего элемента малой концентрации (например,
в матрице CdS ионы Cd замещаются малым количеством
ионов Hg).

Из общей теории [21] известно, что при малых
размерах барьеров КТ полюса S-матрицы определяют
резонансные энергии Eln и ширины 0ln тем хуже, чем
меньше толщина барьера. Из физических соображений
понятно, что это происходит потому, что с уменьше-
нием толщины барьера все больше нарушается условие
ES

ln � 0S
ln существования квазистационарных состояний

(типа состояний Брейта–Вигнера), достаточно сильно
локализованных во внутренней области ОСКТ.

Из качественных физических соображений ясно следу-
ющее. Квазистационарные состояния электрона в ОСКТ
с мощным барьером (большие высота и ширина) с
увеличением его ширины все больше локализуются
внутри КТ, а при 1→∞ локализируются в ней пол-
ностью и таким образом превращаются в стационарные
состояния. Такая ситуация отображается на электронном
спектре в том, что при мощных барьерах он характе-
ризуется резонансными энергиями ES

ln и ширинами 0S
ln

квазистационарных состояний, определяемых полюсами
Sl -матрицы. Если толщина барьера увеличивается до
бесконечности, то резонансные энергии ES

ln стремятся к
соответствующим энергиям Ec

ln стационарного спектра
закрытой системы и при этом lim

1→∞
0S

ln → 0c
ln = 0.

В другом предельном случае потенциальных барьеров
малой мощности (малая толщина при конечной высоте)
понятно, что с уменьшением толщины 1 квазиста-
ционарные состояния делокализуются внутри КТ, но
их нельзя считать полностью свободными, пока высо-
та потенциала остается конечной. Это обстоятельство
должно отображаться на соответствующих энергетиче-
ских характеристиках квазичастицы. Теперь очевидно,
что квазистационарные состояния частицы в ОСКТ с
барьером произвольной толщины должны характеризо-
ваться такими обобщенными резонансными энергиями
EW

ln и ширинами 0W
ln , которые при больших толщинах

совпадали бы с резонансными энергиями ES
ln и ши-
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Рис. 4. Зависимости энергий (ES
ln, EW

ln ) и ширин (0S
ln, 0

W
ln) состояний электрона от толщины барьера (1) при r 0 = 20a.

ринами 0S
ln, а при малых толщинах барьера (вплоть

до 1 = 0) описывали бы квазистационарные состояния
почти свободной частицы.

То, что введенные обобщенные резонансные энергии
EW

ln и ширины 0W
ln точно совпадают с резонансными

энергиями ES
ln и ширинами (0S

ln) при 1 = 1a и 1 = 2a,
когда условие ES

ln/0
S
ln � 1 выполняется хорошо, видно

из рис. 2. Что же касается поведения этих величин при
малых значениях толщины барьера 1, то их принципи-
альное различие видно из рис. 4.

В области малых толщин с уменьшением 1 величины
0S

ln резко возрастают, а ES
ln резко уменьшаются, стремясь

к нулю при 1̄ln 6= 0. Теперь очевидно, что в области
толщин 1 ∼ 1̄ln параметры ES

ln и 0S
ln уже не могут

служить определениями резонансных энергий и ширин
квазистационарных состояний, так как это привело бы
к нарушению принципа неопределенности Гейзенберга
(~ES

ln/0
S
ln ≥ ~/2).

Из рис. 4 видно, что в этой же области толщин
барьеров с уменьшением 1 обобщенные ширины 0W

ln уве-
личиваются подобно 0S

ln, но при 1→ 0 они значительно
медленнее, чем 0S

ln, стремятся к конечным величинам
0W

ln(0). Поведение обобщенных резонансных энергий EW
ln

с уменьшением 1 принципиально отличается от поведе-
ния ES

ln. Также видно, что с уменьшением 1, вплоть до
нуля, все величины EW

ln принимают конечные значения
EW

ln (0), которые находятся в окрестностях энергий Ec
ln

стационарных состояний закрытой (1→∞) сфериче-
ской квантовой точки радиуса r 0. Теперь из рис. 4 вид-
но, что неопределенность Гейзенберга (~ES

ln/0
S
ln ≥ ~/2)

выполняется для всех значений толщин слоя барьера.
Таким образом, обобщенные резонансные энергии EW

ln
и ширины 0W

ln адекватно описывают спектральные пара-
метры квазистационарных состояний во всем интервале
толщин 0 ≤ 1 ≤ ∞.

В заключение отметим следующее.
Анализ экспериментально измеряемых сечений рас-

сеяния электронов в ОСКТ с толщинами барьеров в
несколько монослоев позволяет определить резонанс-
ные энергии и ширины квазистационарных состояний
(во всяком случае, низкоэнергетической части спектра).

Введенные понятия обобщенных резонансных энергий
и ширин квазистационарных состояний через вероят-
ность нахождения квазичастицы внутри ОСКТ адекватно
описывают характеристики квазистационарного спектра
во всей области изменения толщин потенциальных барь-
еров.
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Spectrum and properties of electron
scattering cross section in open spherical
quantum dots
M. Tkach, Ju. Seti

Chernivtsi National University,
58012 Chernivtsi, Ukraine

Abstract The calculation of the cross section of electron scat-
tering in an open spherical quantum dot is performed, for the
first time, within the model of effective masses and rectangular
potentials. It is shown that in such nanosystem with the barrier
consisting of several monoshells, the experimentally measured
scattering cross section allows to identify the resonance energies
and widths of low energy part of electron quasistationary spectrum
rather well. It is also established that in an open spherical quantum
dot with a weak potential barrier the adequate spectral parameters
of quasistationary spectrum are generalized resonance energies and
widths defined within the probability of electron location inside the
quantum dot.
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