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Влияние фононной фокусировки на анизотропию теплопроводности

в сверхпроводящем монокристалле YBa2Cu3O7−δ
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Проведен расчет теплопроводности κ(T ) монокристаллов сверхпроводящей орторомбической фазы

YBa2Cu3O7−δ при низких температурах с учетом эффекта фононной фокусировки на основе теории

МакКарди, Мариса и Элбаума в приближении чисто диффузного граничного рассеяния фононов. Рас-

смотрены образцы материала в форме цилиндров круглого сечения с ориентацией теплового потока

вдоль оси цилиндра. Найдено, что величина κ сильно зависит от кристаллографической ориентации оси

и может различаться в несколько раз. Каустики в поверхности групповых скоростей фононных мод вблизи

определённых направлений в кристаллической решетке приводят к увеличению теплопроводности до 60%

по сравнению с изотропной величиной, определенной в рамках теории Казимира. Соотношение величин

теплопроводности κa , κb и κc вдоль главных кристаллографических осей a, b и c орторомбической решетки

составило κb/κa = 1.2 и κb/κc = 2. Расчет с учетом геометрии образцов показывает достаточное согласие

с имеющимися в литературе экспериментальными данными, что может свидетельствовать о значительном

вкладе эффекта фононной фокусировки в анизотропию теплопроводности YBCO при низких температурах.
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1. Введение

Высокотемпературный сверхпроводник YBa2Cu3O7−δ

(YBCO) обладает относительно высоким значением кри-

тической температуры Tc (93K), которая позволяет

применять его в различных технических устройствах

при относительно высоких температурах, достижимых

с гораздо меньшими затратами, чем в случае низкотем-

пературных сверхпроводников [1].

Знание тепловых свойств, особенно теплопроводно-

сти κ и ее температурной зависимости κ(T ), крити-

чески важны для управления поведением электронных

устройств и увеличения их эффективности, оптимизации

их работы. Показано, что с уменьшением температуры

κ(T ) для монокристаллического YBCO резко увеличива-

ется при достижении Tc [2–4]. κ(T ) достигает максимума
около 40K и затем начинает падать. В YBCO тепло-

проводность обусловлена двумя носителями тепла —

фононами и электронами. Общую теплопроводность

кристалла можно представить как сумму этих двух

членов.

Существует два подхода для объяснения температур-

ной зависимости теплопроводности [5]. Первый подход

связывает ее с фононами, скорость рассеяния которых

на электронах снижается при переходе металла в сверх-

проводящее состояние из-за образования куперовских

пар. Это ведет к росту фононной теплопроводности

при переходе в сверхпроводящее состояние. Второй

подход предполагает, что наблюдаемая κ(T ) определяет-
ся в большей степени электронной теплопроводностью

в Cu−O2 плоскостях, возрастающей при переходе в

сверхпроводящее состояние из-за подавления электрон-

электронного рассеяния. Второй подход, в частности,

использовался для объяснения анизотропии теплопро-

водности YBCO в плоскости ab [6,7], компонента κb

которой вдоль оси b больше, чем κa вдоль оси a . Более

высокая величина κb была связана авторами [6] с доба-

вочным вкладом носителей заряда в квази-одномерных

цепочках Cu−O, которые ориентированы вдоль оси b.

Обе компоненты показали резкий рост при переходе

через Tc = 93.8K при уменьшении T , но их разность

κb − κa слабо меняется с температурой в диапазоне

от 150K до 55K и не продемонстрировала аномалии

в точке перехода [6]. Однако κb − κa начинает быстро

увеличиваться с уменьшением температуры ниже 55K,

достигая максимума при 15K, который примерно в

2.8 раза больше
”
высокотемпературного“ плато. Такое

поведение может быть обусловлено резким ростом

сверхтекучей плотности в цепочках при температурах

ниже 55K [6]. Тем не менее, этот подход ставит

несколько вопросов. Так, одним из аргументов против

фононной природы максимума теплопроводности в [6]
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служит то, что κ диэлектрика YBa2Cu3O6, обедненного

по кислороду, значительно ниже, чем в случае YBCO.

Напротив, в [2] показано, что низкотемпературные ве-

личины теплопроводности кристаллов YBa2Cu3O6.92 и

YBa2Cu3O6.05 почти идентичных размеров близки друг

к другу.

В [7] проанализирована разница величин теплопровод-

ности вдоль кристаллографических осей a и b в пред-

положении, что анизотропию теплопроводности можно

приписать исключительно поведению носителей заряда,

а фононную компоненту теплопроводности можно счи-

тать изотропной. Тем не менее, все кристаллы являются

в той или иной мере упруго анизотропными. Даже

кубические кристаллы, например, кремний и алмаз,

демонстрируют анизотропию упругих свойств. При низ-

ких температурах, когда скорость рассеяния фононов в

значительной мере определяется взаимодействием фо-

нонов с границами образца, теплопроводность кремния

и алмаза становится анизотропной из-за эффекта фо-

нонной фокусировки [8]. Этот эффект заключается в

том, что анизотропия упругих постоянных кристалла

приводит к анизотропии групповых скоростей фоно-

нов и, соответственно, анизотропии теплопроводности.

Кажется разумным, что YBCO, являющийся кристал-

лом с орторомбической пространственной группой и,

соответственно, более сложным, нежели у кубической

решетки, видом тензора упругих постоянных, может

явно проявлять эффект фононной фокусировки.

В настоящей работе рассчитана фононная тепло-

проводность монокристалла YBCO в режиме чисто

диффузного граничного рассеяния фононов при низ-

ких температурах. Расчетная теплопроводность сильно

зависит от кристаллографической ориентации образца.

Расчеты проведены для теплопроводности вдоль разных

кристаллографических осей кристаллов YBCO, соответ-

ствующих геометрии измеренных образцов, и получено

хорошее согласие между измеренными и расчетными

величинами относительной теплопроводности.

2. Образцы и методы

Фазовые и групповые скорости фононов определе-

ны численно с помощью ПО Christoffel [9]. Фазовые

скорости s продольной моды L и поперечных T1

и T2 определены как собственные значения матрицы

Кристоффеля M, связанной с упругими постоянными

кристалла C как M i j = 6nmknC inm j km, где вектор k —

волной вектор. Групповые скорости v и их направления

затем определены как [10]

v = ∇ns .

Угловая зависимость фазовой скорости позволяет в

рамках модели Дебая рассчитать скорость Казимира vC ,

скорость Дебая vD , и, помимо этого, в рамках модели

Дебая определить удельную теплоемкость кристалла Cv

и температуру Дебая T el
D как [8,11]:

vC =
〈s−2〉

〈s−3〉
,

vD = (〈s−3〉)−1/3,

Cv = kB

2π2

5

(

kBT

~

)3

v−3
D ,

T el
D = vD

(

6π2

V0

)1/3
~

kB

,

где V0 — атомный объем, а 〈s−2〉 и 〈s−3〉 — средние

значения обратных квадратов и обратных кубов фазовых

скоростей всех фононных мод по полному телесному

углу (d� = sin θdθdϕ, 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π):

〈s−n〉 =
1

3

1

4π

∑

j

∫

�

d�

sn(k j)
.

Атомный объем V0 в случае кристалла с ортором-

бической симметрией определяется как V0 = abc/n,

где в случае YBCO параметры решетки a = 3.82�A,

b = 3.89�A, c = 11.68�A, а число атомов в ячейке рав-

но 13. Для вычислений использованы упругие по-

стоянные C11 = 231GPa, C22 = 268GPa, C33=186GPa,

C44=49GPa, C55=37GPa, C66=95GPa, C12 = 132GPa,

C13 = 71GPa и C23 = 95GPa [12]. Несмотря на то, что

этот набор C inm j измерен при комнатной температуре,

мы пренебрегли их температурной зависимостью, по-

скольку упругие постоянные YBCO отличаются менее

чем на 5% при высоких и низких температурах [13].
Теплопроводность в режиме диффузного граничного

рассеяния в рамках модели МакКарди определяется

как [14]:

κ =
Cvv

3
D

24πA

∑

j

∫

�

I(k j)

s3(k j)
d�,

где A — площадь поперечного сечения образца, I —

интеграл, зависящий от геометрии образца, например,

в случае образца с круглым поперечным сечением он

равен

Io(k j) =
16R3

3

v2
3(k j)

v1(k j)
,

где R — радиус круглого образца, v3(k j) — компонента

групповой скорости вдоль оси образца, v1(k j) — ком-

понента групповой скорости в плоскости поперечного

сечения образца. В случае же образца с прямоугольным

поперечным сечением этот интеграл вычисляется как

I�(k j)=















D3

3

v2
3(k j)

v1(k j)

3n sinφ − cosφ

sin2 φ
при tanφ >

1

n

D3

3

v2
3(k j)

v1(k j)

3n2 cosφ−n3 sinφ

cos2 φ
при tanφ <

1

n
,

где D и nD — размеры сторон поперечного сечения,

φ — угол между v1(k j) и стороной с размером nD.
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Рис. 1. Поверхности групповых скоростей фононных мод в YBCO: моды T1 (a), моды T2 (b) и моды L (c).

Рис. 2. Нормированная теплопроводность κ/κC цилиндрического образца YBCO диаметром 3 mm бесконечной длины при низких

температурах с учетом фононной фокусировки в зависимости от ориентации образца в плоскостях bc (a), ac (b) и ab (c). Данные
для суммарной теплопроводности показаны черными линиями, вклады медленной поперечной T1, быстрой поперечной T2 и

продольной L мод показаны красной, зеленой и синей линиями соответственно.

Для вычисления теплопроводности в случае стержня

конечного размера также важно ввести поправку на

длину. Была использована та же поправка, что приведена

в [14]. Значения фазовых скоростей фононов рассчитаны

в полном телесном угле с шагом 0.25◦ по полярному

и азимутальному углам. Теплопроводность была рассчи-

тана во всех направлениях ориентации оси образца с

шагом 1◦ по полярному и азимутальному углам.

3. Результаты и их обсуждение

На рис. 1 показаны поверхности групповых скоростей

монокристалла YBCO. В то время как продольная мода L

ведет себя достаточно гладко, в поверхностях группо-

вых скоростей поперечных мод T1 и T2 наблюдается

ряд каустик, которые позволяют предположить наличие

сильной анизотропии теплопроводности.

На рис. 2 показаны расчетные данные по тепло-

проводности монокристалла YBCO в форме цилиндра

диаметром 3mm бесконечной длины и вклады в тепло-

проводность всех фононных мод. Для того, чтобы проил-

люстрировать эффект ориентации кристалла, значения

теплопроводности нормированы на изотропное значение

теплопроводности по Казимиру κC = 1
3

CvvC lC , где lC —

длина Казимира (в случае цилиндра бесконечной длины

она равна его диаметру).

Вклад быстрой моды L относительно мал по срав-

нению с вкладом более медленных мод T1 и T2.

Мода T1 дефокусирована в направлении главных кри-

сталлографических осей (a, b и c), но сфокусирована

под углом ∼ 45◦ к оси c . Мода T2 дефокусирована в

направлении кристаллографической оси c , но сфокуси-

рована вдоль осей a и b. Еще одно дополнительное

направление фокусировки этой моды расположено под

углом ∼ 10◦ к оси b в плоскости ab. Совокупность этих

особенностей приводит к сильной угловой зависимости

величины теплопроводности.

Эффект фононной фокусировки приводит к сильной

анизотропии теплопроводности. Так, значение тепло-

проводности вдоль кристаллографической оси b на

почти 21% выше, чем вдоль кристаллографической

оси a в случае выбранной геометрии. Для того, чтобы

определить, может ли этот эффект служить причи-

ной ранее измеренной анизотропии теплопроводности

YBCO, был проведен расчет для геометрий кристаллов,

использованных в опубликованных экспериментальных

исследованиях.

В работе [7] анизотропия теплопроводности

измерялась на двух различных образцах. Кристалл,

ориентированный вдоль оси a , имел размеры

0.086× 0.74 × 1.31mm3, а ориентированный

вдоль оси b — 0.081 × 1.29 × 1.43mm3. Эти

значения использованы для расчета их фононной

теплопроводности в соответствии методикой,

Физика твердого тела, 2026, том 68, вып. 7
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изложенной выше в разделе
”
Образцы и методы“.

Полученные расчетные значения теплопроводности

составили κa/T 3 = 0.0495W ·m−1 · K−4 и κb/T 3 =
= 0.077W ·m−1 · K−4. Эти значения в сравнении с

экспериментальными данными показаны на рис. 3.

Видно, что при температурах ниже 5K расчетные

данные лежат ниже экспериментальных, но при более

высоких температурах значительно их превышают.

Это соответствует тому, что расчет учитывает

исключительно рассеяние фононов на границе образца

и игнорирует электронный теплоперенос. Из-за этого

при высоких температурах расчетные данные лишь

описывают максимально возможную величину фононной

теплопроводности в отсутствие иных процессов фонон-

ного рассеяния, а при низких температурах, наоборот,

не учтен дополнительный достаточно значимый вклад

электронов в теплоперенос. Тем не менее, значение

азотропии теплопроводности κb/κa составляет 1.56 и

совпадает с найденным в эксперименте в пределах 5%.

Эксперимент [6] проводился при более высо-

ких температурах, поэтому результат вычислений

может служить только в качестве верхнего пре-

дела фононной теплопроводности. Результаты рас-

чета и сравнение с экспериментальными данны-

ми показаны на рис. 4. Образец имел размеры

0.6× 0.6× 0.025mm3, оси a и b были параллельны

длинным ребрам кристалла. Полученные значения теп-

лопроводности составили κa/T 3 = 0.0189W ·m−1 ·K−4

и κb/T 3 = 0.0271W ·m−1 · K−4, соответственно величи-

на анизотропии κb/κa составляет 1.43, что всего лишь

на 6% отличается от результата эксперимента при

температурах ниже 20K. Как показано в эксперимен-

те, величина анизотропии уменьшается с увеличением

температуры. Это соответствует тому, что фононная

фокусировка при высоких температурах подавляется,

поскольку граничное рассеяние перестает быть домини-

рующим процессом фононного рассеяния [15].
Следует отметить, что абсолютная величина тепло-

проводности в эксперименте демонстрирует температур-

ную зависимость, заметно отличающуюся от T 3, что

указывает на выход из режима Казимира при T > 6K

из-за роста вклада других процессов рассеяния фоно-

нов и наличия электронного вклада. Соответственно

и абсолютные расчетные значения κ сильно отлича-

ются от экспериментальных, в первую очередь из-за

отсутствия учета других процессов фононного рассеяния

кроме диффузного граничного и электронного теплопе-

реноса, хотя при самых низких температурах вблизи

5K результаты расчета близки к экспериментальным.

Однако, несмотря на отличие абсолютных значений,

в обоих случаях расчет достаточно точно воспроиз-

водит измеренную величину анизотропии κb/κa . Это

можно объяснить тем, что, хотя абсолютное значение

теплопроводности сильно зависит от конкретных ме-

ханизмов рассеяния и времен релаксации фононов в

них, отношение теплопроводностей вдоль разных осей

определяется в основном фононным спектром и слабо
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Рис. 3. Температурная зависимость теплопроводности кри-

сталлов YBCO вдоль кристаллографических осей a и b в

области температур от 5 до 8K. Данные расчетов показаны

сплошными линиями; экспериментальные данные, полученные

в работе [7], показаны символами, соединенными прямыми

линиями для наглядности.
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Рис. 4. Теплопроводность кристаллов YBCO вдоль кристалло-

графических осей a и b как функция температуры в диапазоне

от 15 до 20K. Данные расчетов показаны сплошными линиями;

экспериментальные данные, полученные в работе [6], показаны
символами, соединенными прямыми линиями для наглядности.

меняется при изменении температуры в данной области.

Отметим, что учет наличия конечной величины зеркаль-

ности рассеяния увеличит величину теплопроводности

при низких температурах, причем в предельном случае

чисто зеркального отражения фононов от поверхности

кристалла решеточная теплопроводность следует линей-

ной температурной зависимости. Таким образом, ре-

зультаты выполненных расчетов указывают на заметный

вклад эффекта фононной фокусировки в анизотропию

теплопроводности YBCO при низких температурах.
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4. Заключение

Рассчитаны групповые скорости фононов и фонон-

ная теплопроводность в монокристаллическом YBCO

в режиме граничного диффузного рассеяния с учетом

фононной фокусировки. Найдено, что фононная тепло-

проводность этого материала обладает сильной анизо-

тропией. Самые высокие и низкие значения теплопро-

водности среди всех направлений отличаются более чем

в два раза в случае образца с круглым сечением. Вы-

числения также выполнены для геометрий образцов, ис-

пользованных в экспериментах, и полученные значения

анизотропии хорошо воспроизводят эксперимент даже

с учетом исключительно граничного рассеяния фононов.

Это может быть аргументом в пользу фононной природы

анизотропии теплопроводности YBCO.
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