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Рассматриваются особенности формирования теплового расширения в низкотемпературной парамагнитной

фазе топологического полуметалла СоSi с вейлевскими фермионами. При этом показано, что в области

низкотемпературно парамагнетизма образуются локальные магнитные моменты, связанные с формированием

областей спиновых корреляций, и возникает наблюдаемый на эксперименте отрицательный магнитный вклад

в объемный коэффициент теплового расширения (ОКТР). Получено, что индуцированный температурой

энергетический сдвиг химического потенциала приводит к топологическому электронному переходу из

парамагнитного состояния с локальными магнитными моментами в область обменноусиленного паулиев-

ского парамагнетизма, где магнитный вклад в ОКТР становится положительным. Проведенные методом

универсальных потенциалов оценки влияния фононного ангармонизма на ОКТР вместе с рассмотренным

магнитным вкладом хорошо согласуются с экспериментальными данными.
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1. Введение

Топологический полуметалл CоSi обладает сложными

электронными, магнитными и решеточными свойства-

ми [1–5]. Наряду с наблюдаемыми новыми вейлевски-

ми фермионами [3] и перспективными термоэлектри-

ческими свойствами [6] он демонстрирует необычные

для данного класса материалов особенности теплового

расширения, связь которых с электронной структурой

до сих пор не установлена [3,7,8].

В [4] отмечалось, что в CoSi с кубической кристал-

лической структурой типа В20 возможно возникнове-

ние низкотемпературного парамагнетизма с локальными

магнитными моментами. При этом исследование намаг-

ниченности образцов с малым количеством дефектов

во внешнем магнитном поле указывало на переход из

низкотемпературного парамагнитного в диамагнитное

состояние при температуре около 25K.

Однако природа возникающего в СoSi парамагнитного

состояния не выяснена. Важной и еще недостаточно

изученной особенностью рассматриваемого топологиче-

ского полуметалла является температурная зависимость

его ОКТР. Точными дилатометрическими измерениями,

проведенными в отсутствие внешнего магнитного поля,

был обнаружен отрицательный ОКТР [7], который с

увеличением температуры меняет знак с отрицательного

на положительный при температуре 7−10K т. е. значи-

тельно ниже, чем переход из парамагнитного состояния

в диамагнитное (!).

При этом не ясно, является ли низкотемпературный

парамагнетизм CoSi следствием самодопирования [4]
или это внутреннее свойство связано с топологическими

особенностями его электронной структуры, приводящи-

ми к образованию вейлевских фермионов [3].

Следует отметить, что результаты проведенного в

приближении DFT моделирования фононного ангармо-

низма (см. [3,8]) приводят к температурной зависимости

(Т-зависимости) ОКТР, которую не удается согласовать

с экспериментом (рис. 1).

Полученные в [8] оценки влияния ангармонизма фо-

нонного спектра на ОКТР не только не объясняют

возникновение отрицательного ОКТР, но и дают для

возникающего с ростом температуры положительного

ОКТР заметное количественное расхождение с экспери-

ментом [5,7] (рис. 1).

Очевидным недостатком проведенных расчётов фо-

нонных спектров [3,8] является предположение о малом

смещении атомов от положения равновесия и исполь-

зование небольшого размера суперъячейки при расчёте

силовых постоянных межатомного взаимодействия. Эти

недостатки не только не позволяют оценить влияние на

температурную зависимость ОКТР фононной подсисте-

мы, но и не дают возможность оценить из анализа экспе-

риментальных данных, какое влияние на формирование

теплового расширения оказывает магнитная подсистема.

В настоящей работе с помощью метода уни-

версальных потенциалов межатомного взаимодействия

(UMLIP), выполняются более корректные, чем в пред-

шествующих работах (в частности, в [8]), оценки вли-
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яния фононного ангармонизма на ОКТР. С учетом

результатов проведенного первопринципного моделиро-

вания электронной структуры обнаружено что заметное

влияние на его формирование оказывает магнитный

вклад, который меняет знак в соответствии с результа-

тами дилатометрических измерений. Показывается, что

в парамагнитном состоянии происходит топологический

электронный переход (ТЭП) в область паулиевского

парамагнетизма.

2. Фононный спектр

Как уже отмечалось выше, полученные в рамках DFT

оценки влияния ангармонизма фононного спектра [3,8]
на ОКТР оказываются неудовлетворительными из-за

небольшого размера суперъячейки (2× 2× 2). Малость

размера ячейки при проведении DFT-моделирования

была продиктована тем, что её увеличение становит-

ся причиной быстрого роста объема необходимых вы-

числительных ресурсов. Последнее, как выяснилось,

кардинально сказалось на точности расчёта фононно-

го спектра, и, как следствие, на результатах расчета

Т-зависимости ОКТР (рис. 1).
Решить данную проблему стало возможным благодаря

появившимся в последнее время универсальным потен-

циалам межатомного взаимодействия (UMLIP) [9,10].
В отличие от

”
обычных“ потенциалов межатомного

взаимодействия, которые создаются для какого-то кон-

кретного вещества или класса веществ, при фитиро-

вании UMLIP используются данные DFT-расчетов для

множества веществ с различными химическими соста-

вами и кристаллическими структурами. В результате,

такие потенциалы позволяют вычислять силовые по-

стоянные для произвольного вещества с точностью,

практически не уступающей DFT, требуя при этом

значительно меньшего вычислительного времени. В на-

стоящей работе используется универсальный потенциал

GRACE-2L-OAM [10], обученный на датасете OMat24,

который содержит данные по 110 миллионам DFT-

расчетов, покрывающих 89 элементов системы Менде-

леева. На основе данного потенциала мы определили фо-

нонные спектры CoSi и вычислили часть ОКТР, которая

обусловлена эффектами решеточного ангармонизма.

Фононные спектры при 10 значениях объема элемен-

тарной ячейки в интервале от 0.95 до 1.05 относи-

тельно равновесного значения были вычислены методом

суперъячейки, реализованном в пакете Phonopy [11].
Для проведения расчета использовались суперъячейки

размером 3× 3× 3,
”
смещение“ атомов от положения

равновесия производилось на 0.03�A. На рис. 2 при-

ведены результаты расчёта дисперсионных кривых для

равновесного объема.

При оценке влияния фононного ангармонизма на

ОКТР использовался программный пакет QHA [12].
В этом пакете осуществляется расчет решеточной со-

ставляющей свободной энергии Гиббса при различных
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Рис. 1. Температурная зависимость ОКТР СоSi: 1 — экспе-

риментальные данные [5], 2 — экспериментальные данные [7],
3 — расчет [8]. На вставке — экспериментальные данные [7]
для области парамагнитных температур.
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Рис. 2. Фононный спектр CoSi.

температурах на основе данных о фононном спектре

вещества.

Результаты расчета ОКТР CoSi в QHA на основе

UMLIP-моделирования фононных спектров представле-

ны на рис. 3. Можно видеть, что в высокотемпера-

турном интервале согласие расчетной кривой β(T ) с

экспериментальными данными заметно улучшается по

сравнению с [8].

Кроме того, из анализа полученной температурной

зависимости ОКТР β(T ) следует что в низкотемпера-

турной парамагнитной области вклад фононов оказы-

вается настолько малым, что его значения лежат в

пределах погрешности измерений. Поэтому требуется
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Рис. 3. Результаты расчета ОТКР CoSi в широком интервале

температур (с учетом только эффектов решеточного ангармо-

низма): 1 — экспериментальные данные [5], 2 — эксперимен-

тальные данные [7], 3 — вклад решеточного ангармонизма в

настоящей работе, 4 — вклад ангармонизма в [8].

исследование вклада, связанного с влиянием на объем

кристаллической решетки особенностей электронной и

магнитной подсистем CoSi.

3. Особенности электронной структуры

В настоящей работе проводилось первопринципное

моделирование не только электронного спектра, но и

тонкой структуры плотности электронных состояний

(см. также [3,6,13]), которая определяет значения пара-

метров функционала Гинзбурга–Ландау в зонной модели

магнетизма [14].

Использовался метод теории функционала плотно-

сти (DFT) в программном пакете Quantum Espres-

so [15]. Псевдопотенциал электрон-ионного взаимодей-

ствия определялся с помощью проекционных присо-

единенных волн (PAW). Для оценки спин-орбитального

взаимодействия, приводящего к возникновению в элек-

тронном спектре топологических узлов с вейлевскими

фермионами [3], применялась релятивистская версия

псевдопотенциала.

Энергия обрезания плоских волн для волновых функ-

ций и зарядовой плотности/потенциала составляла 100

и 400Ry, соответственно, а кристаллическая структура

изначально задавалась на основе экспериментальных

данных [5]. Согласно этим данным, кубическая струк-

тура CoSi обладает пространственной группой P213 и

периодом решетки 4.444�A.

Плотность электронных состояний g(ε) в зависимо-

сти от энергии ε, рассчитывалась для энергетическо-

го электронного спектра с топологическими узлами,

приводящими к вейлевским фермионам вблизи высо-

косимметричных Ŵ- и R-точек [3]. Результаты расчета

представлены на рис. 4. При этом можно видеть, что

результаты проведенных расчетов отличаются от ранее

выполненных в [3,13], за счет моделирования тонкой

структуры плотности состояний g(ε) с использованием

при расчетах шага по энергии 0.01 eV.

При таком моделировании вблизи уровня Ферми

обнаруживается узкий пик плотности электронных со-

стояний, образование которого сопровождается переги-

бом на зависимости плотности d-состояний от энер-

гии. В энергетическом интервале пика, приведенного

на рис. 4, имеется топологический узел, связанный

с высокосимметричной Ŵ-точкой (кружки на картине

электронного спектра).

4. Модель низкотемпературной
парамагнитной фазы CoSi

Для анализа спиновой системы не ферромагнитного,

но сильно коррелированного CoSi, воспользуемся ме-

тодами теории магнетизма коллективизированных элек-

тронов в переходных металлах и их соединениях [14].
При этом систему сильно коррелированных d-

электронов, будем рассматривать с использованием мо-

дели флуктуационной фазы кирального ферромагнетика

Co1+xSi1−x [16], в которой использовалась запись га-

мильтониана Хаббарда, в виде квадратичных форм по

операторам спиновой (Sν) и зарядовой (nν) плотности

на узле (см. также [14]).
Согласно [14], межэлектронные корреляции в мо-

дели Хаббарда можно свести к картине движения

d-электронов во флуктуирующих в пространстве и во

времени обменных и зарядовых полях (ξ и η) с помощью

преобразований Стратоновича-Хаббарда.

Используя этот метод, статистическую сумму рас-

сматриваемой системы электронов можно записать в

виде (см. также [16])

Z(ξ, η) = Z0

{

∫

(dξdη) exp
(

−8(ξ, η)
)

}

. (1)

Здесь

(dηdξ) = dξ0dη0

[

∏

q 6=0, j

dξ
( j)
q dη( j)

q

]

,

Z0 — статистическая сумма d-электронов в приближе-

нии среднего поля с учетом результатов первопринцип-

ного GGA-моделировании (рис. 1), j — индекс реаль-

ной (=1) и мнимой (=2) части ξ - и η-полей, q = (q, ω2n),
q — квазиимпульс, ω2n — мацубаровская Бозе частота,

функционал электронов во флуктуирующих обменных и

зарядовых полях

8(ξ, η) = 6q

[

(1 + Uχ(0)
q )|ηq|

2 + D(0)−1
q |ξq − 2c−1hq|

2
]

+ (4!)−16qδ64
i=1

qi ,0
κ(µ)

(

ξq1
ξq2

ξq3
ξq4

−
3!

2!2!
ξq1

ξq2,m
ηq3

ηq4
+ ηq1

ηq2
ηq3

ηq4

)

, (2)
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Рис. 4. Электронный спектр (слева) и парциальные плотности состояний (справа) CoSi.

D(0)
q = (1−Uχ(0)

q )−1 (3)

— фактор обменного усиления флуктуирующих мод с

квазиимпульсом q, χ
(0)
q — функция Линдхарда, U — па-

раметр внутриатомного хаббардовского взаимодействия,

κ(µ) = U3

(

g(2)(µ) −
(g(1)(µ))2

g(µ)

)

(4)

— параметр мода-мода, выражаемый через плотность d-

состояний g(ε) и ее производные при ε = µ.

Проведенный с учетом п. 3 анализ зависимости па-

раметров функционала Гинзбурга-Ландау (2) от тонкой

структуры плотности электронных d-состояний, указы-

вает на ее связь с изменением объема элементарной

кристаллической ячейки V . В частности, это следует

из известной формулы Хейне [17], которая описывает

зависимость от объема энергетического спектра сильно

коррелированных d-электронов

εk(V ) = θ−1εk(V0), θ(≡ θ(V )) = (V/V0)
5/3, (5)

где εk(V0) энергетический спектр основного состояния с

топологическими узлами (рис. 4).

Поэтому необходимо было провести взаимно согласо-

ванное рассмотрение электронной и решеточной систе-

мы, с учетом зависимости εk(V ). Для этого вводилась

свободная энергия Гиббса, в которой учитывается сла-

гаемое упругой деформации кристаллической решетки с

параметром изотермической сжимаемости K:

F = T lnZ(ξ, η) + K(1V )2/2, (6)

где 1V = V −V0.

Для оценок функциональных интегралов в записи

статистической суммы (1) использовалась процедура пе-

ревала по статическим зарядовым (η
( j)
q ) и обменным (ξq)

полям, а также по модулю динамических обменных

полей

rq = |ξq|, ξq = |ξq| exp(φq) :

∂Z/∂ξq = ∂Z/∂ηq = ∂Z/∂rq = 0.

При этом было получено, что в парамагнитной си-

стеме в соответствии с условием перевала по rq , в

системе возникают спиновые флуктуации, средний квад-

рат амплитуд которых соответствует флуктуационно-

диссипативной теореме

〈m2〉 = (4πU)−16qy

∞
∫

0

(

1/2 + f B(ω/T )
)

×
(

2κ〈δM2〉 + X(q, ω,V ) + D(V )−1
)−1

dω, (7)

где f B(ω/T ) — функция Бозе-Эйнштейна, 〈δM2〉 =
= N−1

0 6v〈(Sv − 〈Sv〉)
2〉 (см. ниже), — поправка, свя-

занная с пространственно-временной неоднородностью

функции Линдхарда, полученной после аналитического

продолжения D
(0)
q и χ

(0)
q на ось действительных частот;

X(q, ω,V ) =
(

χ(0)(0, 0,V ) − χ(0)(q, ω,V )
)

= Aq2 + iB(ω/|q|),

фактор обменного усиления

D(V ) =
(

1−Uχ(0)(0, 0,V )
)−1

.
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В дальнейших расчетах использовались параметры

U = 1 eV, A = 0.07, B = π/2.45, заимствованные из ре-

зультатов численного анализа спинового магнетизма

изоструктурного и близкого по составу к моносилициду

кобальта, Co1+xSi1−x с 0 < x < 0.04 [16].
Далее отметим, что рассматриваемая картина пара-

магнетизма зависит от расположения химического по-

тенциала по отношению к особенностям тонкой структу-

ры g(ε), которые определяют величину и знак параметра

мода-мода.

Для парамагнитной области с отрицательным межмо-

довым взаимодействием (κ < 0), учитывая связь обмен-

ных полей со средними от операторов спиновой плотно-

сти [15], получаем модуль локальной намагниченности

Ms = 〈δM2〉1/2, (8)

который определяется как среднеквадратическое зна-

чение амплитуды статических флуктуаций спиновой

плотности, связанных с пространственно неоднородным

распределением электронной плотности

〈δM2〉 = N−1
0 6ν

〈

(Sν − 〈Sν〉)
2
〉

=
〈δη2

4

〉

− κ−1

[

D(V )−1 + κ

(

〈δM2〉 +
5〈m2〉

3

)]

, (9)

〈δη2

4

〉

= N−1
0 6ν

〈

(nν − 〈nν〉)
2
〉

= 〈δM2〉

− κ−1

[

2− D(V )−1 − κ

(

〈δM2〉 +
5〈m2〉

3

)]

.

(10)
Из вычислений парного спинового коррелятора

〈SνSν〉 ∼ 〈δM2〉(exp(− r
RC

)/r), который оказывается про-

порцианальным M2
S , находим что локальные магнитные

моменты (8) возникают в областях спиновых корреля-

ций с радиусом RC ∼ (AUχ)1/2 порядка 10 nm.

В парамагнитной области с неотрицательным па-

раметром мод-мода, решения перевальных уравнений

приводят к условиям 〈δM2〉 = 〈δη2〉 = 0, при которых

в спиновой системе формируется обменноусиленный

паулиевский парамагнетизм, и возможно только возник-

новение спиновых флуктуаций (7).
При вычислении (6), наряду с условиями перевала

учитывались требования, вытекающие из минимизации

свободной энергии по объему элементарной кристалли-

ческой ячейки

∂F/∂V = 0.

Причем было получено, что возникновение в описанных

парамагнитных системах локальных магнитных момен-

тов (8) и (или) спиновых флуктуаций (7) возможно

только при изменении объема элементарной ячейки

� = (V −V0)/V0 ≈ K−1U−1[M2
S + 〈m2〉], (11)

которое с учетом условий седловой точки приведет к

магнитному вкладу в ОКТР (см. ниже).
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Рис. 5. Т-зависимость среднеквадратической амплитуды сум-

марной спиновой флуктуации и локальной намагниченности

(вставка) при ТЭП.

5. ТЭП и температурная
зависимость ОКТР

Для численного анализа эксперимента необходимо

определить температурную зависимость химического

потенциала µ(T ). Поэтому модель низкотемпературного

парамагнитного состояния с отрицательной межмодо-

вой связью следует дополнить требованием электроней-

тральности для суммарного числа s(p), d-электронов

Ne ≈ NS + 6α=±1

∫

dε f (ε − µ + αUM)g(ε,V ). (12)

Здесь Ne — общее число электронов, NS — число

s(p)-электронов, f (ε − µ) — функция Ферми-Дирака,

M = (〈δM2〉 + 〈m2〉)1/2 . Численные решения уравне-

ния (12) относительно химического потенциала опи-

сывают энергетический сдвиг µ(T ) в энергетические

пределы области размытия функции Ферми-Дирака с

топологическими узлами электронном спектре, являю-

щимся источником фаз Берри (рис. 4).

При этом можно видеть, что с увеличением темпера-

туры неоднородности пространственного распределения

электронной плотности и области спиновых корреля-

ций будут исчезать. В результате сдвига химического

потенциала будет возникает ТЭП в область обменно-

усиленного паулиевского парамагнетизма со спиновыми

флуктуациями (7) (рис. 5).

Проведенный численный анализ с использованием

параметров из [16] (см. также (8)) показывает, что ТЭП

будет происходит при температуре Ts ≈ 7K, что корре-

лирует с особенностями Т-зависимости ОКТР (вставка к
рис. 1).

Температурная зависимость объёмного коэффициента

теплового расширения определялась через производную
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Рис. 6. Температурная зависимость ОКТР CoSi в парамаг-

нитной области: 1 — экспериментальные данные [7], 2 —

экспериментальные данные [5], 3 — вклад решеточного ан-

гармонизма в настоящей работе, 4 — вклад решеточного

ангармонизма в [8], 5 — вклад магнитной подсистемы, 6 —

сумма ангармонического и магнитного вкладов.

относительного изменения объёма по температуре

β = ∂�/∂T.

Отметим, что в области низкотемпературного па-

рамагнетизма флуктуации локальных магнитных мо-

ментов (7), несмотря на малые значения плотности

электронных состояний вблизи уровня Ферми, заметно

усиливаются вследствие межмодового взаимодействия.

В результате оказывается, что в этой области темпе-

ратур спиновая магнитная подсистема оказывает значи-

тельно более сильное влияние на зависимость β(T ), чем
фононный ангармонизм (рис. 6). Причем убывающий с

ростом температуры вклад локальных магнитных мо-

ментов также оказывается значительно больше вклада,

связанного с парамагнитными спиновыми флуктуация-

ми (10), который с ростом температуры только растет.

Из формулы (11) и результатов расчета, приведенных

на рис. 5 можно получить, что влияние спиновой магнит-

ной подсистемы с локальными магнитными моментами

приводит к отрицательному магнитному вкладу ОКТР, а

в низкотемпературной парамагнитной области, лежащей

выше температуры TS, магнитный вклад становится

положительным (рис. 6).
Выше температуры ТЭП, при котором локальные

магнитные моменты исчезают (вставка к рис. 5), имеет
место резкое возрастание не только фононного, но и

парамагнонного вкладов в Т-зависимость β(T ). Числен-
ный анализ зависимости β(T ) при этом показывает, что

основным механизмом этой зависимости выше темпера-

туры TS остается фононный ангармонизм.

Можно ожидать, что внешнее магнитное поле будет

приводить к подавлению спин-флуктуационных эффек-

тов и к усилению влияния спин-орбитального взаимо-

действия. Однако изучение особенностей ТЭП и ОКТР

во внешнем магнитном поле выходит за рамки данной

работы и требует отдельного рассмотрения.

6. Заключение

Целью настоящей работы было изучение особен-

ностей наблюдаемых на эксперименте парамагнитных

фаз CoSi, в электронном спектре которых обнаружены

топологические Ŵ- и R-узлы, приводящие к образованию

фаз Берри и фермионов Вейля. При этом получено, что

в парамагнитной области температур происходит энер-

гетический сдвиг химического потенциала за пределы

топологических узлов, что приводит к ТЭП в область

паулиевского парамагнетизма.

Использование метода универсальных потенциалов

межатомного взаимодействия (UMLIP) позволило про-

вести достаточно корректную оценку влияния на ОКТР

фононного ангармонизма и рассмотреть магнитный

вклад в ОКТР. Получено, что фононный вклад воз-

растает с температурой значительно сильнее чем в

предыдущих работах (см., например, [8]). Однако это не

приводит к качественному согласию с экспериментом в

низкотемпературной парамагнитной области, и к коли-

чественному в области температур выше TS .

Развитая с учетом результатов моделирования элек-

тронной структуры флуктуационная картина парамагне-

тизма CoSi описывает возникновение магнитообъемного

эффекта, приводящего к отрицательному магнитному

вкладу в ОКТР, объясняющему экспериментальные дан-

ные ниже температуры TS . Выше TS магнитный вклад в

ОКТР становится положительным.

Рассмотренные здесь особенности Т-зависимости

ОКТР CoSi, в частности, инварный эффект, связанный

с отрицательным магнитным вкладом в области низких

температур, могут оказаться полезными при создании

новых многофункциональных материалов на основе то-

пологических полуметаллов. При этом представляет

интерес поиск новых материалов с более широким чем

в CoSi температурным интервалом инварной области.

В частности, необходимо изучить магнитообъемный эф-

фект при топологическом электронном фазовом перехо-

де в Co1+xSi1−x (с x = 0, 03), возникающем, как было

показано в [16], в области комнатных температур.
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