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Рассмотрена задача о вычислении критической температуры фазового перехода легированного акцептор-

ной примесью бора алмаза в сверхпроводящее состояние. При ее решении учтены два характерных для

этого полупроводника, но ранее не принимавшиеся во внимание фактора: сильное затухание оптических

фононов вследствие их взаимодействия с дырками и сильное рассеяние дырок на отрицательно заряженных

ионах бора. В результате показано, что первый из них приводит к значительному снижению критической

температуры по сравнению с величинами, вычисляемыми в отсутствие этого затухания. Второй же фактор

не вызывает значимого изменения критической температуры. В итоге получена формула для зависимости

критической температуры фазового перехода легированного бором алмаза в сверхпроводящее состояние

от его параметров. Вычисляемые с помощью нее значения критической температуры согласуются с

существующими экспериментальными данными. Поэтому она может использоваться для поиска путей

повышения этой важнейшей характеристики сверхпроводимости в легированном бором алмазе.
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1. Введение

Сверхпроводимость была открыта и традиционно ис-

следовалась в металлах, на основе которых и было

создано большинство используемых сегодня сверхпро-

водящих устройств. С металлами во многом схожи

высоколегированные полупроводники, в которых вслед-

ствие большой концентрации легирующей примеси зна-

чительная часть примесных атомов ионизуется и про-

исходит фазовый переход в состояние с металлическим

типом проводимости, т. н. переход изолятор–металл [1].
В результате концентрация свободных носителей заряда

остается высокой [2] даже при низких температурах,

необходимых для наблюдения сверхпроводимости.

Возможность сверхпроводимости для высоколегиро-

ванных полупроводников была теоретически предсказа-

на в 1950−1960 годах [3–6]. Экспериментально она была

открыта для самолегированных GeTe [7], SnTe [8] и ото-

жженного SrTiO3 [9]. Они оказались сверхпроводниками

второго рода [10] с температурой перехода между 50

и 500mK. Однако сверхпроводящие полупроводники не

продемонстрировали каких-либо практических преиму-

ществ по сравнению с металлами, и поэтому дальней-

шее исследование их свойств не вызывало большого

интереса.

В 2004 г. сверхпроводимость была обнаружена в та-

ком уникальном полупроводнике, как алмаз, сильнолеги-

рованный акцепторной примесью бора (до концентрации

порядка и более 1021 cm−3, когда в нем происходит фазо-

вый переход изолятор–металл) [11]. Он оказался сверх-

проводником второго рода с критической температурой

Tc порядка нескольких кельвинов. Вследствие уникаль-

ных, во многом рекордных по сравнению с другими по-

лупроводниками свойств алмаза (высокой теплопровод-

ности, механической, химической и радиационной стой-

кости и др.) [12] это открытие вызвало большой интерес

с точки зрения возможных приложений и положило

начало интенсивному исследованию сверхпроводящего

легированного бором алмаза [13]. Согласно общеприня-

тому мнению, куперовское спаривание дырок в нем про-

исходит в перекрывшихся примесной и валентной зонах

делокализованных состояний за счет их взаимодействия

с фононами, а сверхпроводимость удовлетворительно

описывается теорией Бардина–Купера–Шриффера [13].
В связи с этим актуальной является задача установле-

ния зависимости Tc от параметров легирования и других

характеристик алмазного образца с целью поиска путей

ее повышения. В [13] и цитированной там литературе

для Tc используется широко известная формула, выве-

денная в [14] для сверхпроводящих металлов. Однако,

в отличие от них, легированный бором алмаз обладает

двумя особенностями.

Первая из них связана с сильным (более сильным, чем
во многих металлах) взаимодействием его оптических
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фононов с имеющимися в нем свободными носителями
заряда (дырками). В результате затухание оптических
фононов в алмазе оказывается значительно большим,

чем в обычных металлах, и соответствующий декремент
оказывается порядка дебаевской частоты, т. е. самих
частот этих фононов [11,15]. Поэтому возникает вопрос

о применимости к сверхпроводящему легированному
бором алмазу выведенной в [14] формулы для Tc, в
которой затухание фононов вообще не учитывается.

Вторая особенность легированного бором алмаза свя-
зана с тем, что он является

”
грязным“ сверхпровод-

ником [16,17], т. е. сверхпроводником, в котором длина

свободного пробега носителей заряда по отношению к
их рассеянию на примесях меньше длины когерентности
при нулевой температуре. Это объясняется тем, что

необходимая для реализации сверхпроводимости боль-
шая концентрация носителей заряда — дырок — в нем
может быть достигнута лишь при большой концентрации

являющихся их источниками примесных атомов бора.
Последние, заряжаясь отрицательно при отдаче дырок в
валентную зону, становятся для этих дырок кулоновски-

ми рассеивающими центрами. В то же время формула
для Tc в [14] выведена для чистых сверхпроводников.
В связи с этим возникает вопрос о применимости этой

формулы к
”
грязному“ сверхпроводнику типа сильноле-

гированного бором алмаза.

Учет этих двух особенностей при вычислении Tc и яв-
ляется целью настоящей работы. Для этого в следующем
разделе приводятся уравнения, из которых выводится

формула для Tc в [14]. В разделе 3 проводится их
модификация с учетом затухания фононов и на ее основе
получается новая формула Tc. В разделе 4 проводится

модификация уравнений раздела 2 с учетом рассеяния
дырок на примесях и обсуждаются ее результаты. В За-
ключении суммированы основные результаты работы.

2. Уравнения для энергетической щели
и перенормировочного параметра

В фононной модели сверхпроводимости Элиашберга
уравнения для энергетической щели 1(ω) в спектре

элементарных возбуждений и перенормировочного пара-
метра Z(ω) при конечной температуре T имеют вид [18]
(пользуемся системой единиц с постоянной Планка ~ и

постоянной Больцмана kB равными 1)

1(ω)=
1

Z(ω)

+∞
∫

0
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√
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]

+∞
∫

0

d�α2(�)F(�)

×

[

f F(−ω′) + f B(�)

ω′ + ω + �− i0
+

f F(−ω′) + f B(�)

ω′ − ω + �− i0

−
f F(ω

′) + f B(�)

−ω′ + ω + � + i0
−

f F(ω
′) + f B(�)

−ω′ − ω + � + i0

]

−
µ̃

Z(ω)

ωc
∫

0

dω′ Re

[

1(ω′)
√

ω′2 − 12(ω′)

]

th

(

ω′

2T

)

, (1)

[1− Z(ω)]ω =
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0
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[

ω′
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×
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∫

0

d�α2(�)F(�)

[

f F(−ω′) + f B(�)
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−
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+
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−
f F(ω

′) + f B(�)

−ω′ − ω + � + i0

]

. (2)

Здесь ωc ≈ 10ωD, где ωD ≈ 2.9 · 1014 rad/s — дебаевская
частота для алмаза [19], f F(ω) = 1/[exp(ω/T ) + 1] и

f B(�) = 1/[exp(�/T ) − 1] — функции распределения
Ферми–Дирака и Бозе–Эйнштейна с нулевыми химиче-

скими потенциалами соответственно, α2(�) — функ-

ция, описывающая дырочно-фононное взаимодействие,
F(�) — плотность фононных состояний, при � > 0

(интегрирование в (1) и (2) выполняется по положитель-
ным �) произведение α2(�)F(�) этих функций дается

формулой

α2(�)F(�) =

∫

d2p

∫

Vd2p′

(2π)3v ′

F

∑

j

|ḡpp′ j |
2

× δ
(

�−�p−p′ j

)

/

∫

d2p, (3)

где двумерные интегралы по квазиимпульсам p и p′ бе-

рутся по ферми-поверхности, v ′

F — скорость Ферми при

квазиимпульсе p′, V — объем системы, индекс j нуме-
рует как фононные ветви (акустическую и оптическую),
так и 3 возможные поляризации в каждой из этих ветвей,
�p−p′ j — частота j-го фонона с квазиволновым векто-

ром p− p′, ḡpp′ j = iwa|p− p′|/
√

2Vρ�p−p′ j для акусти-

ческих фононов и ḡpp′ j = wo/
√

2Vρ�p−p′ j для оптиче-

ских фононов, wa = 8/3 eV и wo = 7 · 109/3 eV/cm —
константы, определяющие энергию дырочно-фононного

взаимодействия для акустических и оптических фононов

соответственно [20]1, ρ = 3.5 g/cm3 — плотность алма-
за [19].
Кулоновский псевдопотенциал

µ̃ ≈
N(pF)〈U〉

1 + N(pF)〈U〉 ln(EF/ωC)
. (4)

Здесь

〈U〉 =

∫

VC(p, p′)

ε(p, p′)

d2p′

4πp2
F

=
πe2

p2
F

ln

(

4p2
F + p2

s

p2
s

)

, (5)

ε(p, p′) = 1 + p2
s/(p− p′)2 — статическая диэлектриче-

ская проницаемость дырок в приближении Томаса–

1 Деление на 3 =
√
9 найденных в [20] констант связано с тем, что

в этой работе их квадраты определялись по частотам рассеяния дырок

на фононах соответствующих типов, т. е. в этих квадратах появлялся

лишний множитель 9, связанный с произведением 3-х возможных

поляризаций этих фононов на 3 возможные подзоны для конечных

состояний дырки.
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Ферми, p2
s = 12me2pF/π — квадрат волнового вектора

Томаса–Ферми с учетом наличия в валентной зоне

алмаза трех двукратно вырожденных по проекции спина

подзон тяжелых, легких и отщепленных за счет спин-

орбитального взаимодействия дырок (энергия спин-

орбитального отщепления 6meV [19] и при рассмат-

риваемых высоких концентрациях дырок N/V порядка

и более 1021 cm−3 много меньше энергии Ферми и

поэтому в дальнейшем не учитывается), m — эф-

фективная масса дырки (для простоты считающаяся

изотропной и одинаковой для всех трех дырочных

подзон и принимаемая равной 0.75 от массы свобод-

ного электрона [19]), e — заряд дырки, равный эле-

ментарному заряду, pF = (π2N/V )1/3 — квазиимпульс

Ферми с учетом наличия трех двукратно вырожден-

ных по проекции спина дырочных подзон в валентной

зоне алмаза, двумерное интегрирование по квазиим-

пульсам выполняется по ферми-поверхности и полага-

ется, что на этой же поверхности лежит вектор p,

т. е. p = pF, VC(p, p′) = 4πe2/(p− p′)2 — фурье-образ

кулоновского потенциала, EF = (p2
F)/(2m) — энергия

Ферми, N(pF) = mpF/(2π
2) — плотность состояний на

поверхности Ферми (в расчете на одну подзону и одну

проекцию спина дырки).
Как было сказано во Введении, уравнения (1) и (2) для

сверхпроводящего легированного бором алмаза должны

быть модифицированы с целью учета двух эффектов,

отличающих его от обычных чистых сверхпроводящих

металлов: сильного затухания фононов и сильного куло-

новского рассеяния дырок на ионизованных примесных

атомах, являющихся источником этих дырок. Начнем с

учета первого эффекта.

3. Учет затухания фононов

Вследствие имеющего место в алмазе сильного взаи-

модействия дырок с оптическими фононами считается,

что именно эти фононы дают основной вклад в об-

разование куперовских дырочных пар [13]. Поэтому в

дальнейшем будем учитывать только оптическую фо-

нонную ветвь, т. е. при суммировании по j во всех

дальнейших формулах будем подразумевать лишь оп-

тические фононы с тремя возможными поляризаци-

ями. Аппроксимируем закон их дисперсии формулой

�p−p′ j ≈ �0 j − u j |p− p′| с некоторыми постоянными

�0 j и u j . Величины �0 j определены ниже, а u j в окон-

чательную формулу (11) для критической температуры

не войдут, поэтому их конкретные значения неважны.

Для учета затухания фононов в (1) и (2) необ-

ходимо модифицировать вывод (3) в [18] путем

использования в нем температурной функции Гри-

на фононов D j(q, i2πnT ) (где q — квазиволно-

вой вектор фонона, n — любое целое число)
с учетом их затухания. Последнюю можно при-

ближенно представить в феноменологической фор-

ме D j(q, i2πnT )≈2�q j/
[

(i2πnT + iŴq j)
2 −�2

q j

]

при

n > 0, 2�q j/
[

(i2πnT − iŴq j)
2 −�2

q j

]

при n < 0 и

2�q j/
[

(iŴq j)
2 −�2

q j

]

при n = 0, где Ŵq j > 0 — декре-
мент затухания j-го фонона с квазиволновым вектором

q. Такая функция при Ŵq j = 0 совпадает с темпера-
турной функцией Грина незатухающих фононов. В то

же время, будучи аналитически продолженной с дис-
кретных точек i2πnT положительной мнимой полуоси
комплексных частот � на всю их верхнюю полуплос-

кость, она имеет вид 2�q j/
[

(� + iŴq j)
2 −�2

q j

]

, т. е., как
и должно быть, качественно правильно представляет

запаздывающую функцию Грина затухающих фононов,
аналитическую в верхней полуплоскости � и имеющую

в нижней полуплоскости полюсы в точках ±�q j − iŴq j ,
отвечающих частотам затухающих фононов. Будучи же

аналитически продолженной с дискретных точек i2πnT

отрицательной мнимой полуоси комплексных частот

� на всю их нижнюю полуплоскость, она имеет вид
2�q j/

[

(�− iŴq j)
2 −�2

q j

]

, т. е., как и должно быть, ка-

чественно правильно представляет опережающую функ-
цию Грина затухающих фононов, аналитическую в ниж-

ней полуплоскости � и имеющую в верхней полуплоско-
сти полюсы в точках ±�q j + iŴq j , отвечающих частотам

затухающих фононов.
Это представление для D j(q, i2πnT ) можно также

записать как

D j(q, i2πnT ) ≈
1

2πi

+∞
∫

−∞

2�q j

(x + iŴq j)2 −�2
q j

1

x − i2πnT
dx

−
1

2πi

+∞
∫

−∞

2�q j

(x − iŴq j)2 −�2
q j

1

x − i2πnT
dx .

Используя его при выводе (3), можно показать, что с

учетом затухания фононов (3) модифицируется следую-
щим образом:

α2(�)F(�) =

∫

d2p

∫

Vd2p′

(2π)3v ′

F

×
∑

j

|ḡpp′ j |
2 Im

2�p−p′ j

π(�2−Ŵ2
p−p′ j−�2

p−p′ j−2i�Ŵp−p′ j)

∫

d2p.

(6)
При � > 0 эта формула переходит в (3) при Ŵp−p′ j → 0

(точнее, при Ŵp−p′ j ≪ 2pFu j). Согласно же [11,15]
Ŵp−p′ j ≈ �p−p′ j

2, поэтому в силу выполняющегося в

2 Декременты затухания оптических фононов оценены по экспе-

риментальным ширинам по половине высоты линий рамановского

рассеяния света в сильнолегированном бором (до концентрации бо-

лее 1021 cm−3, когда при низких температурах порядка нескольких

кельвинов в нем наблюдается сверхпроводимость) алмазе, где они,

как правило, велики [11,15], порядка частот оптических фононов.

В работе [21] они меньше, возможно, это связано с тем, что ис-

пользованные там пленки высоколегированного бором осажденного

из газовой фазы алмаза были тонкими (вплоть до 300 nm) и при-

сутствовал дополнительный сигнал от нелегированных подложки и

буферного слоя. В работе [22] они больше, чем в [21], и близки

к полученным в [11,15]. Таким образом, использованные оценки

декремента затухания оптических фононов качественно согласуются

с шириной по половине высоты линий рамановского рассеяния света

для сверхпроводящих высоколегированных бором алмазных образцов,

выращенных с помощью ряда определенных технологий.
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сверхпроводящем легированном бором алмазе неравен-

ства �p−p′ j > 2pFu j формула (6) существенно отличает-

ся от (3).

Выполняя в (6) интегрирования по квазиимпульсам,

будем иметь

α2(�)F(�) ≈
mw2

opF

4π3ρ

×
∑

j

Ŵ j

�0 j

[

1

(�−�0 j)2 + Ŵ2
j

−
1

(� + �0 j)2 + Ŵ2
j

]

,

(6a)
где для простоты считается, что Ŵp−p′ j не зависит от

p− p′, т. е. положено Ŵp−p′ j ≈ Ŵ j , и также предполагает-

ся, что 2pFu j ≪ �0 j , Ŵ j .

Для сравнения проведем интегрирование по квази-

импульсам в (3), где фононы считаются незатухаю-

щими. Для выбранного выше закона их дисперсии

�p−p′ j ≈ �0 j − u j |p− p′| при � > 0 это дает формулу

α2(�)F(�) =

=















mpF

(2π)2
w2

o

2ρ�

∑

j

�0 j −�

u2
j p2

F

, �0 j − 2pFu j < � < �0 j ,

0, �0 j − 2pFu j > � или � > �0 j,

(3a)
которая существенно отличается от (6а).

Для нахождения критической температуры перехода

легированного бором алмаза в сверхпроводящее состо-

яние замечаем, что при этой температуре 1(ω) = 0,

поэтому в (1) и (2) можно пренебречь 12(ω′) под

знаками корней в знаменателях. Тогда (2) не будет

вовсе содержать 1(ω′) и превратится в формулу для

вычисления перенормировочного параметра Z(ω). При

этом при низких температурах порядка нескольких кель-

винов, при которых наблюдается сверхпроводимость в

легированном бором алмазе, в этой формуле можно не

учитывать тепловые фононы, т. е. положить f B(�) = 0,

а также считать, что f F(ω
′) = 0, а f F(−ω′) = 1. Тогда

интегрирование по ω′ в (2) легко выполняется:

+∞
∫

0

dω′

(

1

ω′ + ω + �− i0
−

1

ω′ − ω + �− i0

)

= ln

(

−ω + �− i0

ω + �− i0

)

=



















ln

(

−ω + �

ω + �

)

≈ −
2ω

�
, ω < �,

ln

(

ω −�

ω + �

)

− iπ ≈ −
2�

ω
− iπ, ω > �,

где считается, что ln 1 = 0 и ln(−1) = −iπ. Проводя

теперь интегрирование по � с использованием (6а),

будем иметь

Z(ω) ≈















1 +
mw2

opF

2π2ρ

∑

j

1

Ŵ2
j + �2

0 j

≡ Z(0), ω < �0

1 ≡ Z(∞), ω > �0,

(7)
где, поскольку все �0 j близки друг к другу, под

�0 ≈ 2.5 · 1014 rad/s (∼ ωD) подразумевается некоторая

средняя �0 j [19]. Для численной оценки Z(0) считаем,

что все �0 j равны �0 и, согласно [11,15], Ŵ j ≈ 0.5�0 .

Тогда Z(0) ≈ 1.1.

Вычисления показывают, что при неучете затухания

фононов, т. е. при использовании для α2(�)F(�) форму-

лы (3а) вместо (6а), для Z(ω) получится формула, анало-
гичная (7), но с Ŵ j = 0. Тогда численная оценка для Z(0)
дает 1.13. Отсюда видно, что учет затухания фононов

дает лишь относительно малую поправку к Z(ω).
После нахождения Z(ω) уравнение (1) в пределе

1(ω) → 0 превращается в однородное линейное инте-

гральное уравнение для 1(ω). Условие существования

у него ненулевого решения и определяет критическую

температуру перехода легированного бором алмаза в

сверхпроводящее состояние.

Для нахождения его решения выполним в нем ин-

тегрирование по �, используя (6а). Соответствующие

интегралы даются формулами

+∞
∫

0

α2(�)F(�)
d�

±ω′ ± ω ±�± i0

≈































mw2
opF

2π3ρ

∑

j

π/2

Ŵ2
j + �2

0 j

, | ± ω′ ± ω| < �0,

mw2
opF

2π3ρ

∑

j

arctg
�0 j

Ŵ j

�0 j(±ω′ ± ω)
, | ± ω′ ± ω| > �0

(8)
Вслед за [14] аппроксимируем 1(ω) кусочно-

постоянной функцией, т. е. положим, что

1(ω) =

{

1(0), ω < �0,

1(∞), ω > �0.
(9)

Далее, как и в (2), при низких температурах порядка

нескольких кельвинов, при которых наблюдается сверх-

проводимость в легированном бором алмазе, можно не

учитывать тепловые фононы, т. е. положить f B(�) = 0.

Однако, в отличие от (2), в (1) нельзя считать, что

f F(ω
′) = 0, а f F(−ω′) = 1, т. к. тогда интеграл по ω′

логарифмически разойдется при ω′ = 0. Поэтому инте-

грирование по ω′ надо разбить на два интервала: от 0 до

величины порядка T и от T до +∞. На первом интервале

нужно использовать точные выражения для f F(ω
′) и

f F(−ω′), а на втором — уже положить f F(ω
′) = 0

и f F(−ω′) = 1. Легко видеть, что тогда интеграл по

подынтервалу T < ω′ < �0 второго интервала будет в

ln(�0/T ) раз больше интеграла по первому интервалу.
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Поскольку при параметрах легированного бором сверх-

проводящего алмаза этот логарифм много больше 1, то
интегралом по первому интервалу можно пренебречь по

сравнению с интегралом по подынтервалу T < ω′ < �0

второго интервала.

Тогда из (1) будем иметь следующую систему алгеб-

раических линейных однородных уравнений для 1(0) и

1(∞):

1(0) ≈
mw2

opF

π3πZ(0)

×
∑

j

[

1(0)
ln(�0 j/T )

Ŵ2
j + �2

0 j

π

2
+ 1(∞)

1

�2
0 j

arctg
�0 j

Ŵ j

]

−
µ̃

Z(0)

[

1(0) ln
(�0

T

)

+ 1(∞) ln
( ωc

�0

)

]

, (10а)

1(∞) ≈ −
µ̃

Z(∞)

[

1(0) ln
(�0

T

)

+ 1(∞) ln
( ωc

�0

)

]

. (10b)

Вычисления показывают, что при неучете затухания

фононов, когда для α2(�)F(�) используется форму-

ла (3а) вместо (6а), для 1(0) и 1(∞) получится система,
аналогичная (10а)−(10b), но с Ŵ j = 0.

Условие существования ненулевого решения систе-

мы (10а)−(10b) приводит к формуле для критической

температуры

Tc = �0 exp

(

−Z(0)/

{

3mw2
opF

π3ρ

×

[

π

2(Ŵ2 + �2
0)

−
µ arctg(�0/Ŵ)

�2
0

]

− µ

})

, (11)

где введена безразмерная переменная

µ = µ̃/[1 + µ̃ ln(ωc/�0)] и считается, что все Ŵ j и

�0 j одинаковы и равны Ŵ и �0 соответственно.

При Ŵ = 0 эта формула переходит в формулу для

критической температуры, выведенную в [14].
Поскольку расчет из экспериментальных данных кон-

станты wo взаимодействия дырок с оптическими фо-

нонами в алмазе в [20] является приближенным, то

ее реальная величина может несколько отличаться от

найденного в этой работе и приведенного выше зна-

чения 7 · 109/3 eV/cm. Так, при концентрации дырок

N/V = 1021 cm−3, начиная с которой в легированном

бором алмазе наблюдается сверхпроводимость, форму-

ла (11) приводит к Tc ≈ 1K [13,23], т. е. согласуется

с экспериментальными данными, при wo примерно на

70% большей, чем это значение3.

3 В недавней работе [25] исследуется сверхпроводимость в алмазе,

одновременно легированном бором и, с меньшей в несколько раз

концентрацией, азотом (донором). В результате утверждается, что за

счет экситонного механизма куперовского спаривания дырок критиче-

ские температуры в несколько кельвин достигаются при концентрации

атомов бора в несколько раз меньшей, чем значение 1021 cm−3,

необходимое для достижения таких критических температур при леги-

ровании только бором. В нашей работе формула (11) для критической

температуры получена для случая только одной легирующей приме-

си — бора — и фононного механизма куперовского спаривания дырок.

Поэтому для моделирования результатов [25] она не применима.

При применении формулы (11) для вычисления крити-
ческой температуры для более высоких, чем 1021 cm−3,

концентраций дырок (а следовательно, и атомов бора),
конкретно 5 и 10% от концентрации атомов углерода

в алмазной кристаллической решетке (что отвечает

8.5 · 1021 cm−3 и 1.7 · 1022 cm−3 в абсолютных единицах

соответственно) результаты оказываются в несколько

раз выше, чем вычисленные в работе [24] значения.

По-видимому, это связано с возможной зависимостью

константы дырочно-фононного взаимодействия wo от

концентрации дырок: в данной работе эта зависимость

не учитывается, согласно же вычислениям в [24] эта

константа снижается с ростом концентрации дырок. По-

этому при применении формулы (11) для более высоких,
чем 1021 cm−3, концентраций дырок эту зависимость

необходимо принимать во внимание.

Если же положить в (11) Ŵ = 0, т. е. не учитывать

затухание оптических фононов, то при той же wo

(т. е. примерно на 70% большей, чем 7 · 109/3 eV/cm)
формула (11) даст Tc ≈ 9K, т. е. величину, в 9 раз

большую, чем экспериментально измеренное значение.

Таким образом, учет затухания оптических фононов

является существенным при вычислении критической

температуры перехода легированного бором алмаза в

сверхпроводящее состояние. Вследствие резкой (экспо-
ненциальной) зависимости от декремента этого затуха-

ния, этот учет приводит к ее значительному снижению

по сравнению с результатами вычислений в модели без

затухания.

4. Учет рассеяния дырок на примесях

Учет кулоновского рассеяния дырок на ионизованных

примесных атомах (которыми в данном случае являются

атомы бора) выполнен в [16] и приводит к появлению в

правой части (1) дополнительного слагаемого

−
iπ

Z(ω)

N

V

∫

d2p′

(2π)3v ′

F

∣

∣

∣

∣

VC(p, p′)

ε(p, p′)

∣

∣

∣

∣

2
1(ω)

√

ω2 − 12(ω)
, (12)

а в правой части (2) — дополнительного слагаемого

iπ
N

V

∫

d2p′

(2π)3v ′

F

∣

∣

∣

∣

VC(p, p′)

ε(p, p′)

∣

∣

∣

∣

2

, (13)

где N/V — концентрация ионизованных (отрицатель-
но заряженных) примесных атомов (в силу зарядовой

нейтральности равная концентрации дырок), двумер-

ное интегрирование по квазиимпульсам выполняется

по ферми-поверхности и полагается, что на этой же

поверхности лежит вектор p, т. е. p = pF. В приближении

Томаса–Ферми для ε(p, p′) (автоматически статическом,

т. к. при рассеянии дырок на тяжелых примесных ионах

можно пренебречь обменом энергией между ними) это

интегрирование дает

−
i2πe4m

pFZ(ω)

N

V

(

1

p2
s

−
1

4p2
F + p2

s

)

1(ω)
√

ω2 − 12(ω)
, (12a)
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i2πe4m

pF

N

V

(

1

p2
s

−
1

4p2
F + p2

s

)

(13a)

для (12) и (13) соответственно.

Для нахождения критической температуры перехода

в сверхпроводящее состояние, как и в предыдущем раз-

деле, считаем, что 1(ω) → 0, и поэтому пренебрегаем

в (1) и (2) 12(ω′) под знаками корней в знаменателях.

В результате, как и выше, (2) из уравнения превраща-

ется в формулу для вычисления Z(ω), которая теперь

дает

Z(ω)≈























1+
mw2

opF

2π2ρ

∑

j

1

Ŵ2
j +�2

0 j

− i
1

ωτ
, ω < �0≈

1

τ

1 ≡ Z(∞), ω > �0 ∼
1

τ
,

(7a)
где введена частота столкновений дырок с ионизованны-

ми атомами примеси

1

τ
=

2πe4m

pF

N

V

(

1

p2
s

−
1

4p2
F + p2

s

)

.

Для характерной для сверхпроводящего легированного

бором алмаза концентрации отрицательно заряженных

примесных атомов бора N/V = 1021 cm−3 она составля-

ет около 1014 s−1, что по порядку величины согласуется

с оценкой, получаемой из характерной подвижности

дырок 3.6 cm2/(V · s) в сильнолегированном бором алма-

зе [26].
Перейдем теперь к решению (1). Рассмотрим случай

ω < �0 j ≈ 1/τ . Разложим коэффициенты этого уравне-

ния для 1(ω) по степеням ω и ограничимся в этих

разложениях нулевыми и линейными членами. Для это-

го учтем, что при таких ω имеет место неравенство

|Im Z(ω)| ≫ |Re Z(ω)| (поскольку при таких ω соглас-

но (7а) Re Z(ω) ≈ 1.1 и совпадает с Z(ω) (7) при отсут-

ствии рассеяния и |Im Z(ω)| ≈ 1/(ωτ ) > 1) и поэтому с

точностью до ReZ(ω) включительно

1

Z(ω)
≈

1

i Im Z(ω)
+

ReZ(ω)

[Im Z(ω)]2
.

Используем это в добавочном члене в (1), возникающем

за счет рассеяния на примесях, а в остальных членах

в (1) положим 1/Z(ω) ≈ 1/[i Im Z(ω)]. Тогда для 1(ω)
получится точно такое же уравнение, как и в отсутствие

рассеяния на примесях.

При ω > �0 j ≈ 1/τ имеем Z(ω) = 1 ≡ Z(∞) и в урав-

нении (1) для 1(ω) можно пренебречь по сравнению

с его левой частью дополнительным слагаемым (12а),
возникающим в его правой части из-за рассеяния на

примесях, т. е. (1) тоже будет точно таким же, как и в

отсутствие рассеяния на примесях.

Таким образом, прямой учет рассеяния дырок на

примесях в сверхпроводящем легированном бором ал-

мазе фактически не меняет уравнения (1) для 1(ω),
а следовательно, и получающейся из него критической

температуры. Этот вывод находится в согласии с общим

утверждением теории сверхпроводящих сплавов [17]
(иногда называемым теоремой Андерсона), согласно

которому наличие примесей практически не влияет

на критическую температуру, пока их концентрация

(в данном случае равная 1021 cm−3) значительно ниже

концентрации основного вещества (в данном случае

равной концентрации 1.75 · 1023 cm−3 атомов углерода в

алмазе)4. Однако, согласно разделу 3, на критическую

температуру перехода легированного бором алмаза в

сверхпроводящее состояние существенно влияет декре-

мент затухания оптических фононов. Последний же обу-

словлен их взаимодействием с дырками, т. е. зависит от

характеристик последних, в частности от их рассеяния

на примесях. Поэтому рассеяние дырок на примесях

опосредовано, через декремент затухания оптических

фононов, влияет на критическую температуру. Таким

образом, для легированного бором алмаза теорема Ан-

дерсона, строго говоря, неверна.

5. Заключение

Таким образом, показано, что для критической тем-

пературы перехода высоколегированного бором алма-

за в сверхпроводящее состояние нельзя использовать

обычную формулу, применяемую для сверхпроводящих

металлов. Это связано с неучетом в ней характерно-

го для высоколегированного алмаза сильного затуха-

ния оптических фононов, играющих основную роль в

механизме куперовского спаривания дырок. В данной

работе выведена новая формула для критической тем-

пературы перехода высоколегированного бором алмаза в

сверхпроводящее состояние, в которой учтено затухание

оптических фононов. Показано, что она согласуется с

существующими экспериментальными данными.

Следует отметить, что при выводе этой формулы

были сделаны те же приближения и допущения, что

и при выводе аналогичной формулы без учета этого

затухания. В обычных сверхпроводниках с относительно

слабым электрон-фононным взаимодействием декремент

затухания фононов много меньше их частот. Поэтому

его учет приводит к поправке к критической температу-

ре, которая лежит в пределах точности используемых

приближений и допущений и, следовательно, несуще-

ственна. В противоположность этому в легированном

4 Таким образом, в рассматриваемой модели рассеяние дырок на

примесных отрицательно заряженных атомах бора фактически привело

лишь к появлению в перенормировочном параметре Z(ω) (7а) доба-

вочного слагаемого −i 1
ωτ

при ω < �0 ≈ 1
τ
. Однако согласно рабо-

там [27,28] при конечной величине произведения kFl (где kF ≡ pF/~ —

квазиволновое число Ферми дырки, l = τ pF/m — длина ее свободного

пробега) учет рассеяния дырок на примесях не сводится лишь только

к такой добавке. Тем не менее, в нашей работе kF ≈ 4.4 · 107 cm−1

и при оцененном τ ≈ 10 fs величина l = τ pF/m ≈ 6.8 nm, так что

произведение kFl ≈ 30 ≫ 1 и можно считать, что рассеяние дырок на

примесных отрицательно заряженных атомах бора примерно правиль-

но учитывается появлением только данного добавочного слагаемого в

Z(ω).
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бором сверхпроводящем алмазе с сильным взаимодей-

ствием дырок с оптическими фононами, приводящим к

декременту затухания последних порядка их частот, учет

затухания этих фононов при прочих равных параметрах

понижает критическую температуру в 9 раз, т. е. почти

на порядок. Такая поправка является значимой и не мо-

жет считаться лежащей в пределах точности используе-

мых приближений и допущений. Поэтому для исследо-

вания зависимости критической температуры перехода

высоколегированного бором алмаза в сверхпроводящее

состояние от степени легирования и других параметров

с целью поиска путей ее повышения предпочтительно

пользоваться выведенной в данной работе формулой с

учетом затухания оптических фононов. Такое повыше-

ние является особенно важным для практических приме-

нений сверхпроводимости этого уникального материала.
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