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Предложен метод на основе спектрального анализа хаотических сигналов, позволяющий детектировать

в анализируемой системе наличие фазовой хаотической синхронизации и статистические характеристики

перемежающегося поведения, наблюдаемого на границе фазовой хаотической синхронизации. На основе

предложенного метода проведено численное исследование перемежающегося поведения на границе фазовой

хаотической синхронизации в системе однонаправленно связанных осцилляторов Ресслера. Сопоставление

полученных результатов с результатами известного метода детектирования участков захвата фаз демонстри-

рует высокий уровень согласованности методов.
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Синхронизация как одно из основополагающих явле-

ний нелинейной динамики изучается уже более трех

веков, однако обилие современных исследований, ак-

тивно публикуемых в ведущих научных изданиях, под-

тверждает, что интерес к этому явлению не исчерпан.

На данный момент выявлено несколько типов синхрон-

ного поведения нелинейных динамических систем, таких

как фазовая хаотическая синхронизация [1], обобщенная

синхронизация [2,3], синхронизация с запаздыванием [4],

полная синхронизация [5], синхронизация временны́х

масштабов [6,7] и др., каждый из которых обладает

своими специфическими особенностями и методами

диагностики. Отдельное место в изучении феномена

синхронизации занимает его исследование в реальных

системах [8–10], что не только имеет фундаментальное

значение для понимания механизмов данного явления,

но и обеспечивает прикладное применение, в частности,

в задачах создания систем диагностики эпилептических

событий [11], когнитивных нарушений [12], при разра-

ботке инновационных методов терапии на основе оценки

индивидуальных межнейронных биомаркеров при лече-

нии болезни Паркинсона [13] и пр.

Одним из направлений изучения синхронизации явля-

ется исследование состояний, предшествующих ей. В ря-

де работ (см., например, [4,14]) было показано, что при

росте силы взаимодействия между системами переход от

асинхронного режима к синхронному осуществляется,

как правило, через перемежающееся поведение, наблю-

даемое вблизи границы синхронизации [15,16], причем

каждому из типов синхронизации предшествует свой

определенный тип перемежаемости [14,16–18].

Сегодня весьма актуально исследование фундамен-

тального явления синхронизации и перемежающейся

динамики в живых системах, что ставит перед иссле-

дователями отдельную задачу детектирования синхрон-

ных/асинхронных участков поведения. Для модельных

систем данная задача достаточно полно решена, но в

реальных системах живой природы этот вопрос все еще

стоит остро. Например, для определения и изучения

фазовой хаотической синхронизации в реальных систе-

мах необходима процедура определения фазы анализи-

руемых сигналов. Для этого, как правило, используются

угол поворота на плоскости проекции хаотического

аттрактора, сечение Пуанкаре или преобразование Гиль-

берта [19,20]. Однако сигналы реальных систем обычно

обладают сложной хаотической нефазово-когерентной

структурой аттрактора, осложненной шумами и артефак-

тами, искажающими результаты исследований. Кроме

того, после неоднозначной процедуры введения мгно-

венной фазы сигналов используются различные много-

ступенчатые алгоритмы автоматического детектирова-

ния синхронных/асинхронных участков поведения [10],
которые могут далее увеличивать ошибку численных

оценок.

В рамках настоящей работы предложен новый метод

детектирования фазовой хаотической синхронизации на

основе использования концепции частотных паттернов,

предложенной в работе [21]. Важными достоинствами

разработанного метода представляются простота алго-
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Рис. 1. а — временна́я зависимость разности мгновенных фаз 1ϕ для систем (1) и (2) при значении параметра связи ε = 0.03685,

серой заливкой выделены турбулентные фазы. b — зависимости от времени выделенных частотных паттернов при параметре

связи ε = 0.03685 для ведущей pd(t) (красная штриховая линия) и ведомой pr (t) (зеленая сплошная линия) систем; участки,

соответствующие появлению турбулентной фазы, выделены серой заливкой. Цветной вариант рисунка представлен в электронной

версии статьи.

ритма детектирования участков турбулентной фазы, от-

сутствие необходимости введения мгновенной фазы ана-

лизируемых сигналов, возможность анализа исключи-

тельно с использованием сигнала ведомой системы,

низкая чувствительность к шумам и артефактам за счет

повышенной робастности применяемого подхода частот-

ных паттернов и вследствие перечисленного высокая

применимость к экспериментальным сигналам.

Апробация предлагаемого метода детектирования фа-

зовой хаотической синхронизации выполнена на такой

классической модели нелинейной динамики, как однона-

правленно связанные осцилляторы Ресслера [22], изна-
чально описывающие химическую реакцию, способную

демонстрировать хаотическую динамику:











ẋd = −ωdyd − z d,

ẏd = ωdxd − ayd,

ż d = p − z d(xd − c),

(1)











ẋ r = −ωr y r − z r + ε(xd − x r),

ẏ r = ωr x r − ay r ,

ż r = p − z r(x r − c),

(2)

где (xd , yd , z d) и (x r , y r , z r ) — декартовы координаты

ведущего и ведомого осциллятора соответственно; ε —

параметр, отвечающий за интенсивность связи. Систе-

ма (1) является ведущей, а система (2) — ведомой.

Для обеспечения сравнения результатов с полученны-

ми ранее в [17,23] значения управляющих парамет-

ров выбраны следующими: a = 0.15, p = 0.2, c = 10.0.

Параметры ωd = 0.93 и ωr = 0.95 соответствуют соб-

ственным частотам ведущей и ведомой систем, что

отвечает малой расстройке по частоте. При выбранных

значениях управляющих параметров для систем (1) и (2)
при значении параметра интенсивности связи ε меньше

критического значения εc ≈ 0.042 происходит разруше-

ние фазовой хаотической синхронизации в исследуемых

системах и наблюдается перемежающееся поведение

типа
”
игольного ушка“ [17].

Предлагаемый метод детектирования участков син-

хронного/асинхронного поведения на границе фазо-

вой хаотической синхронизации основан на концепции

спектрального анализа хаотических сигналов, реали-

зуемой на базе непрерывного вейвлет-преобразования

(НВП) [24]:

W ( f , t0) =
1√
s

∞
∫

−∞

x(t)ψ∗

(

t − t0

s

)

dt, (3)

где s — временной масштаб, звездочка — комплексное

сопряжение, ψ(η) = 1
4
√
π

e j�0ηe−η2/2 — материнский вей-

влет Морле с параметром �0 = 2π, обеспечивающим

однозначную взаимосвязь между временны́м масшта-

бом s НВП и фурье-частотой f , а именно f = 1
s
.

На первом шаге для ведущей (1) и ведомой (2) систем
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Рис. 2. Схема алгоритма детектирования методом НВП

паттернов синхронной/асинхронной динамики ниже границы

фазовой хаотической синхронизации.

для переменных xd и x r в каждый момент времени t

оценивается спектральная мощность НВП

E( f , t0) = |W ( f , t0)|2. (4)

Оценка спектральной мощности НВП проводится в

частотном диапазоне, в который попадают собствен-

ные частоты ведущей и ведомой систем. Для рас-

сматриваемого случая с учетом перехода от угло-

вой частоты к циклической диапазон был следующим:

1 f p = [0.145; 0.165]. В момент времени ti на поверхно-

сти НВП E( f , ti) определялись локальные максимумы

спектральной мощности и соответствующие им частоты

{ f sc1
, . . . , f scn

}i . Данная процедура повторялась в каж-

дый последующий момент времени ti+ j с определени-

ем соответствующего набора частот { f sc1
, . . . , f scn

}i+ j .

В результате был получен набор частот, в котором

последовательно наблюдаются локальные максимумы

энергии НВП { f sc1
, . . . , f scn

}k , где k = 1, . . . , N (N —

общее количество отсчетов в анализируемoй временно́й

реализации).
На следующем шаге на основе массива

{ f sc1
, . . . , f scn

}k производится расчет зависимости

колебательного паттерна pr от времени на основе

условия, предложенного в работе [21]:

pd,r (ti )=



















f i при | f i− f i+1|6δ, f i ∈{ f sc1
, . . . , f scn

}i,

f i+1 ∈ { f sc1
, . . . , f scn

}i+1,

0 при | f i− f i+1|>δ, f i ∈ { f sc1
, . . . , f scn

}i ,

f i+1∈{ f sc1
, . . . , f scn

}i+1,

(5)
где δ — численная константа, выбираемая согласно ча-

стоте дискретизации сигнала, в данном случае δ = 0.005.

На рис. 1, а и b для систем (1) и (2) при па-

раметре связи ε = 0.03685 представлены результаты

оценки временны́х зависимостей классической разно-

сти фаз 1ϕ = (arctan xd

yd
− arctan x r

y r
), определяемой через

отношение координат для ведущей (1) и ведомой (2)
систем, а также временны́х зависимостей частотных

паттернов pd и pr , рассчитанных по переменным xd и x r .

Хорошо видно, что во время фаз турбулентной динамики

временна́я зависимость паттерна pr ведомой системы (2)
демонстрирует резкое возрастание собственной частоты,

что эмпирически позволяет ввести критерий для детек-

тирования турбулентной динамики

pr(t1) > 0.157, pr(t2) < 0.153,

где t1 определяет момент начала детекции фазы тур-

булентной динамики, а t2 — момент ее завершения.

Соответственно момент завершения турбулентной фазы

отвечает моменту наступления ламинарной (синхрон-
ной) фазы, а момент начала турбулентности — завер-

шению синхронной фазы. Для детектирования можно

использовать и другую пару координат систем (1) и (2),
а именно yd и y r . Более того, если в ведущей системе

не происходит постоянной перестройки собственной

Письма в ЖТФ, 2026, том 52, вып. 18
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Рис. 3. а — распределение длительности ламинарных участков поведения τ при фиксированных управляющих параметрах

системы уравнений (1) и (2). ε = 0.032 (1), 0.0335 (2) и 0.0345 (3). Ось ординат приведена в логарифмическом масштабе. b —

зависимость средней длительности ламинарного поведения T от параметра интенсивности связи для систем (1) и (2). Крестики —

численные результаты, полученные с использованием метода НВП паттернов, кружки — численные результаты, полученные с

использованием метода фазовых проскоков [23]. Сплошные линии соответствуют теоретическим зависимостям (6) и (7).

частоты, то после введения критерия для детектиро-

вания начала/окончания турбулентной фазы достаточно

оценивать спектральные характеристики только одной

координаты ведомой системы, а оценка сигнала ведущей

системы является излишней. С учетом всего изложен-

ного выше на рис. 2 представлен поэтапный алгоритм

детектирования ламинарных/турбулентных фаз разрабо-

танным методом.

Для апробации предложенного метода использован

метод детекции ламинарных фаз, основанный на оценке

фазовых проскоков, описанный ранее в [25]. Применение

метода фазовых проскоков требует введения собствен-

ной фазы через arctan x
y
в ведущей и ведомой системах,

детектирование ламинарных/турбулентных фаз основано

на оценке разности фаз ведомой и ведущей систем.

На основе данных методов были детектированы участ-

ки синхронной динамики во временны́х реализациях си-

стем (1) и (2), рассчитаны распределение длительности

ламинарных фаз и зависимость средней длительно-

сти ламинарной фазы от интенсивности силы связи.

Длительности анализируемых временны́х реализаций

включали в себя более 3.5 тысяч ламинарных фаз

динамики. Полученные численные результаты сопостав-

лялись с известными характеристиками перемежаемости

типа
”
игольного ушка“ [17], наблюдаемой в данной нели-

нейной системе, а именно распределением длительности

ламинарных фаз

N(τ ) = T−1e−τ /T , (6)

где τ — длительность ламинарной фазы, и зависимостью

средней длительности ламинарной фазы от параметра

интенсивности связи

− ln(1/T ) = c0 − c1|εc − ε|−1/2, (7)

где T — средняя длительность ламинарного поведения

при заданном значении параметра интенсивности свя-

зи ε; c0 и c1 — константы.

На рис. 3, а и b представлены результаты численных

оценок указанных характеристик в сравнении с теоре-

тическими данными (6) и (7), а именно распределения

длительности ламинарных фаз для трех параметров

интенсивности связи ε ниже критического значения

εc и зависимости средней длительности ламинарного

поведения от параметра интенсивности связи ε со-

ответственно. Рисунки показывают хорошее согласие

результатов численного анализа на основе методов НВП

паттернов и фазовых проскоков как между собой, так и с

теоретическими законами (6) и (7). На рис. 4 приведено

графическое представление результатов оценки согласия

между двумя методами измерений с использованием

диаграммы Бланда−Альтмана [26], демонстрирующей

высокую точность предложенного метода детекции ла-

минарных фаз в широком диапазоне значений параметра

интенсивности связи.

В отличие от существующего метода фазовых про-

скоков предложенный метод НВП паттернов не требует

введения мгновенной фазы, что расширяет возможности

анализа нефазово-когерентных аттракторов, и позволяет

проводить анализ лишь сигнала ведомой системы, если

ведущая система не демонстрирует постоянных пере-

строек собственной частоты. Таким образом, разработан-

ный подход к выявлению ламинарных/турбулентных фаз

Письма в ЖТФ, 2026, том 52, вып. 18
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Рис. 4. Результат расчета оценки согласия на основе диаграммы Бланда−Альтмана для методов НВП паттернов и фазовых

проскоков при определении средней длительности ламинарного поведения T при фиксированных управляющих параметрах

систем (1) и (2). По оси абсцисс отложены значения интенсивности связи, по оси ординат — разность между результатами

двух методов измерений. Сплошная линия — среднее смещение, штриховые линии — пределы согласия, серые полосы —

доверительные интервалы для смещения и пределов согласия. Точками показаны полученные разности для рассматриваемых

методов.

направлен на упрощение процесса детекции состояний

синхронной/асинхронной динамики и в конечном итоге

на унификацию и расширение возможностей анализа

особенностей фазовой хаотической синхронизации в ре-

альных биофизических сигналах и живых системах, где

процесс введения мгновенной фазы не всегда является

тривиальной задачей.
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