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В рамках подхода теории случайных матриц исследуются корреляционные свойства упругого отклика

аморфных систем на внешние силы. Для описания неупорядоченных сред вблизи устойчивого положе-

ния равновесия применяется коррелированный ансамбль Вишарта. Показано, что величина беспорядка

характеризуется наибольшим собственным значением θ0 корреляционного супероператора, которое для

сильно неупорядоченных систем приближается к критическому значению, равному единице. При этом в

корреляционных функциях отклика возникает корреляционный масштаб длин ξ ∼ (1− θ0)
−1/2, который

может значительно превосходить межатомные расстояния, разделяя микроскопическую область сильных

флуктуаций и макроскопический континуальный режим. Для систем, близких к изостатическим, найден-

ное соотношение согласуется с критическим поведением ξ ∼ (z − z c)
−1/2 в зависимости от среднего

координационного числа z . Полученные результаты обобщают описание упругого отклика на различные

типы возмущений (однородные деформации, локальные силы) и устанавливают связь между масштабом

неоднородности, неаффинностью деформаций и критическими явлениями в системах с беспорядком.
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1. Введение

Аморфные твердые тела, к которым относятся неор-

ганические стекла, металлические стекла, аморфные

полимеры и другие неупорядоченные диэлектрики, ха-

рактеризуются отсутствием дальнего порядка, что обу-

словливает качественное отличие их механических и

колебательных свойств от свойств кристаллов [1–4].
В частности, для таких систем наблюдаются универ-

сальные аномалии тепловых и акустических свойств при

низких температурах [5–7]. Несмотря на длительную

историю исследований, микроскопическая природа этих

эффектов остается предметом активного обсуждения.

С механической точки зрения одной из ключевых

особенностей аморфных материалов является неупоря-

доченный характер упругого отклика на внешнее воздей-

ствие [8]. В отличие от кристаллов, где атомные смеще-

ния в значительной степени следуют аффинному полю

деформации, в неупорядоченных системах возникают

дополнительные флуктуирующие в пространстве неаф-

финные смещения, которые сильно влияют на эффек-

тивные упругие модули и локальные напряжения [9,10].
На достаточно малых масштабах, где влияние таких

флуктуирующих смещений существенно, теория конти-

нуальной упругости, как ожидается, перестает быть при-

менимой [11]. Переход между этими двумя режимами

характеризуется некоторой длиной неоднородности, ко-

торая, по некоторым оценкам, может достигать десятков

межатомных расстояний [12,13].

Вопрос о природе и универсальности масштаба неод-

нородности находится в центре современных исследо-

ваний аморфных материалов. Важность его изучения

обусловлена тем, что он проявляет себя в широком

круге явлений — от квазилокальных низкочастотных ко-

лебаний, определяющих низкотемпературные аномалии

стекол [14–16], до характера затухания упругих полей,

создаваемых точечными дефектами [17–19] и нановклю-

чениями [20]. Кроме аморфных тел, масштаб неоднород-

ности изучался и в гранулярных телах вблизи порога

потери жесткости (англ. jamming transition) [21–23].
Характерные масштабы обнаружены также в модели

деформационно-упрочняющихся сетей [24], в нелокаль-

ности гранулярных течений [25], а также в корреляциях

флуктуаций объемного модуля упругости в случайных

сетях [26].

Одним из ключевых аспектов, требующих дальнейше-

го осмысления, является взаимосвязь между простран-

ственной неоднородностью структуры, неаффинной при-

родой упругого отклика и универсальными закономер-

ностями в динамике аморфных систем. Ранее было

показано, что в стеклах различной природы существу-
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1 nm, который играет столь же важную роль, как размер

элементарной ячейки для кристаллов [27–29]. Данный
масштаб взаимосвязан с избыточной (по сравнению

с дебаевской) плотностью колебательных состояний в

области 2−10meV (так называемый бозонный пик),
который наблюдается практически во всех стеклах [28].
Более того, существование характерного масштаба поз-

воляет объяснить выполнение критерия Иоффе–Регеля
для фононов в области плато теплопроводности, где

длина свободного пробега фононов оказывается сопо-

ставимой с длиной волны и корреляционной длиной

структуры [30]. Эти данные указывают на то, что

неоднородности структуры с характерным масштабом

∼ 1 nm играют фундаментальную роль в формировании

физических свойств аморфных материалов.

Для исследования аморфного состояния активно при-

меняется подход, основанный на теории случайных

матриц [31–34]. В рамках этого подхода матрица си-

ловых констант аморфного тела моделируется с ис-

пользованием ансамблей случайных матриц, в частности

ансамбля Вишарта, который учитывает механическую

устойчивость системы. Однако не каждый ансамбль

случайных матриц учитывает особые корреляции между

элементами матрицы силовых констант, что важно при

описании аморфного состояния. Поэтому в последние

годы развивается подход с использованием коррелиро-

ванного ансамбля Вишарта, который позволяет описать

бозонный пик [35], переход Иоффе–Регеля [36], наличие
квазилокальных мод [37], а также упругие особенности

аморфных нанокомпозитов [38]. При этом, как показыва-

ют эти работы, перечисленные явления тесно связаны

с существованием в аморфных материалах масштаба

неоднородности.

В настоящей работе подход теории случайных матриц

используется для исследования пространственной струк-

туры механического упругого отклика аморфных систем.

Основное внимание уделено анализу корреляционных

функций отклика и выявлению характерного масштаба

длины неоднородности, разделяющего микроскопиче-

ский режим с сильными флуктуациями и макроскопи-

ческий континуальный режим. Особый интерес пред-

ставляет установление связи между этим масштабом и

параметрами модели, характеризующими беспорядок в

системе.

2. Отклик на внешнее воздействие

Рассмотрим механический отклик аморфного твер-

дого тела, охлажденного до нулевой температуры, на

некоторую небольшую внешнюю силу. Такая сила может

быть распределена по поверхности аморфного тела за

счет приложенного механического напряжения, а также

может быть вызвана локальным упругим воздействием

на аморфную систему. Последний тип воздействия ре-

ализуется, например, при непосредственном контакте

зонда атомно-силовой микроскопии с аморфной сре-

дой [39], а также вследствие концентрации напряжений

в окрестности нановключений [40–42] или вблизи ано-

мально мягких областей аморфного тела [15].
Будем рассматривать такое возмущение в виде внеш-

них сил fi , при котором охлажденная до нулевой темпе-

ратуры система остается вблизи локального положения

равновесия и не достигает других локальных минимумов

потенциальной энергии. Тогда в линейном приближении

упругий отклик в виде смещений атомов ui определяется

следующей системой линейных уравнений:

∑

jβ

8iα, jβu jβ = f iα, (1)

где 8̂ — матрица силовых констант. Индексы i и j

нумеруют атомы в системе (1 . . . N), а α и β обозначают

декартовы индексы соответствующих атомов (x , y, z для

трехмерных систем или x , y для двумерных систем).

Элементы матрицы силовых констант 8̂ определяются

вторыми производными полной потенциальной энергии

U по положению атомов:

8iα, jβ =
∂2U(r1, r2, . . . rN)

∂r iα∂r jβ

∣∣∣∣
ri =r

eq

i

(2)

при равновесных атомных координатах r
eq
i .

Конкретные равновесные координаты r
eq
1 , r

eq
2 . . . r

eq
N за-

висят от процесса охлаждения аморфообразующего ма-

териала из расплава. Следовательно, компоненты матри-

цы силовых констант 8̂ зависят от конкретной рассмат-

риваемой системы и могут варьироваться в широком

диапазоне [43]. В результате, под действием внешнего

возмущения в системе возникают не только макроскопи-

ческие деформации, но и локальные смещения атомов,

которые зависят от степени разупорядоченности.

Так как при каждой реализации аморфной системы

равновесные координаты атомов оказываются разными,

мы вводим понятие референсной решетки — простой

кубической решетки (в двумерном пространстве — квад-

ратной), плотность узлов которой равна средней плотно-

сти атомов аморфной системы. При этом каждому ато-

му будем сопоставлять определенный расположенный

рядом узел референсной решетки. При механическом

воздействии на систему каждый атом смещается на неко-

торый вектор ui , ассоциируемый с соответствующим

узлом референсной решетки. Такая процедура позволяет

регуляризировать нахождение корреляционных функций

смещений атомов и не вносит существенных искаже-

ний в крупномасштабном поведении корреляционных

функций.

Определим флуктуирующую в пространстве компо-

ненту смещений ufli как разницу между самими смеще-

ниями и их усредненными значениями [44]:

ufli = ui − 〈ui〉, (3)

где скобки 〈. . . 〉 означают усреднение по разным реа-

лизациям аморфной системы (усреднение по ансамблю).
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Усредненная компонента смещений

uiα ≡ 〈uiα〉 =
∑

jβ

Giα, jβ f jβ (4)

определяет средний отклик вещества на приложенное

возмущение, которое является одинаковым для все-

го ансамбля неупорядоченных систем, что в соответ-

ствии с уравнением (1) выражается через резольвенту

G = 〈8̂−1〉.
Задача определения макроскопической деформации

неограниченной упругой среды под действием сосредо-

точенной силы известна как задача Кельвина [45]. Для
заданного воздействия fi средний отклик ui в линейном

приближении может быть найден путем решения урав-

нения (4). Рассматриваемая аморфная среда обладает

однородными статистическими свойствами, в результате

чего резольвента Giα jβ зависит только от разности

координат ri − r j . Это позволяет определить функцию

Грина как Фурье-преобразование резольвенты

Gαβ(q) =
1

N

∑

i j

Giα jβeiq(ri−r j ), (5)

где вектора ri и r j соответствуют координате i-го и j-го

атома.

Аналогичным образом, Фурье-преобразование усред-

ненных атомных смещений и сил имеет следующий вид:

uα(q) =
∑

i

uiαeiqri , (6)

f α(q) =
∑

i

f iαeiqri (7)

Следовательно, уравнение (4) принимает вид

uα(q) = Gαβ(q) f β(q), (8)

где используется правило суммирования Эйнштейна для

декартовых индексов. При этом для изотропной упругой

среды функция Грина выражается через модули Ламе

λ и µ и имеет универсальный для любой размерности

тензорный вид [46]:

Gαβ(q) =
1

µ

(
δαβ

q2
−

λ + µ

λ + 2µ

qαqβ

q4

)
. (9)

Обратное Фурье-преобразование функции Грина, соглас-

но математической терминологии, является тензором

Грина Gαβ(r) (англ. elastic Green tensor) [47]:

Gαβ(r) =
1

Vb

∫

Vb

Gαβ(q)e
−iqrdq, (10)

где интеграл берется по первой зоне Бриллюэна объ-

емом Vb референсной решетки, а результат интегри-

рования зависит от размерности системы. При этом

Vb = nat(2π)d , где nat — концентрация атомов, а d —

размерность пространства (d = 3 для трехмерных и

d = 2 для двумерных систем).
Классическая теория упругости не учитывает микро-

скопическую природу смещений и описывает поведение

только их усредненной компоненты (4) с помощью

тензора Грина (10). Такое описание применимо к аморф-

ным системам только на масштабах, превышающих их

характерный масштаб неоднородности. На масштабе

неоднородности проявляется дополнительная флуктуи-

рующая составляющая смещений, требующая описания

на микроскопическом уровне. Получение континуальных

уравнений, учитывающих неоднородность смещений и

описывающих масштаб неоднородности, является пред-

метом данной работы.

Для исследования этого вопроса мы рассматриваем

парные пространственные корреляции между флуктуи-

рующими смещениями ufli и uflj , вызванными действием

внешней силы:

Kiα, jβ = 〈ufl
iαufl

jβ〉. (11)

В соответствии с уравнениями (1) и (3) такие корре-

ляции выражаются через матрицу силовых констант:

Kab =
∑

a′b′

(〈
(8−1)aa′(8−1)bb′

〉
− Gaa′Gbb′

)
f a′ f b′, (12)

где для упрощения обозначений здесь и далее при после-

дующем анализе мы заменяем объединенные индексы iα

и jβ на более простые индексы a и b соответственно.

Число возможных значений таких индексов равно про-

изведению размерности пространства d на число атомов

N, то есть равняется числу степеней свободы dN.

Как показывает выражение (12), для получения кор-

реляций Kab необходимо провести усреднение по раз-

ным реализациям матрицы силовых констант, соответ-

ствующим ансамблю неупорядоченных систем. Такая

процедура усреднения представляет собой основную

задачу, которую мы решаем в рамках теории случайных

коррелированных матриц.

3. Теория случайных матриц

Ключевой аспект применения теории случайных мат-

риц к изучению механических свойств твердых тел

заключается в требовании их механической устойчи-

вости, что соответствует положительной определенно-

сти матрицы силовых констант 8̂. Существует также

симметричное правило перестановки 8ab = 8ba , которое

следует из определения 8̂ (2). Вышеупомянутые условия

эквивалентны возможности представления 8̂ в следую-

щей матричной форме [33]:

8ab =
∑

k

AakAbk, (13)

что можно записать как 8̂ = Â · ÂT , где (·) означает

свертку по одному внутреннему индексу.
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Матрица Â в соотношении (13) может быть ин-

терпретирована следующим образом. Первый индекс a

обозначает степени свободы, а второй индекс k — связи

внутри системы (1 . . . Nb), каждая из которых обладает

положительно определенной квадратичной потенциаль-

ной энергией

Uk =
1

2

(∑

a

Aakua

)2

. (14)

Такое рассмотрение соответствует тому, что полная

энергия системы выражается через матрицу 8̂ как

U =
∑

k

Uk =
1

2

∑

ab

8abuaub, (15)

что соответствует ее определению (2). Число связей в

системе Nb может отличатся от числа степеней свободы

dN, поэтому матрица Â не обязательно квадратная и

имеет размер dN×Nb.

Наличие беспорядка в атомных расположениях при-

водит к случайному характеру матрицы Â. Поэтому

для описания аморфного состояния можно предполо-

жить, что ненулевые элементы матрицы Aak являются

случайными числами. Следуя данным работы [38], мы

рассматриваем коррелированные гауссовы случайные

числа Aak с нулевым средним и ковариацией

〈AakAbl〉 = Cab,kl . (16)

Для такой случайной матрицы Â матричный ансамбль

Â · ÂT образует коррелированный ансамбль Вишарта.

Ковариационная матрица Ĉ играет ключевую роль в

описании общих свойств сильно разупорядоченных си-

стем, так как заключает в себе их основные особенности.

Разреженная структура Ĉ соответствует тому, что в

реальных аморфных твердых телах короткодействующие

взаимодействия между атомами преобладают над даль-

нодействующими. В то же время она обладает рядом

важных особенностей, которые следуют из определе-

ния (16) и отражают основные свойства механической

системы.

Так как полная энергия системы U не изменяется

при перемещении или вращении системы целиком, су-

ществуют правила суммирования для матрицы Â. Как

следует из уравнений (2), (13), трансляционная инвари-

антность при перемещении всей системы на постоянный

вектор приводит к правилу суммирования
∑

i

Aiα,k = 0 (17)

для любого декартова индекса α и числа связей k . При

повороте системы на бесконечно малый угол смещения

атомов выражаются как uiα =
∑

β ωαβr iβ , где ωαβ —

элементы бесконечно малого тензора вращения [48]. По-

этому, как следует из уравнений (2) и (13), поворотная
инвариантность приводит к правилу

∑

i

ǫαβγr iβAiα,k = 0 (18)

для любого числа связей k и декартова индекса γ ,

где ǫαβγ — символ Леви-Чивиты. Полученные соотно-

шения (17) и (18) для матрицы Â накладывают со-

ответствующие ограничения на форму корреляционной

матрицы Ĉ:

∑

i

Ciα jβ,kl =
∑

j

Ciα jβ,kl = 0, (19)

∑

i

ǫαγηr iγCiα jβ,kl =
∑

j

ǫβγηr jγCiα jβ,kl = 0. (20)

Учет корреляций приводит к специфической статисти-

ке частот аморфной системы, которая является пред-

метом многих исследований [9,35], что помогло опи-

сать общеизвестные колебательные феномены аморфных

твердых тел, такие как бозонный пик и переход Иоффе–
Регеля при трансформации фононов в диффузионный

тип колебаний [33,35]. При этом, как было показано

в работе [38] с помощью диаграммной техники, корре-

ляционная матрица Ĉ связана с резольвентой Ĝ через

связанную систему уравнений Дайсона

Ĝ =
1

Ĉ : Ĝb
, (21)

Ĝb =
1

ĈT : Ĝ + 1
, (22)

где двоеточие (:) означает свертку по двум внутренним

индексам, а транспонирование матрицы Ĉ означает пе-

рестановку левых и правых индексов: CT
kl,iα jβ = Ciα jβ,kl .

Такое линейное преобразование, переводящее одну мат-

рицу (оператор) в другую матрицу (оператор), также

известно как действие супероператора.

4. Пространственная зависимость
корреляций флуктуирующих
смещений

Применяя разработанную диаграммную технику для

коррелированного ансамбля Вишарта случайных мат-

риц, описанную в работе [38], мы произвели усреднение

по различным реализациям системы и получили выра-

жение для коррелятора флуктуирующих смещений (12)
в следующем матричном виде:

Kab = K ld
ab + Ktw

ab, (23)

в котором лестничный K ld и веерный Ktw вклады в

корреляции

K ld
ab =

∑

a′b′c′d′

Gaa′Gbb′Da′b′c′d′uc′ud′ , (24)

Ktw
ab =

∑

a′b′c′d′

Gaa′Gbb′Da′d′c′b′uc′ud′ , (25)
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Рис. 1. Диаграммы для расчета корреляционных функ-

ций флуктуирующих смещений, соответствующие уравнени-

ям (24)−(27).

выражаются через матрицу D̂, определяемую уравнени-

ем Дайсона

D̂ = T̂ + T̂ : R̂ : D̂. (26)

Матрицы R̂ и T̂ имеют вид

Tab,a′b′ =
∑

klk′l′

Cab,klG
b
kk′G

b
ll′Ca′b′,k′l′ , (27)

Rab,a′b′ = Gaa′Gbb′ (28)

Уравнения (24)−(27) соответствуют диаграммам a−d

на рис. 1.

Матрицы R̂ и T̂ симметричны относительно транс-

понирования левой и правой пары индексов: R̂ = R̂
T ,

T̂ = T̂
T . Такие самосопряженные линейные суперопе-

раторы, действующие на матрицы, можно проанали-

зировать с помощью решения обобщенной задачи на

собственные значения

T̂ : R̂ : Ŝv = θv Ŝ(v) (29)

где Ŝ(v) — собственные матрицы, которые являются

ортонормированными с весом R̂ в следующем смысле:

Ŝ(v) : R̂ : Ŝ(v′)∗ ≡ Tr
[
S(v) · Ĝ · S(v′)† · Ĝ

]
= Nδvv′ . (30)

В результате решения обобщенной задачи на соб-

ственные значения матрицы R̂ и T̂ можно разложить

как

Rab,a′b′ =
1

N

∑

v

(R̂ : Ŝ(v))ab(R̂ : Ŝ(v)∗)a′b′, (31)

Tab,a′b′ =
1

N

∑

v

S
(v)
ab θvS

(v)∗
a′b′ . (32)

Подставляя такой вид для R̂ и T̂ в уравнение Дайсо-

на (26), найдем, что

Dab,a′b′ =
1

N

∑

v

S
(v)
ab

θv

1− θv
S

(v)∗
a′b′ . (33)

Тогда выражения для лестничного (24) и веерно-

го (25) вкладов в корреляции флуктуирующих смещений

можно представить в следующем виде:

K ld
ab =

1

N

∑

v

(Ĝ · Ŝ(v) · Ĝ)ab

θv

1− θv
(u · Ŝ(v)∗ · u), (34)

Ktw
ab =

1

N

∑

v

(Ĝ · Ŝ(v) · u)a

θv

1− θv
(u · Ŝ(v)∗ · Ĝ)b, (35)

Для анализа полученных матричных выражений удоб-

но перейти в пространство волновых векторов, опреде-

лив Фурье-преобразование для функции двух координат

следующим образом:

Kαβ(q1, q2) =
∑

i j

Kiα jβeiq1ri−iq2r j . (36)

Вследствие статистической однородности системы все

собственные значения θv можно сгруппировать по вол-

новому вектору p, так как существует взаимно одно-

значное соответствие между индексом v и парой (np),
где n — номер ветви. Это свойство аналогично тео-

реме Блоха [49]. Другими словами, можно ввести со-

ответствие θn(p) = θ(np), что является аналогом зонной

структуры (см. рис. 2). Наличие такой зонной структуры

не противоречит тому, что исходное аморфное тело

является разупорядоченным, так как раскладываются

корреляционные супероператоры, обладающие трансля-

ционной симметрией. Введенная для удобства решетка

p

q
n
( )p

q0( )p

q1( )p

q2( )p

q3( )p

q4( )p

q0

qv

1

Рис. 2. Схематическая иллюстрация зон θn(p) (линии) для

бесконечной системы и дискретных собственных значений θv
(точки) для конечной системы с периодическими граничными

условиями.

Физика твердого тела, 2026, том 68, вып. 5



748 Д.В. Бабин, Д.А. Конюх, Я.М. Бельтюков

референсных точек не играет существенной роли до

тех пор, пока p остается вблизи центра первой зоны

Бриллюэна.

Учитывая это, введем Фурье-преобразование для соб-

ственных матриц S
(v)

как

S
(n)
αβ (q1, q2) =

∑

i j

∑

p

S
(np)
iα jβeiq1ri−iq2r j . (37)

Применяя Фурье-преобразование к уравнениям (34)
и (35), получим выражение для коррелятора в простран-

стве волновых векторов:

K ld/tw
αβ (q1, q2) = Gαα′(q1)H

ld/tw
α′β′ (q1, q2)Gβ′β(q2). (38)

Для лестничного вклада

H ld
αβ(q1, q2) =

∑

n

hn(q1 − q2)S
(n)
αβ (q1, q2), (39)

где

hn(p) =
θn(p)

1− θn(p)
Y (n)(p), (40)

Y (n)(p) =
1

N

∑

q

uβ(q)S
(n)∗
βα (q, q− p)uα(p− q). (41)

Для веерного вклада

H tw
αβ(q1, q2) =

1

N

∑

n,p

F
(n)
α (q1, p)

θn(p)

1− θn(p)
F̃

(n)
β (q2, p),

(42)
где

F
(n)
α (q1, p) = S

(n)
αβ (q1, q1 − p)uβ(q1 − p), (43)

F̃
(n)
β (q2, p) = S

(n)∗
βα (q2, q2 − p)uα(p− q2). (44)

Взятие обратного Фурье-преобразования по первой

зоне Бриллюэна референсной решетки

Kαβ(r1, r2) =
1

V 2
b

x

Vb

Kαβ(q1, q2)e
−iq1r1+iq2r2dq1dq2 (45)

позволяет получить выражение для пространствен-

ной зависимости корреляций флуктуирующих смеще-

ний (23), которое в общем виде зависит от двух точек

наблюдения r1 и r2 и состоит из двух вкладов:

Kαβ(r1, r2) = K ld
αβ(r1, r2) + Ktw

αβ(r1, r2). (46)

Лестничный вклад в корреляции имеет следующий

вид:

K ld
αβ(r1, r2) = n3

at

y
Gαα′(r1 − r′1 − r′)

×
∑

n

hn(r
′)S

(n)
α′β′(r

′
1, r

′
2)Gβ′β(r

′
2 − r2 + r′)dr′1dr

′
2dr

′,

(47)
где

hn(r) = nat

∫
Dn(r− r′)Y (n)(r′)dr′, (48)

Dn(r) =
1

Vb

∫
θn(p)

1− θn(p)
e−iprdp. (49)

Веерный вклад в корреляции имеет следующий вид:

Ktw
αβ(r1, r2) = n2

at

x ∑

n

V
(n)
α (r1, r

′)Dn(r
′′ − r′)

× Ṽ
(n)
β (r2, r

′′)dr′dr′′, (50)

где

V
(n)
α (r1, r

′) = nat

∫
Gαα′ (r1 − r)F

(n)
α′ (r, r′)dr, (51)

Ṽ
(n)
β (r2, r

′′) = nat

∫
Gβ′β(r2 + r)F̃

(n)
β′ (r, r′′)dr, (52)

В Приложении 1 и 2 к настоящей работе более

подробно показан вывод полученных выражений.

5. Корреляционный масштаб

Супероператоры R̂ и T̂ являются положительными в

том смысле, что они любую положительно полуопре-

деленную матрицу X̂ переводят в другую положительно

полуопределенную матрицу Ŷ . К таким супероператорам

применима теорема Перрона–Фробениуса, согласно ко-

торой наибольшее собственное значение θ0 невырожде-

но. В силу статистической изотропности системы это

значение соответствует p = 0. Поэтому вблизи p = 0

можно считать, что

θ0(p) = θ0 − ξ20 p2, (53)

где ξ0 — некоторый пространственный масштаб поряд-

ка межатомного расстояния или другого характерного

масштаба структурного элемента в системе (например,
размер мономера в полимерных системах или размер

гранул в дисперсных средах). Разложение (53) примени-

мо до тех пор, пока ξ0p ≪ 1.

В случае отсутствия беспорядка амплитуда флуктуа-

ций атомных смещений зануляется, и все собственные

значения становятся равными нулю. В случае сильного

беспорядка наибольшее собственное значение θ0 близко

к 1, и амплитуда флуктуирующих смещений расходится.

Поэтому можно предположить, что в этом случае только

верхняя ветвь близка к 1 и дает наибольший вклад

в приведенные ранее выражения (см. рис. 2). Такое

наблюдение существенно упрощает анализ полученных

выражений и позволяет интерпретировать безразмерную

величину θ0 как универсальную величину, характеризу-

ющую степень беспорядка.

Учитывая разложение (53), согласно формуле (49),
найдем функцию D0(r), которая имеет разный вид для

систем различной размерности пространства:

D0(r) =
K0(r/ξ)

2πξ20
, d = 2, (54)
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D0(r) =
e−r/ξ

4πrξ20
d = 3, (55)

где пространственный масштаб

ξ = ξ0/
√
1− θ0 (56)

расходится при θ0 → 1. Для трехмерных систем D0(r)
имеется явное экспоненциальное затухание, заданное

уравнением (55). Для двумерных систем уравнение (54)
содержит K0(x) — модифицированную функцию Бесселя

второго рода, которая определяет асимптотическое экс-

поненциальное поведение D0(r) = ξ−2
0 e−r/ξ

√
ξ/(8πr)

при r ≫ ξ .

Наличие экспоненциального ядра D0(r) с нетривиаль-

ным масштабом ξ в итоговых уравнениях (46)−(52)
является главным результатом работы. Он показывает,

что при приложении нагрузки к аморфному телу в

нем будут возникать корреляции атомных смещений с

масштабом ξ , который может существенно превосходить

размер структурных элементов аморфного тела. Данный

масштаб обусловлен учетом флуктуирующих компонент

смещений и связан с беспорядком в системе, поэтому он

не проявляется в уравнениях макроскопической теории

упругости, где эти факторы не учитываются. Другими

слова, полученный корреляционный масштаб ξ можно

ассоциировать с масштабом неоднородности аморфной

системы.

Конкретный вид коррелятора зависит от способа при-

ложения сил. Функции Yn(r) и hn(r) зависят только от

пространственного распределения нагрузки и не зависят

от координат r1 и r2, в которых измеряется корреляция

смещения атомов. Поэтому, если к телу приложено од-

нородное напряжение, то вклад экспоненциального ядра

в лестничном вкладе K ld
αβ(r1, r2) будет отсутствовать.

В частности, в случае однородной объемной деформа-

ции аморфного тела коррелятор дивергенции смещений

атомов

Kdiv(r1 − r2) =
∂2Kαβ(r1, r2)

∂r1α∂r2β
(57)

будет иметь вид

Kdiv(r) = c1δ(r) + c2D0(r), (58)

где c1 и c2 — некоторые константы, зависящие от

силы и характера беспорядка в аморфном теле. Та-

кой коррелятор наиболее ярко подчеркивает наличие

экспоненциально спадающего вклада в корреляционную

функцию смещений атомов.

В случае более сложного характера приложения на-

грузки корреляторы необходимо рассчитывать в каждом

случае индивидуально. Однако из общих соображений

можно получить, что в случае локализованного воздей-

ствия на аморфное тело в точке r наиболее ярко будут

проявляться корреляции смещения атомов в точках

r1 и r2, если |r1 − r| и |r2 − r| меньше или порядка

масштаба ξ .

6. Оценка степени беспорядка

В уравнениях Дайсона (21) и (22) важную роль

играет соотношение числа связей Nb и числа степеней

свободы dN:

̹ = 1− dN/Nb. (59)

Случай ̹ = 0 соответствует минимальному числу свя-

зей, необходимых для жесткости системы, заданному

правилом подсчета Максвелла [50], также известному

как изостатическое условие.

Из уравнений Дайсона (21) и (22) следует, что

Tr[Ĝb] = Nb − dN. (60)

Поэтому среднее собственных значений матрицы Ĝb

равно параметру ̹.

Используя Ĝ−1 в качестве первого приближения ба-

зисной матрицы Ŝ(0), собственное значение θ0 можно

оценить с помощью уравнения (29) и соотношения

ортогональности (30) как

θ0 ≈
Ĝ−1 : R̂ : T̂ : R̂ : Ĝ−1

Ĝ−1 : R̂ : Ĝ−1
, (61)

θ0 ≈
Tr[(1̂− Ĝb)2]

dN
≈

Nb

dN
− 2

Tr[Ĝb]

dN
=

1− 2̹

1− ̹
. (62)

Следовательно, при ̹ ≪ 1 собственное значение θ0
близко к 1 и 1− θ0 ∼ ̹. Поэтому параметр 0 ≤ ̹ < 1

количественно определяет удаленность системы от изо-

статичности и служит обратной мерой силы беспорядка,

причем ̹ → 0 соответствует критическому, сильно разу-

порядоченному пределу.

7. Обсуждение

В работе исследовались корреляционные свойства

упругого отклика аморфных тел на произвольный тип

приложенного воздействия. Полученные уравнения учи-

тывают пространственную неоднородность в аморфной

системе и содержат масштаб ξ , разделяющий микроско-

пическое и макроскопическое описания. На масштабах,

бо́льших, чем масштаб неоднородности ξ , смещения

могут быть описаны в рамках континуальной теории

упругости путем решения уравнения (4) с тензором

Грина Ĝ (10). Однако на масштабе неоднородности ξ

смещения проявляют дополнительную флуктуирующую

составляющую. На таких масштабах классическая (кон-
тинуальная) теория упругости становится непримени-

мой, поскольку невозможно определить гладкую зави-

симость смещения от координаты. Этот принципиально

новый результат отличается от классических контину-

альных уравнений в рамках макроскопической теории

упругости, где не учитывается неоднородный характер

смещений и нет соответствующего пространственного

масштаба. В предыдущих работах, посвященных неаф-

финному упругому отклику, рассматривались флуктуа-

ции упругих модулей в рамках континуальной теории,
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и единственным масштабом являлся корреляционный

масштаб структурного беспорядка [44].
Полученные уравнения описывают отклик системы

на нагрузки разного вида. В случае приложения одно-

родной деформации макроскопический отклик представ-

ляет собой аффинные смещения и выражается через

тензор деформаций ε̂ как v iα = εαβr iβ . Это приводит

к зависимости коррелятора только от разности ко-

ординат Kαβ(r1, r2) = Kαβ(r1 − r2), что гомогенизирует

задачу. Однако в случае приложения локализованной

силы (например, точечной или дипольной) корреляции

между флуктуирующими деформациями не сводятся к

зависимости от разности координат, что в общем виде

выражается через двухточечную функцию отклика, как

показывают найденные уравнения.

Результаты работы обобщают описание отклика на

воздействие в неупорядоченных системах и важны в раз-

ных областях физики. Под действием однородной внеш-

ней деформации в аморфных системах проявляются так

называемые неаффинные смещения как флуктуирующие

дополнительные смещения по сравнению с аффинным

откликом. Исследование неаффинных деформаций и их

корреляционных свойств является предметом многих

работ [17,20,44,51]. Полученные в работе уравнения

описывают корреляционные свойства неаффинных де-

формаций и показывают наличие характерного масштаба

неаффинности ξ , зависящего от величины беспорядка

как ξ ∼ (1− θ0)
−1/2. Такое соотношение согласуется с

результатами предыдущих работ, в том числе посвящен-

ных исследованию гранулярных сред [14,17], где связь

между числом степеней свободы в системе и числом

связей играет решающую роль, а критический параметр

беспорядка может быть определен как 1− θ0 ∼ z − z c ,

где z — координационное число, а z c — порог Максвел-

ла. Соответствующая длина lc ∼ (z − z c)
−1/2 характери-

зует переход между механическими откликами на атоми-

стическом масштабе и в континуальном приближении на

различные локальные и глобальные возмущения [14,17].
Полученное соотношение ξ ∼ (1− θ0)

−1/2 между мас-

штабом неоднородности ξ и параметром беспорядка θ0
показывает, что с ростом беспорядка масштаб ξ также

увеличивается. Это позволяет говорить о том, что в

аморфных системах, полученных путем быстрого охла-

ждения из расплава, возрастает влияние неаффинных

деформаций на упругие свойства материала. Аналогич-

ное масштабное соотношение наблюдалось в работах

других научных групп по исследованию деформационно-

упрочняющихся податливых структур [24] и в моделях

мягких сфер и дисков [18,23,52].
Разработанный подход в рамках теории случайных

матриц предоставляет универсальные выражения (34)
и (35) для анализа упругого отклика смещений как

на макроскопическую деформацию, так и на локальное

силовое возмущение. С одной стороны, такое возму-

щение возникает как собственная дилатация дефектов

в упругой среде (задача Эшелби) [40–42]. С другой

стороны, локальные воздействия могут быть внешними.

Например, в атомно-силовой микроскопии при скани-

ровании поверхности зонд создает дополнительные на-

пряжения в структуре вокруг себя [39]. Как показывают

результаты данной работы, на масштабах r ≫ ξ вдали

от действия приложенной силы упругие характеристи-

ки будут определяться макроскопическим откликом и

проявлять убывающие степенные зависимости. Однако

на масштабах r . ξ отклик будет определяться флук-

туирующими компонентами смещений, что проявится в

экспоненциальной зависимости упругих характеристик

на этом масштабе.

Результаты данного исследования имеют большое зна-

чение для физики нанокомпозитов. Ранее было показа-

но, что в сильно разупорядоченной среде с жесткими

включениями нанометровых размеров вокруг таких на-

новключений образуется эффективная упругая оболочка

за счет подавления неаффинных смещений [20,38,53].
Модули упругости такой оболочки превышают модули

упругости того же материала вдали от нановключений, а

толщина оболочки зависит от степени разупорядоченно-

сти. Например, моделирование методом молекулярной

динамики полистирола с наночастицей диоксида крем-

ния показывает увеличение жесткости на расстоянии

около 1.4 nm вокруг наночастицы [20]. Толщина оболоч-

ки имеет тот же масштаб, что и полученный в данном

исследовании масштаб длины неоднородности ξ . В то

же время дополнительные модули упругости оболочки

экспоненциально убывают с увеличением расстояния от

наночастицы. Этот факт подчеркивает связь между ло-

кальными упругими свойствами и неаффинными дефор-

мациями, так как последние имеют экспоненциальную

корреляционную функцию exp(−r/ξ). Аналогичное по-

ведение модулей упругости наблюдалось также вблизи

границы раздела между аморфным и кристаллическим

слоями [51].

Существует взаимосвязь между ξ и масштабом дли-

ны низкочастотных колебаний. Предыдущие исследо-

вания [54–56] показали соотношение ωb ≃ ωIR между

частотой бозонного пика ωb и частотой кроссовера

Иоффе–Регеля ωIR. Соответствующий пространствен-

ный масштаб lIR, который разделяет фононы и коле-

бания диффузионного типа, связан с силой беспоряд-

ка в таких системах. Обычно он составляет порядка

нескольких нанометров и подчиняется масштабному

соотношению через критический параметр беспорядка

lIR ∝ ̹−1/2 [21,22,35,36]. Это указывает на взаимосвязь

между ξ , характеризующей экспоненциальное затухание,

и длиной Иоффе–Регеля lIR ≈ ξ .

Результаты работы показывают потенциальную при-

менимость разработанного теоретического описания для

глубокого изучения особенностей квазилокальных мод.

Как было показано в работе [15], масштаб длины, наблю-

даемый в функциях отклика на локальную дипольную

силу, характеризует размер ядра мягких квазилокальных

возбуждений в стеклообразном веществе. Таким обра-

зом, изучение упругого отклика на локальный силовой
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диполь имеет большое значение для низкоэнергетиче-

ских возбуждений в неупорядоченных системах [16,57].
Как следует из проведенных нами исследований, можно

ожидать, что отклик на локальную упругую силу (точеч-

ную или дипольную) будет демонстрировать как степен-

ную зависимость, так и экспоненциальное затухание, что

также предсказывается работами [19,37]. Детальное рас-

смотрение упругого отклика на локальное возмущение

при исследовании мягких областей является предметом

наших дальнейших исследований.

Необходимо отметить, что полученные корреляцион-

ные супероператоры не являются абстрактными тео-

ретическими объектами, а могут быть выражены с

помощью одночастичной функции Грина (резольвен-
ты) Gab = 〈(8−1)ab〉 и двухчастичной функции Грина

Gaa′,bb′ = 〈(8−1)aa′(8−1)bb′〉. Такие характеристики мо-

гут быть определены, например, с помощью методов

молекулярной динамики для различных реалистичных

моделей аморфных тел. Поэтому зонная структура, изоб-

раженная на рис. 2, может быть рассчитана для различ-

ных материалов, что открывает широкие перспективы в

дальнейшем исследовании аморфных твердых тел.

8. Заключение

В данной работе мы применили теорию случайных

матриц для анализа линейного отклика неупорядочен-

ной системы на внешнюю силу произвольного типа. Ка-

чественное отличие от классической теории упругости

заключается в наличии флуктуирующей компоненты,

зависящей от степени неупорядоченности. В рамках

теории случайных матриц мера беспорядка описывается

наибольшим собственным значением θ0 корреляционно-

го супероператора. Флуктуации упругих свойств растут

с увеличением θ0. При этом граница потери устойчи-

вости системы соответствует критическому значению

θ0 = 1. Для систем, близких к изостатическим, величину

θ0 можно оценить как dN/Nb, где N — число атомов

в системе, Nb — число связей, а d — размерность

пространства.

Анализ собственных значений корреляционного су-

пероператора, полученного из уравнения Дайсона, по-

казывает, что наибольший вклад в коррелятор сме-

щений атомов дает наибольшее собственное значе-

ние θ0, которое определяет корреляционный масштаб

ξ ∼ (1− θ0)
−1/2. Для сильно разупорядоченных матери-

алов такой масштаб может значительно превосходить

характерный межатомный масштаб.

На основе развитого формализма показано, что корре-

ляционные функции смещений атомов содержат экспо-

ненциально спадающие вклады с масштабом ξ , который

расходится при приближении системы к критической

границе устойчивости.
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Приложение 1: Фурье-преобразование

Уравнения (34) и (35) можно записать в следующем

виде:

K ld
ab =

1

N

∑

v

W
(v)
ab

θv

1− θv
Y (v), (51)

Ktw
ab =

1

N

∑

v

V (v)
a

θv

1− θv
Ṽ

(v)
b , (52)

где для удобства записи введены следующие конструк-

ции:

W
(v)
ab = (Ĝ · Ŝ(v) · Ĝ)ab, Y (v) = (u · S

(v)∗
· u), (53)

V (v)
a = (Ĝ · Ŝ(v) · û)a , Ṽ

(v)
b = (u · S

(v)∗
· Ĝ)b, (54)

Перейдем к взаимно однозначному соответствию меж-

ду индексом v и парой (np) и применим Фурье-преобра-

зование (36). Тогда для лестничного вклада получим,что

K id
αβ(q1, q2) =

1

N

∑

np

∑

i j

W
(np)
iα jβeiq1ri−iq2r j

θn(p)

1− θn(p)
Y (n)(p),

(55)
где

∑

i j

W
np

iα jβeiq1ri−iq2r j =
∑

i ji′α′ j′β′

Giαi′α′eiq1(ri−ri′ )

× S
(np)
i′α′ j′β′e

iq1ri′−iq2r j′ G j′β′ jβeiq2(r j′−r j )

= Gαα′ (q1)S
(n)
α′β′(q1, q2)δp,q1−q2Gβ′β(q2), (56)

Y (n)(p) =
1

N2

∑

q1q2

uβ(q2)
∑

i j

S
(np)∗
jβiα e−i(q2r j +q1ri )uα(q1)

=
1

N

∑

q2

uβ(q2)S
(n)∗
βα (q2, q2 − p)uα(p− q2).

(57)
Веерный вклад имеет вид

Ktw
αβ(q1, q2) =

1

N

∑

np

∑

i

V
(np)
iα eiq1ri

×
θn(p)

1− θn(p)

∑

j

Ṽ
(np)
jβ e−iq2r j , (58)

где

∑

i

V
(np)
iα eiq1ri =

∑

ii′ j′

Giαi′α′eiq1(ri−r′i )

× S
(np)
i′α′ j′β′e

iq1ri′−ik1r j′ u j′β′e
ik1r j′

= Gαα′(q1)S
(n)
α′β′(q1, q1 − p)uβ′ (q1 − p),

(59)
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∑

j

Ṽ
(np)
jβ e−iq2r j =

∑

ji′ j′

G j′β′ jβeiq2(r j′−r j )

× S
(np)∗
j′β′i′α′e

−i(k2ri′+q2r j′ )ui′α′eik2ri′

= Gβ′β(q2)S
(n)∗
β′α′(q2, q2 − p)uα′(p− q2). (510)

Таким образом, как лестничный, так и веерный вклад

принимают вид

K ld/tw
αβ (q1, q2) = Gαα′(q1)H

ld/tw
α′β′ (q1, q2)Gβ′β(q2). (511)

Для лестничного вклада

H ld
αβ(q1, q2) =

∑

n

hn(q1 − q2)S
(n)
αβ (q1, q2), (512)

hn(p) =
θn(p)

1− θn(p)
Y (n)(p). (513)

Для веерного вклада

H tw
αβ(q1, q2) =

1

N

∑

np

F
(n)
α (q1, p)

θn(p)

1− θn(p)
F̃

(n)
β (q2, p),

(514)
где

F
(n)
α (q1, p) = S

(n)
αβ (q1, q1 − p)uβ(q1 − p), (515)

F̃
(n)
β (q2, p) = S

(n)∗
βα (q2, q2 − p)uα(p− q2). (516)

Приложение 2: Обратное
Фурье-преобразование

Рассмотрим обратное Фурье-преобразование корреля-

ции флуктуирующих смещений:

Kαβ(r1, r2) =
1

N2

∑

q1,q2

Kαβ(q1, q2)e
−iq1r1+iq2r2 . (517)

Тогда лестничный вклад можно преобразовать как

K ld
αβ(r1, r2) =

1

N2

∑

q1q2

Gαα′ (q1)
∑

n

hn(q1 − q2)

× S
(n)
α′β′(q1, q2)Gβ′β(q2)e

−iq1r1+iq2r2

= n3
at

y
Gαα′ (r1 − r′1 − r′)

∑

n

hn(r
′)

× S
(n)
α′β′(r

′
1, r

′
2)Gβ′β(r

′
2 − r2 + r′)dr′dr′1dr

′
2. (518)

Веерный вклад можно преобразовать следующим обра-

зом:

H tw
αβ(q1, q2) =

1

N

∑

np

∑

p′

F
(n)
α (q1, p

′)δp,p′
θn(p)

1− θn(p)

×
∑

p′′

F̃
(n)
β (q2, p)δp,p′′ = n2

at

x ∑

n

F
(n)
α (q1, r

′)

× Dn(r
′′ − r′)F̃

(n)
β (q2, r

′′)dr′dr′′, (519)

где

Dn(r) =
1

N

∑

p

θn(p)

1− θn(p)
e−ipr

=
1

Vb

∫
θn(p)

1− θn(p)
e−iprdp. (520)

Тогда

Ktw
αβ(r1, r2) = n2

at

x ∑

n

V
(n)
α (r1, r

′)Dn(r
′′ − r′)

× Ṽ
(n)
β (r2, r

′′)dr′dr′′, (521)

где

V
(n)
α (r1, r

′) =
1

N

∑

q1

Gαα′ (q1)F
(n)
α′ (q1, r

′)e−iq1r1

= nat

∫
Gαα′ (r1 − r)F

(n)
α′ (r, r′)dr, (522)

Ṽ
(n)
β (r2, r

′′) =
1

N

∑

q2

Gβ′β(q2)F̃
(n)
β′ (q2, r

′′)eiq2r2

= nat

∫
Gβ′β(r2 + r)F̃

(n)
β′ (r, r′′)dr. (523)
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