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Введение

Для определения дисперсионных сил или сил

Казимира–Лифшица и теплового излучения необходимы

корреляционные соотношения (КС) для полей < E, E >

и < H,H >, которые входят в тензор напряжений Макс-

велла (ТНМ) T̂ . Интеграл от нормальной компоненты

последнего по поверхности тела (с внутренней нор-

малью) определяет втекающий в него импульс поля,

т. е. переданный ему импульс [1–3] и дисперсионную

силу [1,3–7]. Обычно для однородной среды KC для

полей получаются из флуктуационно-диссипационной

теоремы [4–6]. Также их можно получить, исходя из

принципа детального равновесия Кирхгофа: в равновес-

ной системе тело на каждой частоте излучает столько,

сколько поглощает [4]. Это сразу позволяет получить КС

для плотностей флуктуационного тока в явном виде для

толстой пластины, зависящие только от диссипации в

ней и одинаковые для всех ее точек [4] (в системе СИ):

〈J0
l (r), J0

k(r
′)〉 = ωε′′(ω)δlkδ(r − r′)2(ω, T )/π. (1)

В системе Гаусса следует разделить правую часть (1)
на 4π. Здесь введена средняя энергия квантового

осциллятора 2(ω, T ) [4] и использована скалярная

диэлектрическая проницаемость ε(ω) = ε′(ω) − iε′′(ω).
Обобщение (1) для тензорной проницаемости с про-

странственной дисперсией весьма простое [4]. Корре-

ляционные соотношение (1) понимаются как стати-

стическое усреднение по ансамблю Гиббса произведе-

ния первого члена на комплексно сопряженный вто-

рой. В силу соотношения J(ω) = iωε0(ε(ω) − 1)E(ω)
их можно записать и для случайных полей [5]. Од-

нако эти соотношения связаны только с тепловыми

флуктуациями и не учитывают вакуумные нулевые

флуктуации. В отсутствии диссипации при нуле тем-

пературы (для идеального диэлектрика в этом случае

ε′′ = 0) тела также взаимодействуют за счет вакуум-

ных флуктуаций [7,8], поскольку изменяют граничные

условия. Используя (1), подставляя J0
α(r) = j0α(x , y)δ(z ),

σ (x , y) = iωε0(ε(x , y, z ) − 1)δ(z ), из (1) для листа гра-

фена получим КС вида

〈 j0α(ρ), j0β(ρ
′)〉 = σ ′(ω)δαβδ(ρ − ρ

′)2(ω, T )/π, (2)

в которые входит реальная часть проводимости. Их

можно записать в спектральном виде

〈 j0α(q), j0β(q
′)〉 = 4πσ ′(ω)δαβδ(q− q′)2(ω, T ).

Далее двумерные плотности токов мы описываем через

дельта-функции, например, J(x , y, z ) = j(x , y)δ(z ).
Используем пространственные спектральные

функции для полей и плотности тока в виде

интегралов от них с величиной exp(iqρ)dxdy ,

а также и обратные фурье-преобразования как

интегралы от (2π)−2j(kx , ky ) exp(−iqρ)dkxdky (в
случае поверхностного тока). Также используем

обозначения qρ = kx x + ky y , k̃z = −iκ =
√

k2
0 − q2,

|q|2 = q2 = k2
x + k2

y , y e = k̃z /k̃0 = 1/yh, y e,h = 1/ρe,h,

d̃(q, d) = exp(−κd) = exp(−i k̃z d). Реальные части

обозначаем штрихом, мнимые — двойным

штрихом. Вводим безразмерную проводимость

ξ = σ η0, η =
√
µ0/ε0 � и комплексную величину

η = ξ/(2ik0κ) = −ξ/(2k0k̃z ), обратную квадрату длины.

Ее ведение позволяет записать более компактно

ряд формул. Проводимость считаем скалярной без

учета пространственной дисперсии. Это весьма
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хорошее приближение для корреляционных сил,

поскольку основное влияние в них оказывают низкие

частоты [1,4–8].

КС (1) получены для толстой пластины [4], а графен

таковой структурой не является. В случае одного листа

на нем существует только флуктуационная плотность

j01(x , y) за счет взаимодействия с тепловым полем. Она

возникает за счет поглощения излучения и она же со-

здает излученное тепловое поле. Определяя излученное

источником тепловое поле и приравнивая его к тепло-

вым потерям на графене за счет планковской плотности

излучения, можно найти КС [9]. В случае возбуждения

графена диполем (или при наличии второго листа)
возникает также дифракционная компонента. Все слу-

чайные величины имеют нулевые средние и определены

через корреляции. Сначала мы рассматриваем графен

как бесконечный лист тока, обладающий поверхностной

проводимостью σ или импедансом ρ = σ−1. Конечный

лист рассмотрим далее. Учет тензорной проводимости

σxx , σyy , приведенной к главным осям, не представляет

труда. Однако различие этих компонент в графене неве-

лико, а пространственная дисперсия на низких частотах

слабая. Для определения дисперсионного взаимодей-

ствия двух листов графена, согласно [4], также следует

рассмотреть их возбуждение диполями. Это несколько

более сложная задача здесь не рассматривается.

Планковская спектральная плотность энергии равно-

весного излучения есть [4]:

up(ω, T ) =
ω2

πc3
2(ω, T ) =

~ω3

2πc3
coth

(

~ω

2kB T

)

=
~ω3

πc3

(

1

2
+

1

exp(~ω/kBT ) − 1

)

. (3)

Здесь учтены и
”
нулевые“ флуктуационные колебания

вакуума. При переносе тепла их будем исключать, что

будем обозначать штрихом 2′(ω, T ), опуская в (1)
в скобке 1/2. Формально тепловое излучение можно

учитывать в уравнениях Максвелла как стороннее по-

ле [1]. Используем концепцию Рытова–Левина–Лифшица

введения в уравнения Максвелла сторонних флуктуаци-

онных источников, эквивалентных действию указанного

поля. Тогда вместо стороннего теплового поля E0, H0

таких источников, следует вводить сами эти источники

J0. В случае одиночного листа поверхностные источни-

ки расположены при z = 0, а спектральные уравнения

Максвелла приобретают вид

∇×H(ω, r) = iωε0E(ω, r) + j01(x , y)δ(z ),

∇× E(ω, r) = −iωµ0H(ω, r).

Для двух и более листов можно просто добавить со-

ответствующие токи. При этом возникают и дифракци-

онные компоненты плотностей токов jd1,2(x , y), связан-
ные с взаимодействием листов. Определив индукцию

D(ω, r) = ε0E(ω, r) + σEτ (ω, r)δ(z )/ω, первое уравне-

ние можно записать в виде

∇×H(ω, r) = iωD(ω, r) + j01(x , y)δ(z ). (4)

Индексом
”
0“ сверху обозначены поверхностные флук-

туационные источники, эквивалентные действию теп-

лового поля, а индексом
”
d“ — дифракционные ис-

точники, возникающие за счет дифракции флуктуаци-

онного поля на листах и описывающие импедансные

свойства листов: jd1,2 = σE. Индекс d будем опускать.

Индекс τ везде означает поперечные координаты (x , y).

В случае одного листа в тепловом поле дифракци-

онные источники не возникают. Флуктуационные же

источники определяют поля E0, H0. Давление теплового

поля p(ω, T ) = k2
02

′(ω, T )/(3π2c) с обеих сторон листа

одинаковое, поэтому два листа взаимодействуют за счет

корреляций токов.

Цель настоящей работы — рассмотреть возбуждение

листа диполями, определить KC для листа графена и его

тепловое излучение. КC определяются двумя способами:

на основе принципа Кирхгофа и путем решения задачи о

возбуждении импедансного листа точечными диполями.

Дисперсионное взаимодействие двух листов может быть

получено с использованием решения задачи о возбуж-

дении двух листов диполями с использованием ТНМ, а

также с использованием корреляций и силы Лоренца [4].

Это — дальнейшая задача, требующая отдельного ре-

шения. Следует отметить, что ее решение может быть

получено на основе формулы Лифшица [1], в которую

следует подставлять коэффициенты отражения E-мод и

H-мод от листа графена Re,h = −ξ/(2y e,h + ξ) (см. фор-
мулу (21.12) в [7]). Также решение этой задачи дается

формулой Ван–Кампена [10–13], в которую входят дис-

персионные функции f e,h(q, k0) E-мод и H-мод плазмон-

поляритонов (ПП) для двух листов графена. Нули

этих функций f e,h(q, k0) = 0 определяют дисперсию

медленных эванесцентных и быстрых излучаемых ПП,

которая рассмотрена, например, в работах [14–16]. Под

интегралом в формуле Ван–Кампена стоят величины

f −1
e,h(q, k0), определяющие согласно принципу аргумента

”
суммы“ энергий квантовых осцилляторов, аналогично

подходу работы [8]. В работах [10–13] показано, что

формула Ван–Кампена полностью совпадает с формулой

Лифшица. Заметим, что в работе [17] формула Лифшица

также получена без привлечения ТНМ из вариационного

принципа.

1. Возбуждение импедансного листа
диполем

Расположенный при z = z 0, x = y = 0 с момен-

том pe = x0pe вдоль оси x диполь J(x , y, z ) =
= peδ(x)δ(y)δ(z − z 0) имеет вектор-потенциал [18]:
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Ad(x , y, z ) = peG(x , y, z − z 0),

Ad(x , y, z ) =
pe

8π2

×
∞
∫

−∞

exp(−ikx x − iky y − i k̃z |z − z 0|)
i k̃z

d2k, (5)

где использована функция Грина (ФГ)

G(x , y, z − z 0) =
1

4πr
exp(−ik0r) =

1

(2π)3

×
∞
∫

−∞

exp
(

−iqρ − i k̃z (z − z 0)
)

k2
x + k2

y + k2
x − k2

0 + i0
d3k,

r =
√

x2 + y2 + (z − z 0)2, d2k = dkxdky = qdqdϕ. По

своему смыслу pe определяет плотность тока и име-

ет размерность [A·m], т. е. является производной по

времени от обычного дипольного момента. Компонен-

та Ex его электрического поля возбуждает компоненту

jx (x , y) = σEx (x , y, 0), а компонента Ey соответственно

jy (x , y) = σEy (x , y, 0). При pe = x0pe имеем компонен-

ты падающего поля диполя на графене [18]:

Edx(x , y, 0) = pe

k2
0 + ∂2x

4πiωε0

exp(−ik0r)

r
,

Edy(x , y, 0) = pe

∂y∂x

4πiωε0

exp(−ik0r)

r
,

причем производные от exp(−ik0r)/r определяются по

формулам (2.118) из [18]. Они имеет особенность в нуле

и убывают с ростом r . Однако свернутый вид ФГ не

удобен для нашей задачи, как не удобен и полностью

развернутый вид. Мы будем использовать ФГ

G(x , y, z − z 0) =
1

8π2

∞
∫

−∞

exp
(

−iqp− i k̃z |z − z 0|
)

i k̃z

d2k,

(6)
согласно которой определена компонента (5). Через нее
x -компонентy на графене можно записать и так:

Edx (x , y, 0) =
pe

7π2

×
∞
∫

−∞

(k2
x − k2

0)
exp(−ikx x − iky y − i k̃z |z 0|)

ωε0k̃z

d2k,

а для y -компоненты надо заменить (k2
x − k2

0) → kx ky . Для

рассеянного поля, возбуждаемого плотностями тока на

листе, имеем

Ex (x , y, 0) =

∞
∫

−∞

(k2
x − k2

0) jx (q) + kx ky jy (q)

8π2ωε0k̃z

× exp(−ikx x − iky y)d2k,

и аналогично для Ey при замене x ↔ y . Здесь исполь-

зованы фурье-трансформанты. Указанные представления

определяют ПП как излучаемые (при q < k0), так и

затухающие (при q > k0), причем затухание в точке z

происходит по закону (при q < k0) exp(−κ|z − z 0|).
Обозначим d̃0 = exp(−iκ|z 0|). В более общем слу-

чае вводим функцию d̃(q, z ) = exp(−κ|z 0|)). Для ком-

понент полных полей должны выполняться условия

jx (x , y) = σEx (x , y, 0), jy (x , y) = σEy (x , y, 0). Переходя

к спектральным величинам, с учетом η = −ξ/(2k0k̃z )
имеем

jx (q) = pex d̃0

×
η(k2

0 − k2
x )

[

1 + η(k2
y − k2

0)
]

+ (ηkx ky )
2

[

1 + η(k2
x − k2

0)
][

1 + η(k2
y − k2

0)
]

− (ηkx ky )2
, (7)

jy (q) = pex d̃0

×
ηkx ky

[

1 + η(k2
x − k2

0)
]

+ η2kx ky(k
2
0 − k2

x )
[

1 + η(k2
x − k2

0)
][

1 + η(k2
y − k2

0)
]

− (ηkx ky )2
. (8)

Рассеянное графеном в точке z поле с использова-

нием (7), (8) имеет множитель exp(−i k̃z |z − z 0|)/k̃z .

При q < k0 в дальней зоне это излученное поле. Оно

имеет вид несимметричной сферической волны, раз-

ложенной по неоднородным плоским волнам. К нему

следует добавить и поле самого диполя в дальне зоне

Edx(x , y, 0) = peη0k0 exp(−ik0r)/(4πir). При q > k0 в

дальней зоне рассеянное поле исчезает. Если диполь

ориентирован по оси y, достаточно поменять x ↔ y .

Если диполь ориентирован по оси z , то

Edx(x , y, 0) =
−pez

8π2
sgn(z 0)

×
∞
∫

−∞

kx

exp(−ikx x − iky y − i k̃z |z 0|)
ωε0

d2k,

а Edy (x , y, 0) получается заменой kx ↔ ky . Переходя к

спектральным величинам, имеем

jx (q) =
pez d̃0ηkx k̃z (ηk2

0 − 1)
[

1 + η(k2
x − k2

0)
][

1 + η(k2
y − k2

0)
]

− (ηkx ky)2
,

(9)

jy (q) =
pez d̃0ηky k̃z (ηk2

0 − 1)
[

1 + η(k2
y − k2

0)
][

1 + η(k2
x − k2

0)
]

− (ηkx ky )2
.

(10)
Для магнитного диполя вводим магнитный вектор-

потенциал

Am(x , y, z )=
pm

8π2

∞
∫

−∞

exp(−ikx x − iky y − i k̃z |z − z 0|)
i k̃z

d2k.

(11)
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Вектор pm имеет размерность [V·m] и определяет

магнитную плотность тока. Определяя Em = −∇× Am,

имеем падающее поле диполя при ориентировании его

по оси x : Emx = 0,

Emy(x , y, z ) = − pmx

8π2

×
∞
∫

−∞

exp
(

−ikx x − iky y − i k̃z |z − z 0|
)

d2k.

В этом случае компонента jx не возбуждается, и имеем

решение

jy (q) = − pmxη
−1
0 ξ d̃0

1 + η(k2
y − k2

0)
. (12)

При ориентации вдоль оси y будет Emy = 0, jy = 0,

Emx(x , y, z ) = − pmy

8π2

×
∞
∫

−∞

exp
(

−ikx x − iky y − i k̃z |z − z 0|
)

d2k,

jx (q) = − pmxη
−1
0 d̃0ξ

[

1 + η(k2
x − k2

0)
] . (13)

Здесь использована нормированная проводимость

ξ = σ η0. При ориентации вдоль оси z :

Emx(x , y, z ) = − pmz

8π2

×
∞
∫

−∞

ky

exp
(

−ikx x − iky y − i k̃z |z − z 0|
)

k̃z

d2k,

компонента Emy (x , y, z ) получается заменой x ↔ y и

изменением знака, при этом

jx (q) =

= −
pmzη

−1
0 d̃0ξky

[

1+η(k2
y−k2

0)
]

/k̃z +pmzη
−1
0 d̃0ξηk2

x ky/k̃
[

1 + η(k2
x − k2

0)
][

1 + η(k2
y − k2

0)
]

− (ηkx ky)2
,

(14)

jy (q) =

−
pmxη

−1
0 d̃0ξkx

[

1+η(k2
x−k2

0)
]

/k̃z +pmzη
−1
0 d̃0ξηk2

y kx/k̃
[

1 + η(k2
x − k2

0)
][

1 + η(k2
y − k2

0)
]

− (ηkx ky)2
.

(15)

Эти соотношения дают решение задачи о возбуждении

импедансного листа магнитным диполем. Тепловое поле

при этом не рассматривалось. Для листа графена в теп-

ловом поле компонента Ex в точке расположения диполя

при pe = 1 определяет корреляцию [4] < Ex , Ex >. Мы

далее положим z 0 = 0. Учитывая связь ς = iωε0(ε − 1)

удельной проводимости ς с диэлектрической прони-

цаемостью, переходя к поверхностной проводимости

ς = σ δ(z ) и к поверхностной плотности тока j = Jτ δ(z ),
а также учитывая корреляционные соотношения

〈Jα(r), Jβ(r
′)〉 = − iωε02(ω, T ) (ε∗(ω) − ε(ω))

×δαβδ(r− r′)/(2π),

найдем для графена

〈 j0α(q), j0β(q
′)〉 = F(ω)δαβδ(q− q′)2(ω, T ), (16)

где F(ω) = 4πσ ′(ω). Далее считаем, что функция F

подлежит определению.

2. Лемма Лоренца и корреляции

Пусть диполь вдоль оси x возбуждает графен в

тепловом поле. Электрическое и магнитное поле удо-

влетворяют следующим уравнениям Максвелла:

∇×H1 = iωε0E1 + j1(x , y)δ(z ) + x0p1δ(x1)δ(y1)δ(z 1),
(17)

∇× E1 = −iωµ0H1. (18)

Плотность тока j1(x , y) наведена диполем и опре-

деляется по вышеприведенным формулам, причем

j1(x , y) = σE1τ (x , y). Диполь смещен в точку (x1, y1, z 1)
от нуля системы координат. Пусть другой диполь, сме-

щенный в точку (x2, y2, z 2), также возбуждает графен.

Результат отличается от (17) и (18) заменой 1 на 2.

Применяя комплексную лемму Лоренца к двум полям

во всем пространстве, имеем

p1E
∗

2x(x1, y1, z 1) + p1E1x(x2, y2, z 2) = 4Q

= −iωε0

∞
∫

−∞

[

E1(x , y, z )E∗

2(x , y, z )

− E∗

2(x , y, z )E1(x , y, z )
]

dxdydz

+

∞
∫

−∞

[

σE1(x , y, 0)E∗

2(x , y, 0)

+ σ ∗E∗

2τ (x , y, 0)E1(x , y, z )
]

dxdy. (19)

Первый интеграл в правой части (19) есть нуль, поэтому
для смешенных тепловых потерь двух полей на графене

получаем

Q =
1

4

∞
∫

−∞

[

σE1τ (x , y, 0)E∗

2(x , y, 0)

+ σ ∗E∗

2τ (x , y, 0)E1(x , y, z )
]

dxdy.
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Если поля 1 и 2 совпадают и взяты для диполя с

единичным моментом, то

ReE1x(x , y, z ) = 2Q,

т. е. флуктуационное поле определяется через дифракци-

оные потери. В общем случае электрического и магнит-

ного диполей Jd = peδ(r− r1), Jm = pmδ(r− r2) в силу

леммы Лоренца имеем

peE(r1) =

∞
∫

−∞

E0e(x , y, 0)j1,e(x , y)dxdy,

pmH(r2) = −
∞
∫

−∞

E0m(x , y, 0)j1,e(x , y)dxdy,

где E0e , E0m — поля диполей, j1,e — флуктуационная

плотность электрического тока. Направив электриче-

ский диполь по оси x, получим

〈Ex (x , y, 0), Ex(x , y, 0)〉 =
F(ω, T )2(ω, T )

p2
e

×
∞
∫

−∞

|E0α(x , y, 0)|2dxdy. (20)

Здесь F(ω, T ) = σ ′(ω, T )/π и мы преобразовали четы-

рехкратный интеграл

∞
∫

−∞

E0α(x , y, 0)E0β(x
′, y ′, 0)〈 jeα(x , y), jeβ(x

′, y ′)〉dxdydx ′dy ′,

используя (15). Размерность слева и справа в (20)
J2/s, поскольку корреляции предполагаются спектраль-

ными, т. е. взятыми для полосы 1Hz. Далее их сле-

дует интегрировать по частоте. Полагая pex = 1A·m,

мы оставляем размерность [J/m2]. Это спектраль-

ная плотность. После интегрирования по частоте по-

лучаем W/m2. Корреляция оказалась пропорциональ-

ной тепловым дифракционным потерям поля дипо-

ля 〈Ex (x , y, 0), Ex (x , y, 0)〉 = 22(ω, T )Q/π. Это общее

правило [4], согласно которому если A и B какие-

либо из шести компонент флуктуационного поля,

J1 = p1(e.m)δ(r− r1) и J2 = p2(e.m)δ(r − r2) — единичные

точечные источники электрического и/или магнитного

типа (|pn1(e.m)| = 1), а QAB(r1, r2) — смешанные дифрак-

ционные тепловые потери, то для корреляций имеем [4]:

〈A(r1)B(r2)〉 = ±22(ω, T )QAB(r1, r2)/π. (21)

Знак плюс берется, если компоненты одного ти-

па (электрического или магнитного), а минус —

при компонентах разного типа. Если A = B , то

〈A(r1)A(r2)〉 = ±22(ω, T )QAB(r1, r2)/π. Для изотропной

диэлектрической (немагнитной) среды тепловые потери

следует определить как

QAB(r1, r2) = −i
ω

4

∞
∫

−∞

(ε∗(ω, r) − ε(ω, r))EA
0E

B∗

0 d3r.

Индекс ноль означает поле соответствующего дипо-

ля, верхний индекс означает направление диполя. Вве-

дем обозначения для единичных дипольных моментов

pe = e0, pm = m0, e0 = 1A·m и m0 = 1V·m. Учиты-

вая (20), для корреляций флуктуационных компонент в

тепловом поле можно записать [4]:

〈Ep1e
(r1), Ep2e

(r2)〉 = −2(ω, T )Re(e02E01(r2))/(πe20),

〈Hp1m
(r1), Hp2m

(r2)〉 = −2(ω, T )Re(m02H01(r2))/(πm2
0),

〈Ep1e
(r1), Hp2e

(r2)〉 = i2(ω, T )Im(m02H01(r2))/(πe0m0)

= − i2(ω, T )Im(e01E02(r1))/(πe0m0). (22)

Эти корреляции пропорциональны проекциям полей ди-

полей, т. е. имеют место даже в отсутствии диссипации.

Единичные величины можно нe писать, подразумевая

соответствующие размерности. Соотношения (22) в

частности показывают, что средний вектор Пойнтинга

равен нулю, т. е. падающий на графен и отраженный

поток теплового поля одинаковые, а электрические и

магнитное поля не коррелированы.

Пусть имеет место задача (17), (18). В качестве

второй задачи для леммы Лоренца возьмем графен в

тепловом поле:

∇×H3 = iωε0E3 + j3(x , y)δ(z ), (23)

∇× E3 = −iωµ0H3. (24)

Здесь j3 — флуктуационные источники. Применяя лем-

му Лоренца в случае, когда диполь расположен в произ-

вольной точке (x , y, z ), имеем

p1E∗

3x(x , y, z ) = −
∞
∫

−∞

E1x (x , y, 0)j∗3 (x , y)dxdy

= −
∞
∫

−∞

σ ∗E1x (x , y, 0)E∗

3x (x , y)dxdy.

Положим p1 = 1 и образуем корреляцию

〈E3x(x , y, z ), E∗

3x(x
′, y ′, z ′)〉. Преобразовывая интеграл

∞
∫

−∞

E1x(x , y, 0)E∗

3x (x , y, 0)〈j∗3 (x , y), j∗3(x
′, y ′)〉dxdydx ′dy ′

с использованием 〈j∗3(x , y), j∗3(x
′, y ′)〉 = F(ω, T )2(ω, T )

δ(x − x ′)δ(y − y ′), получим ту же формулу (20).
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3. Тепловое излучение и поглощение
графена

Графен поглощает из теплового поля удельную

(на единицу площади) мощность P = Re(j0E0∗)/2 =
= Re(σ |E0

τ |2)/2 = σ ′|E0
τ |2/2. Здесь введены флуктуаци-

онные поле и плотность тока, т. е.

|E0
τ |2 =〈E0

τ , E
0
τ 〉 = 〈E0

α, E0
α〉 = 2〈E0

x , E0
x 〉

=2〈E0
y , E0

y 〉 =
22′(ω, T )

π
Re(E0x (x , y, 0)),

где E0x(x , y, 0) — поле диполя, возбуждающего графен.

Графен излучает такую же мощность

P =
σ ′2′(ω, T )

π
Re(E0x (x , y, 0)). (25)

Используем спектральную плотность теплового излуче-

ния up(ω) = 2′(ω, T )ω2/(π2c3). Штрих означает, что ну-

левые колебания опушены, т. е. 2′(ω, T ) = ~ω fBE(ω, T ),
где обозначена функция Бозе–Эйнштейна. Полная плот-

ность получается интегрированием по положитель-

ным частотам и равна U = 4σSB T 4/c (σSB — по-

стоянная Стефана–Больцмана). Тепловое поле мож-

но рассматривать как набор плоских случайных

волн разных направлений, имеющих одинаковые ам-

плитуды, зависящие от частоты. Каждая волна с

амплитудой E0 имеет среднюю плотность энергии

ε0E2
0/2 (с учетом магнитной энергии). Учитывая дви-

жение во всем телесном угле, имеем спектраль-

ную плотность квадрата средней амплитуды волны

любого направления 〈E2
0 〉 = 2′(ω, T )k2

0/(2π
3cε0) или

〈E2
0 〉 = η02

′(ω, T )k2
0/(2π

3). При малой проводимости

графен слабо изменяет граничные условия, поэтому

можно считать, что плотность энергии на графене равна

up. Тогда получим спектральную плотность поглощен-

ной мощности:

P =σ ′〈|E0
τ |2〉/2=σ ′〈|E0

x |2 + |E0
y |2〉/2 = 2σ ′up(ω)/(3ε0),

т. е. тепловые потери определяются в виде Q(ω) =
= 2σ ′η02

′(ω, T )k2
0/(3π

2). Поглощаемую мощность так-

же можно определить, рассматривая тепловое поле как

набор плоских волн всех направлений [9] с амплиту-

дой E0. Такие волны можно рассматривать как падаю-

щие с обеих сторон E-волны и H-волны. Пусть такая

волна падает под углом θ в плоскости x , z . Вектор E

лежит в плоскости, перпендикулярной лучу и имеет

проекции амплитуд E0⊥ = E0 cos(ϕ
′), E0y = E0 sin(ϕ

′),
E0⊥ = E2

0x + E2
0z . Здесь угол ϕ′ отсчитывается во-

круг луча от плоскости падения. В самой плоскости

падения

Ex = E0 cos(θ) exp(−iqρ)
[

exp(−ikz z ) + Re exp(ikz z )
]

,

Ez = E0 sin(θ) exp(−iqρ)
[

exp(−ikz z ) + Re exp(ikz z )
]

,

где kr = kx x + ky y + kz z . Прошедшая волна имеет попе-

речную компоненту

Ex = E0 cos(θ)Te exp(−iqρ)
[

exp(−ikz z ) + Re exp(ikz z )
]

.

Это E-волна. При ϕ′ = π/2 (в плоскости, перпендику-

лярной падению) будет

Ey = E0 exp(−iqρ)
[

exp(−ikz z ) + Re exp(ikz z )
]

.

Это H-волна. При произвольном угле ϕ′ будут обе

волны. Усредняя квадраты поперечных амплитуд по углу

ϕ′, найдем Ẽ2
τ e = E2

0 cos
2(θ)/π, Ẽ2

τ h = E2
0/π. Оба типа

волн можно рассматривать как поперечные, идущие под

углом θ = arctan(q/kz ) к оси z . На графене имеют место

поперечные амплитуды Eτ (e,h)(1 + Re,h) = Eτ (e,h)Te . Теп-

ловые потери E-волны

Qe = Re(Ex j∗x + Ey j∗y )/2 = Re
(

σ ∗|Eτ e |2
)

/2. (26)

Здесь ρe = 1/y e = kx/k0 =
√

k2
0 − q2/k0 — нормирован-

ное волновое сопротивление, Te = 1+Re = 2/2(2+ξ/y e)
коэффициент прохождения, выраженный через коэф-

фициент отражения, поэтому Qe(ω, q) = 4σ ′E2
0 cos

2(θ)/
(

|2+ξ/y e |2
)

/π. Учитывая что kx=q cos(ϕ), ky=q sin(ϕ)

(угол ϕ отсчитывается вокруг оси z ), видим, что ре-

зультат не зависит от угла, т. е. для учета всех уг-

лов ϕ (всех поляризаций) его следует умножить на

2π: Qe(ω, q) = 8σ ′q2〈E2
0 〉 cos2(θ)/

(

k2
0|2 + ξ/y e |2

)

. Это

означает, что мы рассмотрели все возможные плос-

кости падения волн. Здесь мы взяли cos2(θ) = q2/k2
0

и E2
0 = 〈E2

0 〉. Скользящая E-волна (θ = π/2) имеет

только нормальную к графену компоненту поля, идет

без отражения и не вносит вклад потери. Для учета

всех углов падения следует проинтегрировать по углу

dθ = cos2 θdq(1 + q2/k2
z )/kz = dq/kz . Для учета потерь

от волн, падающих с другой стороны, результат следует

удвоить:

Qe(ω) = 16σ ′(ω)〈E2
0 (ω)〉

k0
∫

0

kz dq

k2
0|2 + ξ/y e |2

. (27)

Н-волна также идет под углом θ. Для нее

Qh(ω) = 16σ ′(ω)〈E2
0 (ω)〉

k0
∫

0

dq

|2 + ξ/yh|2kz

. (28)

Для определения потерь следует вычислить инте-

гралы. При бесконечно малой проводимости ин-

теграл в (27) равен π/16, а в (4) соответ-

ственно π/8, т. е. имеем Q(ω) = 3σ ′(ω)〈E2
0 (ω)〉 или

Q(ω) = 3σ ′(ω)η02
′(ω, T )k2

0/(2π
3), что в 9/(4π) = 0.717

раз меньше, чем полученное значение в приближении
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наличия на графене планковской плотности излуче-

ния. Интегралы вычисляем путем замены u2 = k2
0 − q2,

udu = −qdq. Результаты принимают вид

Ie(ω) =

k0
∫

0

u2du
[

(2k0 + ξ ′u)2 + ξ ′′2u2

]
√

k2
0 + u2

, (29)

Ih(ω) =

k0
∫

0

u2du
[

(2u + ξ ′k0)2 + ξ ′′2k2
0

]
√

k2
0 + u2

, (30)

Q(ω) = 16σ ′(ω)〈E2
0 (ω)〉(Ie(ω) + Ih(ω)). Интегралы вы-

числены в Приложении путем разложения корня. Таким

образом, потери можно вычислить точно через ряд.

Именно

Qe,h(ω) =16σ ′(ω)〈E2
0 (ω)〉

×
(

I
(0)
e,h −

1

2
I
(2)
e,h +

1

2 · 4 I
(4)
e,h −

1 · 3
2 · 4 · 6 I

(6)
e,h + . . .

)

.

Приведенной результат можно рассматривать как па-

дение плоских тепловых волн на плоскость графена

под всевозможными углами. Следует отметить, что он

сложным образом зависит от компонент проводимости

ξ ′, ξ ′′.

Вычислим теперь тепловое излучение графена.

Оно определяется вектором Пойнтинга Pz =Re(Ex H∗
y −

− Ey H∗
x )/2. Излучение бесконечного листа представ-

ляет собой плоскую волну. Имеем Hy (q) = − j0x(q),
Hx(q) = − j0y (q) и для компонент полей получаем

Ex(r) =
−1

8π2

∞
∫

−∞

(k2
0 − k2

x ) j0x(q) − kx ky j0y (q)

ωε0k̃z (q)

× exp(−iqρ − i k̃z |z |)d2k, (31)

Hy(r) =
−1

8π2
sgn(z )

∞
∫

−∞

j0x(q
′) exp(−iq′ρ − i k̃z |z |)d2k ′.

(32)

Излучение ищем при z > 0. Образовывая корреля-

ции и используя 〈 j0x (q), j0y (q
′)〉=0, 〈 j0x(q), j0x (q

′)〉 =
= (2π)2F(ω, T )2(ω, T )δ(q− q′), получаем

〈Ex(ρ, +0), Hy(ρ, +0)〉 =
F(ω, T )2(ω, T )η0

8πk0

×
k0

∫

0

k2
0 − q2/2

√

k2
0 − q2

qdq.

Здесь мы проинтегрировали по углу, учитывая

k2
x = q2 cos2(ϕ), а также распространили интегрирование

только на излучаемые моды, т. е. взяли реальную часть

интеграла, поскольку результат исчезает для эванесцент-

ных мод при q2 > k2
0. Вычисляя, получаем

〈Ex(r), Hy(r)〉 =
η0F(ω, T )2′(ω, T )k2

0

12π
.

Учитывая ортогональную поляризацию −Ey , Hx , этот

результат следует удвоить:

Pz (ω) =
η0F(ω, T )2′(ω, T )k2

0

6π
. (33)

Поскольку волна плоская, результат не зависит от

точки наблюдения. Это спектральная плотность. Ве-

личина η0F(ω, T ) безразмерная, поэтому после инте-

грирования по частоте получаем плотность мощно-

сти в W/m2. Полная корреляция вектора Пойнтинга

в тепловом поле, согласно (22), равна нулю. Это

означает, что есть противоположный (29) поток теп-

лового поля в графен и поглощенная им мощность

одностороннего потока Q(ω)/2 = σ ′η02
′(ω, T )k2

0/(3π).

Учитывая излучение в противоположную сторону и

приравнивая величину потерь и излучения, получа-

ем F(ω, T ) = σ ′/π, что совпадает с моделью сре-

ды (2). Если же использовать результаты вычис-

ления потерь через интегралы и принцип Кирхго-

фа, получим сложную формулу, которая при ма-

лой проводимости дает немного большее значение

F(ω, T ) = 9σ ′(ω)/(2π2) ≈ 0.456σ ′(ω).

Рассмотрим второй способ получения корреляций.

Согласно (22), имеем

Ceh
xy =〈Ex (r1), Hy(r2)〉 = −i2(ω, T )Im(E02x(r1))/π,

(34)

где E02x(r1) — компонента поля второго (магнитного)

диполя, ориентированного по оси y , взятая в точке

расположения первого электрического диполя, ориен-

тированного по оси x . В правой части (10) мы опу-

стили pe/pm = 1 (S). Пусть первый диполь расположен

в точке r1 = (0, 0, z 1), а второй — в точке r2 = 0.

Корреляция (34) в общем случае может быть записана

как комплексная Ceh
xy = Peh

xy − iSeh
xy . Часть корреляции Peh

xy

соответствует вектору Пойнтинга и равна нулю [4]. Фи-

зически это означает, что имеются два компенсирующих

потока мощности: от графена (вычисленный выше на

основе функции F и пропорциональный диссипации σ ′),

и поток теплового поля в графен. Эта часть связана с

тепловыми флуктуациями. Вторую часть следует свя-

зать с вакуумными флуктуациями. Они имеют место

даже при σ ′ = 0 и не переносят энергию. Поэтому

следует рассмотреть часть поля диполя, связанную с

эванесцентными модами (ближним полем), при этом мы

должны ввести новую функцию F̃ , пропорциональную
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η02. Образуя корреляцию (10), имеем

〈Ex (0, 0, z ), Hy (0)〉 =
η0F̃(ω, T )2(ω, T )

8πk0

×
∞
∫

0

k2
0 − q2/2

k̃z

exp(−i k̃z |z 1|)qdq, (35)

Ceh
xy = Peh

xy − iSeh
xy , (36)

Peh
xy =

η0F̃(ω, T )2(ω, T )

8πk0

×
k0

∫

0

k2
0 − q2/2

√

k2
0 − q2

cos
(
√

k2
0 − q2|z 1|

)

qdq, (37)

Seh
xy =

η0F̃(ω, T )2(ω, T )

8πk0

×
[

k0
∫

0

k2
0 − q2/2

√

k2
0 − q2

sin
(

√

k2
0 − q2|z 1|

)

qdq

+

∞
∫

k0

q2/2− k2
0

√

q2 − k2
0

exp
(

−
√

q2 − k2
0|z 1|

)

qdq

]

. (38)

Электрическая компонента падающего поля единичного

магнитного диполя есть

E0mx = − 1

8π2

∞
∫

−∞

exp
(

−i k̃z |z 1|
)

d2k, (39)

а компонента рассеянного графеном поля равна

Ex(0, 0, z 1) =

∞
∫

−∞

(k2
x − k2

0) jx (q)

8π2ωε0k̃z

exp
(

−i k̃z |z 1|
)

d2k,

(40)

где jx (q) = j ′x (q) + i j ′′x (q), а реальные и мнимые части

приведены в Приложении (П4)−(П6). Эти величины

пропорциональны единичному дипольному магнитному

моменту p0m = m0 = 1 (который мы опустили), т. е.

имеют обычную размерность [A·m] для спектральных

величин. Компонента (39) действительная, и мы ее

опускаем. Она исчезает при больших z 1 и обращается

в бесконечность на графене, что связано с сингулярно-

стью поля диполя. Компоненту (40) мы преобразуем к

виду

Ex (0, 0, z 1) = 4

k0
∫

0

(q2 cos(ϕ) − k2
0)[ j ′x (q) + i j ′′x (q)]

8π2ωε0

√

k2
0 − q2

× exp
(

−i

√

k2
0 − q2|z 1|

)

qdqdϕ

+ 4i

∞
∫

k0

(q2 cos(ϕ) − k2
0)[ j ′x (q) + i j ′′x (q)]

8π2ωε0

√

q2 − k2
0

× exp
(

−
√

q2 − k2
0|z 1|

)

qdqdϕ,

в котором интегрирование по углу идет в области 0,

π/2, а kx = q cos(ϕ). Оставляя в этом выражении только

мнимые части, получаем

Im(Ex (0, 0, z 1)) =

−4

k0
∫

0

(q2 cos(ϕ) − k2
0) j ′x (q)

8π2ωε0

√

k2
0 − q2

sin
(

√

k2
0 − q2|z 1|

)

qdqdϕ

+4

k0
∫

0

(q2 cos(ϕ) − k2
0) j ′′x (q)

8π2ωε0

√

k2
0 − q2

cos
(

√

k2
0 − q2|z 1|

)

qdqdϕ

+4

∞
∫

k0

(q2 cos(ϕ) − k2
0) j ′x (q)

8π2ωε0

√

q2 − k2
0

exp
(

−
√

q2 − k2
0|z 1|

)

qdqdϕ.

Отсюда находим Seh
xy = Im(Ex(0, 0, z 1)), что позволя-

ет определить F̃(ω, T ). Поскольку η = −ξ/(2k0k̃z ), тo

при q < k0 η′ = −ξ ′/(2k0k̃z ), η′′ = −ξ ′′/(2k0k̃z ), а при

q > k0 соответственно η = −iξ/(2k0κ) и η′ = ξ ′′/(2k0κ),
η′′ = −ξ ′/(2k0κ). Интегрирование по углу выполним по

теореме о среднем значении в средней точке π/4, т. е.

взяв k2
x = q2/2 и умножая результат на π/2. Обозначим

(38) как

Seh
xy =

η0F̃(ω, T )2(ω, T )

8πk0

Ieh
xy .

Тогда Ceh
xy =〈Ex(r1), Hy(r2)〉 = −i2(ω, T )Im(E02x (r1))/π,

откуда получаем

ηF̃(ω, T ) =
8k0Im(Ex (0, 0, z 1))

Ieh
xy

, (41)

Im(Ex(0, 0, z 1)) = 2πη0I1e + 2πη0I2e, (42)

I1e =

k0
∫

0

(q2/2− k2
0) j ′′x (q)

8π2k0

√

k2
0 − q2

qdq, (43)

I2e =

∞
∫

k0

(q2/2− k2
0) j ′x (q)

8π2k0

√

q2 − k2
0

exp
(

−
√

q2 − k2
0|z 1|

)

qdq.

(44)
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Первый интеграл (43) в выражении (42) связан с

излучаемыми модами. В дальней зоне второй инте-

грал бесконечно мал, а при z 1 = 0 логарифмически

расходится. В этих соотношениях j ′x (q) = η−1
0 j̃ ′x (q),

j ′′x (q) = η−1
0 j̃ ′′x (q) и

j̃ ′x (q) = − ξ ′ + ξ ′η′(q2/2− k2
0) + ξ ′′η′′(q2/2− k2

0)

1 + 2η′(q2/2− k2
0) + |η|2(q2/2− k2

0)
2
, (45)

j̃ ′′x (q) = − ξ ′′ + ξ ′η′′(k2
x − k2

0) + ξ ′′η′(k2
x − k2

0)

1 + 2η′(k2
x − k2

0) + |η|2(k2
x − k2

0)
2
, (46)

η′ = ξ ′′/(2k0κ), η′′ = −ξ ′/(2k0κ),

|η|2 = |ξ |2/(4k2
0κ

2).

Поскольку j ′x (q) и j ′′x (q) пропорциональны проводимо-

сти η−1
0 , функция F̃ имеет размерность проводимости.

При больших q имеем η′ = ξ ′′/(2k0q), η′′ = −ξ ′/(2k0q),
|η|2 = |ξ |2/(4k2

0q2) и

j ′x (q) =
−η−1

0 ξ ′

1 + ξ ′′q/(2k0) + |ξ |2/(8k2
0)

2
, (47)

т. е. величины (45) и (46) стремятся к нулю. Вычисляя

(41) при малых расстояниях, имеем

F̃(ω, T ) =
2η−1

0

π

I1e + I2e

∞
∫

k0

q2/2−k2
0√

q2−k2
0

exp
(

−
√

q2 − k2
0|z 1|

)

qdq

.

(48)

С учетом единичных электрического и магнитного

дипольных моментов величину (45) следует считать без-

размерной. Поэтому (48) имеет размерность проводимо-
сти. Результат для (48) получен в Приложении (П7).

Корреляция Cee
xx = 〈Ex (r1), Ex (r2)〉 = −2(ω, T ) ×

×Re(E02x(r1))/π и аналогичные ей связаны с энергией

теплового поля и вакуумных флуктуаций, энергия

которых расходится. Они не могут быть вычислены

с использованием корреляций флуктуационных

плотностей тока, поскольку расходится интеграл:

〈Ex (r), Ex(r
′)〉 =

η204π
2F̃(ω, T )2(ω, T )

8π28π2k2
0

× 4

∞
∫

k0

(k2
0 − k2

x)
2 + (kx ky )

2

k̃z (q)k̃∗
z (q)

exp
(

−iq(ρ − ρ
′)

− i k̃z |z | + i k̃∗

z |z ′|
)

d2k.

Эта расходимость связана с появлением в знаменателе

особенности k2
0 − q2, что можно трактовать как влияние

бесконечной энергии вакуума. При r1 = r2 правая часть

формулы (34) также расходится, поскольку поле диполя

в точке его расположения имеет особенность.

4. Конечный лист графена

Рассмотрим, как конечные размеры листа Lx , Ly

влияют на его излучение. Это намного более сложная

задача, поскольку нельзя сразу на основе фурье-метода

получить алгебраические соотношения, а надо решать

интегральные уравнения (ИУ). Задача о возбуждении

диполем приводит к поверхностному ИУ для плотности

тока на диполе. В частности, разлагая ток в виде

Lx (x , y) =
N

∑

m=1,n=0

αnm cos((2m − 1)πx/Lx ) cos(2nπy/Ly ),

(49)
и аналогично Jy с коэффициентами βnm, найдем электри-

ческое поле как совокупность поля диполя и указанного

тока. Поскольку Ex = σ−1
xx Lx (x , y), Ey = σ−1

yy Ly (x , y), это
ИУ, из которого определяем коэффициенты αnm и βnm

через дипольные моменты. Определение требует обра-

щения матрицы высокого порядка. В результате можно

получить корреляционные соотношения для коэффици-

ентов αnm и βnm. Корреляции тока зависят от точки на

листе графена и могут сильно возрастать у его краев.

Из-за конечной проводимости бесконечного возрастания

тока на краях нет. Тем не менее в конечном листе

достигающие края ПП могут излучаться, а также могут

существовать и краевые ПП. Все это усложняет расчет

излучения в ближней и средней зоне.

С дугой стороны, рассматриваемая графеновая части-

ца или кластер поддерживает локализованные плазмоны:

колебания конечной добротности, которые излучают.

Найти их комплексные собственные частоты можно

методом поверхностного плазмонного резонанса [26].
Кластер графена возбуждается тепловым полем. Для его

излучения необходимо использовать корреляции. При

комнатной температуре максимум теплового излучения

соответствует длине волны 10 µm. Важно соотношение

размеров листа, этой длины волны и дистанции, на

которой рассмотрено излучение. В дальней зоне можно

взять в (49) два члена: дипольный и квадрупольный и

использовать полученные выше корреляционные соот-

ношения для бесконечного листа, считая их как средние

значения.

Графен хорошо прозрачен [19], поэтому его теп-

ловое излучение мало [6]. Для его оценки следует

использовать модель проводимости графена. Наиболее

точная формула с учетом пространственной дисперсии

приведена в работе [20] (формула (8)). Она предполагает
интегрирование по всей зоне Бриллюэна в модели силь-

ной связи [21]. Однако учет пространственной дисперсии

не существенен для сил Казимира–Лифшица, вклад в

которые в основном вносят низкие частоты. Также не

существенно влияние межзонной проводимости. Поэто-

му можно использовать простые модели проводимо-

сти, рассматривая дисперсия безмассовых дираковских

фермионов (см. [22–25] и ряд других работ). Здесь
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используем проводимость в виде

σ (ω, T ) =
σ (0, T )

1 + iω/ωc0(ω)
, (50)

σ (0, T ) =
4σ0kBT

π~ωc0

ln
(

2 + 2 cosh
( µc

kBT

))

, (51)

где σ0 = e2/(4~) = 6.085 · 10−5 S, σ (0) = 4σ0µc/(π~ωc0),
T — температура, µc — химический потенциал, ωc0 —

частота столкновений. Мы пренебрегли межзонными

переходами, существенными для оптических частот, ко-

торые почти не дают вклад в тепловое излучение.

Формула (33) дает плотность излучения в ближней зоне

вблизи центра листа

Pz ≈η0σ (0)ω2
c0

6π2c2

[

(1− ln 2)
~(ωc0)

2

2

+ kBTωc0 exp

(

−~ωc0

kBT

)

+
(kBT )2

~

]

. (52)

Для оценки мы разбили интеграл на две части: (0, ωc0)
и (ωc0,∞). При T = 300K, µc = 0.1 eV и при весьма

большом значении ωc0 = 4 · 1013 Hz имеем результат

Pz = 9.37W/m2, что примерно в 50 раз меньше излу-

чения абсолютно черного тела. Это связано с тем, что

графен практически (на 98%) прозрачен [19]. Реальная
частота столкновений может быть на два порядка мень-

ше, т. е. излучение может уменьшиться примерно еще на

4 порядка.

Дальняя зона для кластера Lx = Ly = 100µ наступает

на расстоянии 1mm и более. В ней важно дипольное

излучение. Рассмотрим графеновый кластер как два

перпендикулярных диполя с дипольными моментами

pex = Jx(0)Lx Ly и pey = Jy(0)Lx Ly . Записывая поля в

дальней зоне кластера [18] и вектор Пойнтинга, имеем

Pr(ω) =
kBη0σ (0)Lx Ly

16π3r2c(1 + ω2/ω2
c0)

× ~ω2

exp(~ω/(kB T )) − 1
sin2(θ). (53)

Размерность спектрального выражения (53) J/m2. После

интегрирования по частоте она будет W/m2. Такой

интеграл легко вычислить, считая температуру либо

очень малой и пренебрегая частотами ω < kBT/~, либо

очень большой. Для малых температур и малой частоты

столкновений получаем

Pr =
kBTη0σ (0)ω2

c0k0Lx Ly

16π3r2c

×[1− exp(−~ωc0/(kBT ))] sin2(θ).

Безразмерная величина проводимости η0σ (0) мала, как

мала и энергия kBT . Также Lx Ly/r2 ≪ 1. Поэтому такое

излучение весьма мало. Альтернативный случай боль-

ших температур приводит к формуле

Pr (ω) =
ω2

c0kBTη0σ (0)Lx Ly

16π3r2c

×
[

kBT

~
− ωc0 arctan

(

kBT

~ωc0

)]

sin2(θ). (54)

Результат сильно зависит от соотношений между µc , ωc0

и температурой. При малой частоте столкновений он

пропорционален квадрату температуры. На расстоянии

r = 1mm при θ = π/2 этот результат на порядок мень-

ше, чем приведенный выше.

Заключение

Приведенные соотношения можно использовать для

определения теплового излучения и дисперсионных сил.

Однако уже для взаимодействия двух листов графена

соотношения сильно усложняются, поскольку кроме

флуктуационных источников возникают дифракционные

источники (плотности токов), обусловленные взаимо-

действием листов. Также усложняется задача о воз-

буждении структуры из двух листов диполями. Реше-

ния таких задач позволяет альтернативным способом

получить формулу для взаимодействия листов графе-

на, как это сделано в [4] для формулы Лифшица

для полуплоскостей. Преимуществом метода работы [4]
является то, что можно использовать теплопередачу

между телами с разной температурой, находящимися в

тепловом поле, температура которого также отличается

от температуры тел. Сложность состоит в том, что

необходимо строить ФГ структуры, т. е. решать зада-

чи о возбуждении ее точечными источниками. Вдоль

поверхностей тел возможны ПП, которые могут быть

как медленными поверхностными, так и быстрыми из-

лучаемыми. В работах [10–13] сила Казимира опре-

делена на основе дисперсионных уравнений для ПП.

В работах [27,28] показана тесная связь дисперсионных

сил и КС с плазмон-поляритонами в диссипативных

структурах.
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Приложение

Интегралы (4.5), (4.6) имеют вид

Ie.h =

k0
∫

0

u2du

(au2 + bu + c)
√

k2
0 + u2

,

где для E-волн a = |ξ |2, b = 4k0ξ
′, c = 4k2

0, а для H-

волн a = 4, b = 4k0ξ
′, c = |ξ |2k2

0. Интегралы вычисляем

путем разложения корня (x = u/k0):

1

k0

√
1 + x2

=
1

k0

(

1− x

2
+

1 · 3
2 · 4 x2 − 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 x3 + · · ·
)

.

Имеем интегралы

I
(n)
e.h =

1
∫

0

xndx

(ax2 + bx + c)
,

где для E-волн a = |ξ |2, b = 4ξ ′, c = 4, а для H-волн

a = 4, b = 4ξ ′, c = |ξ |2. Интегралы I
(0)
e,h получаем по

формуле (160.01):

I
(0)
e.h =

2√
4ac − b2

[

arctan

(

2a + b√
4ac − b2

)

−
(

b√
4ac − b2

)]

.

Интегралы I
(1)
e.h поучаем по формуле (156.11), а ин-

тегралы I
(2)
e.h — по формуле (160.21). Все остальные

интегралы получаем по рекуррентной формуле

I
(n)
e.h =

1

(n − 1)a
− c

a
I
(n−2)
e.h − b

a
I
(n−1)
e.h .

Делая замену u2 = k2
0 − q2, qdq = −udu в первом

интеграле (4.24) и u2 = q2 − k2
0, qd = udu в остальных,

величину (4.24) в пренебрежении первым интегралом

преобразуем к виду

F̃(ω, T ) =
2η−1

0

π

Ĩ1e + Ĩ2e

∞
∫

0

(u2 − 6k2
0) exp(−u|z 1|)du

, (П1)
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Ĩ1e = −
k0

∫

0

(u2 + k2
0) j̃ ′′x (u)du, (П2)

Ĩ2e =

∞
∫

k0

(u2 − 6k2
0) j̃ ′x (u) exp(−u|z 1|)du. (П3)

Интеграл в знаменателе имеет значение

6k2
0/|z 1| − 2/|z 1|3. Интеграл (П3) в числителе (П1)

вычисляем с учетом, что в него входит функция

8(u) = (u2 − 6k2
0) j̃ ′x (u), где

j̃ ′x (u) = − 16k2
0u2ξ ′

16k2
0u2 + 8k0uξ ′′(u2 − k2

0) + |ξ |2(u2 − k2
0)

2
.

(П4)
Она имеет нуль второго порядка. Интеграл вычисляем

интегрированием по частям. В силу указанного нуля

первые два интегрирования дают при подстановке нуль,

и получаем значение интеграла

∞
∫

0

8(u) exp(−u|z 1|)du =
1

|z 1|2

∞
∫

0

8′′(u) exp(−u|z 1|)du

=
8′′(0)

|z 1|3
+

1

|z 1|3

∞
∫

0

8′′′(u) exp(−u|z 1|)du.

При больших u функция 8′′′(u) убывает быстрее,

чем 1/u2, поэтому интеграл имеет значение даже при

|z 1| = 0. При малых |z 1| имеем

F̃(ω, T ) =
−η−1

0

π(1 − 3k2
0|z 1|)

∞
∫

0

8′′(u) exp(−u|z 1|)du.

(П5)
При больших u функция 8′′(u) убывает не медленнее,

чем 1/u2, поэтому интеграл имеет значение даже при

|z 1| = 0.

Входящая в (4.16) компонента плотности тока опреде-

лена как

jx (q) = − η−1
0 ξ

1 + η(k2
x − k2

0)

= −
η−1
0 (ξ ′ + iξ ′′)

[

1 + η∗(k2
x − k2

0)
]

1 + 2η′(k2
x − k2

0) + |η|2(k2
x − k2

0)
2
, (П6)

j ′x (q) = −η−1
0

ξ ′ + ξ ′η′(k2
x − k2

0) + ξ ′′η′′(k2
x − k2

0)

1 + 2η′(k2
x − k2

0) + |η|2(k2
x − k2

0)
2
, (П7)

j ′x (q) = −η−1
0

ξ ′′ + ξ ′η′′(k2
x − k2

0) + ξ ′′η′(k2
x − k2

0)

1 + 2η′(k2
x − k2

0) + |η|2(k2
x − k2

0)
2
. (П8)

Интеграл (П2) имеет вид

Ĩ1e =−ξ ′′

k0
∫

0

(u2 + k2
0)

[

16(k0u)2 − 2ξ ′(u2 + k2
0)

]

16(k0u)2 + 8k0uξ ′(u2 + k2
0) − |ξ |2(u2 + k2

0)
2
du.

Он довольно сложный, поэтому требует численного

вычисления. При малой проводимости Ĩ1e = −4ξ ′′k3
0/3,

и тогда

F̃(ω, T ) =
2η−1

0

π

×
4|z 1|3ξ ′′k3

0/3 + 8′′(0) +
∞
∫

0

8′′(u) exp(−u|z 1|)du

2− 6k2
0|z 1|

≈ η−1
0

π

[

8′′(0) +

∞
∫

0

8′′(u)du

]

. (П9)
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