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Zitterbewegung в сверхрешетке на основе дираковского кристалла

в режиме блоховских осцилляций
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Изложена теория управления длительностью колебаний zitterbewegung в сверхрешетке на основе 2D-
дираковского кристалла за счет изменения напряженности электрического поля, приложенного вдоль оси
сверхрешетки. Показано, что в резонансном случае, когда блоховская частота совпадает с удвоенной частотой
zitterbewegung, характер затухания последнего существенно меняется: амплитуда zitterbewegung убывает
обратно пропорционально корню из времени вместо экспоненциального затухания, как у безмассового
дираковского электрона. Для случая, когда за период блоховских колебаний происходит значительное число
осцилляций zitterbewegung, продемонстрирована возможность периодического восстановления амплитуды
zitterbewegung так, что последний приобретает форму биений, частота огибающей которой напрямую зависит
от напряженности продольного электрического поля.
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Введение

Известно, что дираковские кристаллы являются удоб-
ной платформой для изучения эффектов квантовой
электродинамики [1–3]. Одним из них является эффект
zitterbewegung (ZB), представляющий собой быстрые ос-
цилляции скорости свободного (псевдо)релятивистского
электрона, связанные с интерференцией состояний с
положительной и отрицательной энергиями. Матема-
тически такой эффект обусловлен наличием в дира-
ковском гамильтониане слагаемых, связывающих им-
пульс носителя заряда с его псевдоспиновой степенью
свободы. Высокая частота соответствующих колебаний
(∼ 1021 Hz) затрудняет наблюдение ZB для свободного
электрона в вакууме. Существенно более низкая частота
ZB в твердотельных структурах (таких как системы со
спин-орбитальной связью Рашбы или графеноподобные
структуры), где электроны низкой энергии описываются
гамильтонианом релятивистского типа [4,5], значитель-
но облегчает экспериментальное обнаружение данного
эффекта [6,7].
В работах [4,8] показано, что релятивистскую кван-

товую механику можно изучать на платформе полупро-
водников III−V-групп в присутствии спин-орбитального
взаимодействия, где динамика электронов подчиняется
аналогичным уравнениям. В экспериментальной рабо-
те [6] ZB обнаружен в виде значительных флуктуаций
проводимости 2D-электронного газа с сильной спин-

орбитальной связью типа Рашбы. Это оказалось воз-
можным благодаря использованию точечных инжекто-
ров со спин-поляризованными электронами. Экспери-
ментальное исследование ZB в твердых телах стало
возможным благодаря спин-гальваническим методам [9].
Так, в [10] этот эффект наблюдался как переменный
ток на частотах GHz в деформированном n-InGaAs при
умеренных температурах. Более того, амплитуда ZB ли-
нейно возрастала с увеличением силы спин-орбитальной
связи. Следует отметить, что, помимо исследований ди-
намики дираковских электронов в твердотельных систе-
мах, можно изучать оптический аналог ZB в фотонных
кристаллах [11,12].
Несмотря на схожесть математического описания ZB

как в вакууме, так и в твердых телах, в кристаллах это
явление имеет иное происхождение. Так, в [13] показано,
что природа ZB обусловлена законом сохранения энер-
гии, обеспечивающим колебания скорости при движении
электрона в периодическом потенциале кристалла. Воз-
можность ZB теоретически исследовалась в [14,15] для
дираковского электрона в графене. Это явление учитыва-
ется при исследовании проводящих свойств дираковских
и полудираковских кристаллов [16]. Для теоретического
анализа основных особенностей ZB достаточно исполь-
зовать в качестве начального вектора состояния дельта-
образный в импульсном пространстве (p-пространстве)
волновой пакет [17]. Однако последний, ввиду своей пол-
ной делокализации в пространстве положений, вносит
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определенную трудность в практическую реализацию со-
ответствующих колебаний. Для получения результатов,
близких к возможным экспериментальным наблюдени-
ям, следует рассматривать пакеты конечной ширины, хо-
рошо локализованные как в импульсном пространстве,
так и в пространстве положений. С другой стороны,
осцилляции ZB для волнового пакета конечной ширины
являются затухающими, и время затухания напрямую
зависит от ширины пакета. Некоторые решения про-
блемы затухания ZB, основанные на особенностях взаи-
модействия дираковского электрона с высокочастотным
электромагнитным излучением, предложены в [17–20].
Одной из причин затухания ZB является разбега-

ние в реальном пространстве волновых субпакетов,
соответствующих разным знакам энергии электронов.
Поэтому, как обсуждалось в [21], уменьшение скорости
этого разбегания может увеличить время осцилляций
ZB. Линейный закон дисперсии (который является часто
используемой моделью для электрона в чистом графене)
не допускает такой возможности из-за постоянства ско-
рости Ферми. Однако если имеется дираковский мате-
риал с более сложным законом дисперсии, содержащий
долины в своей зонной структуре, то можно добить-
ся существенного уменьшения групповой скорости за
счет центрирования волновых пакетов в p-пространстве
вблизи минимумов (максимумов) дисперсионных линий.
В связи с этим для увеличения продолжительности
ZB имеет смысл использовать различные структуры
на основе дираковских кристаллов [21,22]. Среди них
особое внимание уделяется графеновым сверхрешеткам
(СР) [22–25], в которых за счет создания дополнительно-
го периодического потенциала удается контролировать
параметры зонной структуры и характеристики элек-
тронного переноса [26–32].
Отметим, что в реальных системах другой причи-

ной затухания ZB (наряду с указанной выше) могут
быть необратимые потери энергии носителей заряда
в процессе их рассеяния на неоднородностях решетки
(фононах, дефектах и т. д.). Характерное время затуха-
ния, связанного с такими диссипативными процессами,
имеет порядок среднего времени свободного пробега
носителя τ . Известной особенностью графена является
то, что при комнатных температурах электрон-фононное
взаимодействие в нем намного слабее, чем в 2D-
структурах на основе таких полупроводников, как GaAs
или InSb. Это приводит к высокой подвижности носи-
телей заряда. Так, для концентраций 1012 cm−2 подвиж-
ность электронов в графене имеет величину порядка
µ ∼ 105 cm2/(V·s) [33,34]. При этом длина свободного
пробега λ для рассеяния электронов на акустических
фононах в графене превышает 1µm [34]. Простая оценка
времени τ ∼ εFµ/eυ2

F ∼ λ/υF (εF — энергия, отвеча-
ющая уровню Ферми) дает значение порядка 103 fs.
Эта оценка подтверждается и строгими расчетами [35].
Время затухания ZB, связанного с разбеганием волно-
вых субпакетов, отвечающих различным знакам энергии,
может быть на несколько порядков меньше времени

диссипативного затухания и лежать в пределах от 10
до 100 fs [24,25,36,37]. Поэтому задача о преодолении
бездиссипативного затухания может оказаться перво-
очередной по отношению к проблеме влияния на ZB
диссипативных процессов.
Ниже показана возможность управления бездиссипа-

тивным затуханием ZB, а также структурой осцилляций
ZB в СР, помещенной в постоянное электрическое поле,
направленное вдоль оси СР на основе дираковского
кристалла. В частности, демонстрируется, что в режи-
ме блоховских осцилляций в СР колебания ZB при-
обретают форму биений. Отметим, что использование
постоянного поля вместо переменного, как это было в
работах [17–19], может существенно упростить задачу
о возможной экспериментальной проверке эффектов
восстановления ZB.

1. Увеличение продолжительности
zitterbewegung

СР на основе дираковских материалов, в частности,
СР, создаются в лабораторных условиях и широко изуча-
ются как теоретически, так и экспериментально [38–40].
К настоящему времени предложены различные механиз-
мы, позволяющие создать дополнительный периодиче-
ский потенциал для графена. Среди них можно указать
создание периодически модулированного в пространстве
электрического поля [27,41–43], использование подлож-
ки [26,44,45], наведение деформаций [43,46–48], хими-
ческое лигирование и гидрирование [49–51], травле-
ние и литография [39,52], разупорядочение [53] и т. д.
Свяжем с 2D-дираковским кристаллом плоскость xy .
Считаем, что вдоль направления Ox создан дополни-
тельный СР-потенциал с пространственным периодом d :
U(x + d) = U(x). Последний может быть сформирован
за счет периодически чередующихся потенциальных
барьеров, наведенных электростатическим полем так,
как это предлагалось в [27,42]. Состояния электрона
описываются спинором 9, компоненты которого отве-
чают двум различным псевдоспиновым состояниям. Рас-
смотрим состояния, отвечающие энергии ε и волновым
числам, близким к дираковской точке. В этом случае
гамильтониан системы можно записать в виде [27]:

Ĥ = υFσ̂ · p̂ + U(x),

где σ̂ = {σ̂x , σ̂y} — матрицы Паули, p̂ = −i~∇, υF —
скорость Ферми. Используя разложение компонентов
спинора 9 по блоховским функциям и приближение
сильной связи, можно показать, что в импульсном пред-
ставлении гамильтониан системы будет иметь вид [54]:

Ĥ(p) = 1 sin

(

px d

2~

)

σ̂x + υFpy σ̂y . (1)

Здесь σ̂x ,y,z — матрицы Паули, υF — скорость Ферми,
параметр 1 = 2~υF/d имеет смысл ширины минизоны
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проводимости. Отметим, что собственные значения га-
мильтониана (1) дают электронный спектр СР, который
получен в [27] в низкоэнергетическом приближении из
соответствующего дисперсионного уравнения. Послед-
нее записано в [27] для СР на основе бесщелевого
графена в рамках модели Кронига–Пенни для внешнего
периодического в координатном пространстве потенциа-
ла. В [28] аналогичный спектр получен в приближении
сильной связи для графена на периодически чередую-
щейся подложке. В работе [29] при изучении блоховских
осцилляций в графеновой наноленте с СР использовался
гамильтониан, аналогичный (1), но для одномерной
модели.
Если кристалл помещен в пространственно однород-

ное электрическое поле с векторным потенциалом A,
то соответствующие электронные состояния являются
решениями нестационарной задачи

i~
∂ψ

∂t
= Ĥ

(

p +
e

c
A

)

ψ, (2)

где ψ — спинор, описывающий электронные состояния в
минизоне проводимости. Считаем, что электрическое по-
ле является постоянным, а его вектор напряженности E

направлен вдоль оси СР: Ax = −cEt :

i~
∂ψ

∂t
= −1 sin

(

�Bt − θ

2

)

σ̂xψ +
~�

2
σ̂yψ. (3)

Здесь введены следующие обозначения: θ = px d/~.
~� = 2υFpy , �B = eEd/~ — блоховская частота. Далее
воспользуемся унитарным преобразованием ψ = Ŝ+χ с
оператором:

Ŝ = exp

(

i�t

2
σ̂z

)

· exp
(

− iπ

4
σ̂x

)

. (4)

После преобразований придем к уравнению для нового
спинора χ :

i~
∂χ

∂t
= −1 sin

(

�Bt − θ

2

)

exp(i�tσ̂z )σ̂xχ. (5)

Далее рассмотрим ситуацию, когда электрическое
поле таково, что выполняется неравенство:

|�B − 2�| ≪ �B, 2�. (6)

В этом случае, уравнение (5) удается решить в
рамках приближения вращающейся волны (rotating wave
approximation, RWA) [17]: в (5) следует оставить толь-
ко те слагаемые, которые содержат разности частот
(�B − 2�), и отбросить слагаемые, содержащие суммы
(�B + 2�). В результате приходим к приближенному
уравнению:

i~
∂χ

∂t
=
1

2
exp

(

i

2

(

(2�−�B)t + θ
)

σ̂z

)

σ̂yχ. (7)

Решением (7) является спинор:

χ(t) = exp

(

i

2

(

�− �B

2

)

tσ̂z

)

×
(

χ1 exp
( i

2
�Rt

)

+ χ2 exp
(

− i

2
�Rt

)

)

, (8)

где �R — частота Раби, равная

�R =

√

12

~2
+
(

�− �B

2

)2
, (9)

а независящие от времени спиноры χ1 и χ2 определяются
с помощью уравнений, вытекающих из начального усло-
вия: ψ(p, t = 0) = ψ2D(p) (ψ2D(p) — известный спинор).
В результате для спинора ψ(p, t) находим

ψ(p, t) =

{

exp

(

i�Rt

2

)

Ĝ+(p, t)

+ exp

(

− i�Rt

2

)

Ĝ−(p, t)

}

ψ2D(p), (10)

где введены следующие операторы:

Ĝ±(p, t) =
1
2

Ŝ+(t) exp

(

i

2

(

�− �B

2

)

tσ̂z

)

Û±(p)Ŝ(0),

(11)

Û±(p) = 1∓ 1

~�R
exp

(

iθ

2
σ̂z

)

σ̂y ∓
2�−�B

2�R
σ̂z . (12)

Исследуем временную зависимость для поперечной
по отношению к оси СР средней квантово-механической
скорости дираковского электрона υy = υF〈ψ|σy |ψ〉. Под-
становка (10) в соответствующую формулу дает:

υy = υF
∑

s ′,s=±

x
d2p

× exp

(

i(s − s ′)�Rt

2

)

ψ+
2D(p)Ĝ+

s ′(p, t)σ̂y Ĝs(p, t)ψ2D(p).

(13)
Для того чтобы электронная скорость была функцией

времени, необходимо, чтобы начальный спинор ψ2D(p)
являлся суперпозицией состояний, соответствующих по-
ложительной и отрицательной энергиям частицы. Для
этого выберем структуру начального спинора, чаще
всего рассматриваемую в теоретических работах и име-
ющую профиль гауссовского волнового пакета (Gaussian
wave packet, GWP) [4,13,17,21]:

ψ2D(p) =
b√
π~

× exp

(

− b2

2~2

(

(px − p0x)
2 + (py − p0y)

2
)

)(

1
0

)

. (14)

Здесь b — эффективная ширина GWP в одном из
направлений. Ансамбль электронов в одинаковых на-
чальных псевдоспиновых состояниях (14) может быть
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инициализирован циркулярно поляризованными пико-
секундными лазерными импульсами, аналогично тому,
что было сделано в [10] для системы спиновых со-
стояний в деформированном n-InGaAs. Теоретическая
основа такой экспериментальной возможности на плат-
форме углеродных наноструктур и дираковских систем
приведена в работах [55,56], где также представлен
набор оптимальных параметров для наблюдения ZB в
лабораторных условиях. Выбор спинора в виде (14)
обусловлен тем, что, во-первых, GWP демонстрирует
минимальную неопределенность положения частицы и
ее импульса. Во-вторых, как указано в [57], задание
начального состояния в виде (14) охватывает большин-
ство случаев, представляющих практический интерес,
поскольку любой волновой пакет может быть аппрок-
симирован суперпозицией конечного числа GWP. После
подстановки (14) в (13) и вычисления интегралов по px

находим

υy = − υFb1√
π~2

exp

(

− d2

16b2

)

sin

(

p0x d

2~

)

+∞
∫

−∞

d py

× exp

(

−b2

~2
(py − p0y)

2

)

sin(�Rt)

�R
+

υFb1

2
√
π~2

× exp

(

− d2

16b2

)

cos

(

p0x d

2~

)

+∞
∫

−∞

d py

× exp

(

−b2

~2
(py − p0y)

2

)

�B − 2�

�2
R

sin2
(

�Rt)

2

)

. (15)

Примененное выше приближение не позволяет рас-
сматривать начальное состояние вблизи дна минизо-
ны СР (p0x = 0). В противном случае, согласно (15),
υy ∝ (�R − 2�) и скорость стремится к нулю при
�R → 2�. В этом случае в (5) необходимо оставлять
слагаемые, содержащие суммы частот (�R + 2�), в то
время как такие слагаемые отброшены при получении
формулы (15). Таким образом, чтобы не нарушить
условия RWA, необходимо рассматривать начальные
состояния вдали от дна минизоны. В [22] показано,
что продолжительность ZB в графеновой СР суще-
ственно возрастает, если GWP центрировать у потолка
минизоны. В связи с этим имеет смысл рассмотреть
состояния с начальным импульсом, равным p0x = π~/d .
Тогда вместо (15) следует записать:

υy = − υFb1√
π~2

exp

(

− d2

16b2

)

+∞
∫

−∞

d py

× exp

(

−b2

~2
(py − p0y)

2

)

sin(�Rt)

�R
. (16)

Из (11) нетрудно увидеть, что зависимость ча-
стоты Раби от квазиимпульса py достигает миниму-
ма при достижении параметром �, имеющим смысл

частоты ZB для безмассового дираковского электро-
на, своего резонансного значения: � = �B/2. Послед-
нее соответствует резонансному значению квазиим-
пульса, равному py = pres ≡ eEd/4υF. Для стандартно-
го значения квазиимпульса p0y ∼ ~ · 1.0µm−1, соответ-
ствующего центру GWP [17], параметр � составля-
ет � ∼ 2 THz. Таким образом, согласно условию (6),
|�−�B/2| ≪ 2THz. С другой стороны, оценка ширины
минизоны проводимости для структуры с СР составляет
1 = 2~υF/d ∼ 20meV, что согласуется с типичными зна-
чениями для гарфеновых СР [29,42]. Тогда для параметра
�0 = 1/~, фигурирующего в формуле (9) для частоты
Раби, получим значение �0 ∼ 30THz, что на порядок
выше �. Проведенная численная оценка позволяет оста-
вить для частоты Раби (9) квадратичные по величине
|�−�B/2| слагаемые. Таким образом, зависимость ча-
стоты Раби от квазиимпульса py в окрестности резонанс-
ного значения pres имеет вид �R = �0 + α(py − pres)

2,
где α = 2υ2

F/~1.
Далее центрируем GWP так, чтобы его максимум

приходился на резонансное значение квазиимпульса:
p0y = pres. Если GWP выбрать настолько узким в p-
пространстве, что можно было бы пренебречь вкладами
импульсов py , далекими от значения pres, то частоту
Раби, входящую в интеграл (16), можно заменить указан-
ным выше квадратичным приближением. Последующие
вычисления дают

υy = −υFb√
2
exp

(

− d2

16b2

)

(

√

b2 +
√

b4 + ~4α2t2

b4 + ~4α2t2

× sin�0t +

√

−b2 +
√

b4 + ~4α2t2

b4 + ~4α2t2
cos�0t

)

. (17)

Если принять во внимание типичные значения геомет-
рических параметров b ∼ 1µm, d ∼ 0.05µm [17,29,42],
то показатель экспоненты, фигурирующей в (17), близок
к нулю. Как следствие, экспонента в (17) может быть
опущена. Спустя длительное время (t ≫ b2/~2α), имеем

υy = −b

√

�0

2t
sin
(

�0t +
π

4

)

. (18)

Согласно (18), затухание ZB происходит не по экспо-
ненциальному закону, как в случае безмассового дира-
ковского электрона, а гораздо медленнее: υx ,max ∝ t−1/2 .
Это обстоятельство должно способствовать увеличению
длительности ZB и, как следствие, упрощению его
экспериментального наблюдения.
Как известно, внешняя постоянная сила, вызванная

действием электрического поля с напряженностью E

на электрон, находящийся в периодическом потенциале,
приводит к блоховским осцилляциям носителя заряда с
частотой �B. Заметим, что за данные осцилляции отве-
чает первое слагаемое гамильтониана, фигурирующего
в правой части уравнения (3). Согласно этому слагае-
мому, гамильтониан системы является нестационарным,
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и в условиях блоховских осцилляций принимает такой
вид, как если бы на электрон действовало некоторое
эффективное силовое поле, периодически меняющееся
во времени с блоховской частотой. В этом случае можно
говорить о квазиэнергии, которая, согласно (8), равна
ε̃ = ±(1/2)~�R . Из (8) видно, что искомое состояние
системы представляет собой суперпозицию состояний,
отвечающих различным знакам квазиэнергии. Следо-
вательно, волновые субпакеты должны разбегаться со
скоростью, равной групповой скорости ∂ε̃/∂ py , приво-
дя к экспоненциальному затуханию ZB. Однако если
центрировать GWP в точке минимума/максимума квази-
энергии, т. е. положить poy = pres, то групповая скорость
субпакетов окажется равной нулю. Тем не мене, как это
видно из (18), затухание ZB сохраняется. Однако оно
имеет другой характер и природу, отличную от той, что
у безмассового дираковского электрона. Очевидно, что
затухание ZB в этом случае связано не с разбеганием
волновых субпакетов в пространстве, а с их делокали-
зацией (расплыванием во времени), что характерно для
квантовых частиц с квадратичным законом дисперсии.

2. Эффект восстановления ZB

Покажем здесь, что при определенных условиях в
СР на основе дираковского кристалла, помещенного
в продольное постоянное электрическое поле, возмо-
жен эффект восстановления осцилляций ZB. Снача-
ла обсудим качественную сторону такой возможности.
На рис. 1, a сплошными линиями представлен график
закона дисперсии ε(px ) носителя заряда в минизоне
СР. Синяя и красная линии изображают состояния с
положительными и отрицательными энергиями соответ-
ственно. Согласно уравнениям движения, постоянное
однородное электрическое поле приводит к линейному
росту со временем продольной компоненты px квазиим-
пульса электрона. Групповая скорость волнового пакета
при этом меняется периодически, обеспечивая тем са-
мым так называемые блоховские колебания электрона
в минизоне проводимости [29]. Выясним, как будут
вести себя волновые субпакеты, отвечающие различным
знакам энергии, в течение одного периода блоховских
осцилляций. Для простоты считаем, что начальное со-
стояние сформировано в дираковской точке K, причем
поперечная компонента квазиимпульса остается равной
нулю (py = 0) на протяжении всего времени движения.
В состоянии K (θ0 = p0x d/~ = 0) субпакеты совпадают
по своему положению. Однако их групповые скорости
направлены в противоположные стороны, что приводит
уменьшению с течением времени перекрытия субпаке-
тов и, как следствие, к затуханию ZB. С увеличением
значения компоненты px состояние системы перемеща-
ется по дисперсионной линии из точки K в точку A,
отвечающую границе зоны Бриллюэна. При этом абсо-
лютное значение групповой скорости субпакета непре-
рывно уменьшается (штриховая линия на рис. 1, a).

ε 0

0 π 2π
θ

K

A

K'

1

2

a

12 12 2 1

0

0.5

–0.5

–1.0

/
y

F

0 1 2 3 4 5 6 7

ν t

b

Рис. 1. К объяснению эффекта восстановления ZB: a — дис-
персионные линии (сплошные линии) и направления движения
волновых субпакетов, K и K′ — дираковские точки, A —
граница зоны Бриллюэна, синяя линия 1 и красная линия 2

изображают состояния с положительными и отрицательными
энергиями соответственно, штриховая линия отвечает груп-
повой скорости субпакета с положительной энергией; b —
зависимость электронной скорости от времени для пакета
конечной ширины, b = 0.5 µm, E = 30 kV/m.

Когда значение параметра θ = px d/~ достигнет границы
зоны Бриллюэна (θ = π), групповая скорость субпакетов
обратится в нуль, и их разбегание прекратится. Дальней-
шее возрастание значения квазиимпульса px приведет к
смене знака групповой скорости субпакетов (известное
как брэгговское отражение от границы минизоны) и,
как следствие, к их сближению (направление движения
волновых субпакетов изображено на рис. 1, a под схемой
дисперсионных линий). В этой связи следует ожидать,
что затухание ZB сменится его восстановлением. Со-
гласно сказанному, полное восстановление амплитуды
ZB должно произойти спустя время, в течение которого
состояние переместится в дираковскую точку K′ (экви-
валентную K), т. е. за время, равное периоду блоховских
колебаний. После этого процесс повторится. Таким об-
разом, описанные осцилляции в целом должны иметь
вид биений, частота огибающей которых равна �B. При
этом следует учесть, что данные биения себя проявят,
если за период блоховских осцилляций произойдет как
значительное число полных колебаний ZB, так и их
заметное затухание. То есть в рассматриваемой ситуации
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блоховская частота �B должна существенно отличаться
от частоты ZB, что приведет к нарушению условия (6).
Следовательно, для соответствующего количественного
расчета приближение RWA уже неприменимо.
Проведем теперь количественный анализ описанного

выше процесса. Запишем решение уравнения (3) в
следующем виде:

ψ(p, t) = T̂ exp

(

− i

~

t
∫

0

dtĤ(px − eEt, py )

)

ψ1D(p), (19)

где T̂ — оператор хронологического упорядочения,
ψ1D(p) — спинор, описывающий начальное состояние
дираковского электрона. Будем считать, что последний
делокализован в поперечном по отношению к оси СР
направлении. В продольном же направлении начальный
волновой пакет ψ1D(p) имеет гауссовский профиль ши-
риной b, причем центрирован он так, чтобы поперечная
компонента импульса оставалась равной нулю (p0y = 0):

ψ1D(p) =
1
~

lim
b1→∞

√

b1b

π

× exp

(

− 1
2~2

(

b2(px − p0x)
2 + b2

1p2
y

)

)(

1
0

)

. (20)

После подстановки (19) и (20) в формулу для попе-
речной по отношению к оси СР компоненты скорости
электрона и совершения предельного перехода b1 → ∞,
получаем

υy =
2υFb√
πd

+∞
∫

−∞

sin

(

41
~�B

(

cos

(

�Bt

2
−ξ
)

− cos ξ

)

)

× exp

(

−4b2

d2
(ξ − q)2

)

dξ. (21)

Представим (21) в виде ряда. Для этого используем
стандартное разложение [58,59]:

sin(β sin γ) = 2
∞
∑

n=0

J2n+1(β) sin(2n + 1)γ, (22)

где Jn(β) — функция Бесселя n-го порядка. Чтобы
воспользоваться (22), приведем сначала формулу (21)
к виду

υy =
2υFb√
πd

+∞
∫

−∞

sin

(

81
~�B

sin

(

�Bt

4

)

× sin

(

ξ − �Rt

4

))

exp

(

−4b2

d2
(ξ − q)2

)

dξ. (23)

Применим для синуса подынтегральной функции (23)
разложение (22), сделав при этом в (22) замены:

β → (81/~�B) sin(�Bt/4), γ → ξ −�Bt/4. В результате
придем к выражению

υy =
4υFb√
πd

∞
∑

n=0

J2n+1

(

81
~�B

sin
�Bt

4

)

×
+∞
∫

−∞

sin

(

(2n + 1)
(

ξ − �Bt

4

)

)

exp

(

−4b2

d2
(ξ − q)2

)

dξ.

(24)
Взяв в (24) интеграл по переменной ξ , запишем

υy = 2υF

∞
∑

n=0

exp

(

− (2n + 1)2d2

16b2

)

× J2n+1

(

81
~�B

sin
(�Bt

4

)

)

sin

(

(2n + 1)
(

q − �Bt

4

)

)

.

(25)

Здесь q = p0x d/2~. В пределе �B → 0 результат (25)
переходит в соответствующую формулу [22]. Действи-
тельно, зависимость скорости υF от времени, постро-
енная по формуле (22) для p0x = 0 и показанная на
рис. 1, b (ν = υF/b), представляет собой биения. Графики
здесь построены для следующих типичных значений па-
раметров [17,29]: b = 0.5µm, d = 0.05µm, E = 30 kV/m.
Временна́я зависимость, показанная на рис. 1, b, де-
монстрирует следующее. Во-первых, в процессе удале-
ния/сближения волновых пакетов происходит периоди-
ческое изменение не только амплитуды осцилляций ZB,
но и их частоты: при приближении центров субпакетов
к дираковской точке частота ZB уменьшается, а при
удалении от нее — увеличивается. Во-вторых, времена,
в течение которых амплитуда и частота ZB достигают
начальных значений, совпадают, и равны периоду бло-
ховских осцилляций.
На рис. 2 приведены временные зависимости, постро-

енные для различных значений начального квазиимпуль-
са p0x и напряженности электрического поля. Видно,
что при p0x 6= 0 по-прежнему осцилляции поперечной
компоненты скорости электрона представляют собой
биения, в которых затухание колебаний ZB сменяет-
ся их восстановлением, и наоборот. Однако структура
этих биений несколько сложнее биений в случае, когда
p0x = 0. Для графика на рис. 2, a, построенного для
θ0 = p0x d/~ < π, характерен временной участок M1M2,
на котором происходит

”
двойное восстановление“ ZB,

причем моменты времени на этом интервале, отвеча-
ющие максимуму амплитуды, сближаются при θ0 → π.
Если начальный волновой пакет центрирован на гра-
нице зоны Бриллюэна (θ0 = π, рис. 2, b), то эффект

”
двойного восстановления“ уже отсутствует, однако за-
тухание происходит медленнее, чем в случае θ0 = 0.
Это свидетельствует о том, что начальные групповые
скорости субпакетов, отвечающих различным знакам
энергии, равны нулю, и субпакеты относительно долгое
время максимально перекрывают друг друга.
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Рис. 2. Зависимость поперечной компоненты скорости элек-
трона от времени, d = 0.08 µm, b = 0.5 µm, ν = υF/b; a —
θ0 = π/3, E = 15 kV/m, b — θ0 = π, E = 30 kV/m.

Стоит обратить внимание на следующую особенность
в поведении осцилляций ZB в СР при p0x 6= 0. Для
большей наглядности будем считать, что начальный вол-
новой пакет центрирован на границе зоны Бриллюэна
(точка A, θ0 = π). Из рис. 2, b видно, что затухание ZB
на временном отрезке AA′ изначально сопровождается
уменьшением частоты ZB (участок AK), что свидетель-
ствует о приближении состояния к дираковской точке K.
После ее прохождения частота ZB начинает возрастать,
что соответствует удалению центра волнового пакета
от дираковской точки. Однако несмотря на смену знака
производной ∂ε/∂ px при прохождении точки K, коле-
бания ZB продолжают затухать вплоть до достижения
центра пакета противоположной границы зоны Брил-
люэна (участок KA′). Это говорит о продолжающемся
удалении волновых субпакетов друг от друга. Дело
в том, что, согласно общей теории [1,2], при пере-
ходе через дираковскую точку происходит изменение
состояния дираковского электрона таким образом, что
фазы волновых функций меняются на противоположные.
Как следствие, субпакет, отвечавший до перехода через
точку K за положительную энергию, после перехода
через эту точку начинает отвечать уже за отрицательную
энергию и наоборот. Таким образом, наблюдение на
эксперименте участка KA′ с минимальной амплитудой и
максимальной частотой ZB при θ0 = π может выступать
в качестве косвенного доказательства того, что при
переходе через дираковскую точку волновые функции
дираковского электрона приобретают дополнительный
фазовый сдвиг, известный как фаза Берри.

Заключение

Предложена теория управления длительностью коле-
баний ZB в СР на основе 2D-дираковского кристалла за
счет электрического поля, приложенного вдоль оси СР.
Постоянное электрическое поле, как известно, приводит
к так называемым блоховским колебаниям электрона
в минизоне проводимости. Математически за данные
колебания отвечает периодическое во времени слага-
емое гамильтониана, фигурирующего в правой части
уравнения (3). При соблюдении условия резонанса (6)
данное слагаемое обеспечивает формирование долины
в квазиэнергетическом спектре. В этом случае зату-
хание ZB можно преодолеть за счет центрирования
GWP таким образом, чтобы его максимум совпадал с
центром квазиэнергетической долины. Последнее при-
водит к равенству нулю групповой скорости волновых
субпакетов, отвечающих разным знакам энергии. Как
следствие, это устраняет разбегание субпакетов, являю-
щееся основной причиной затухания ZB. Тем не менее,
согласно (18), затухание ZB остается, но происходит
уже не по экспоненциальному закону, как в случае
безмассового дираковского электрона, а гораздо мед-
леннее: υx ,max ∝ t−1/2 . Последнее характерно для доста-
точно узких в p-пространстве GWP, центрированных в
точке минимума/максимума дисперсионной линии [20].
Это обстоятельство должно способствовать увеличению
длительности ZB и, как следствие, упрощению его
экспериментального наблюдения.
В случае, когда за период блоховских колебаний про-

исходит значительное число осцилляций ZB, возможно
периодическое восстановление амплитуды ZB так, что
последний приобретает форму биений, частота огиба-
ющей которой напрямую зависит от напряженности
продольного электрического поля. Возрастание ампли-
туды ZB объясняется периодическим приближением в
p-пространстве состояния электрона к границе минизо-
ны проводимости. Это обеспечивает снижение до нуля
групповой скорости субпакетов и последующую смену
направления их движения, известное как брэгговское
отражение. Это приводит к тому, что уменьшение пе-
рекрытия волновых субпакетов сменяется его увеличе-
нием. Как следствие, амплитуда ZB восстанавливается.
Наличие во временной зависимости осцилляций ZB

участков с пониженной амплитудой и повышенной
частотой, наступающих после прохождения волновых
субпакетов в p-пространстве через дираковскую точку,
свидетельствует об изменении фазы волновых функций
на величину, известную как фаза Берри. Таким образом,
наблюдение указанных временных интервалов может
стать основой для экспериментального обнаружения фа-
зовых изменений в состояниях дираковских электронов.
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