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Введение

Графен на протяжении десятилетий остается в фокусе

активных исследований благодаря своим исключитель-

ным свойствам [1,2]. Его гексагональная кристалличе-

ская структура и симметрия приводят к уникальному

низкоэнергетическому спектру, в котором электроны

вблизи дираковских точек ведут себя как безмассовые

фермионы, подчиняясь линейному закону дисперсии

ε(p) = vF

√

(p(1))2 + (p(2))2, (1)

где vF = 106 m/s — фермиевская скорость, а

p =
(

p(1), p(2)
)

— компоненты двумерного импульса.

Это свойство позволяет экспериментально проверять

модель при энергиях, значительно более низких, чем

требуемые в квантовой электродинамике. Под действи-

ем внешнего электрического поля возникают несколь-

ко удивительных квантовых вакуумных эффектов. На-

пример, туннелирование Ландау–Зинера проявляется

в нелинейных вольт-амперных характеристиках, давая

представление о механизме электронного транспорта.

Кроме этого, можно изучать электромагнитный отклик

или детектировать излучение, испускаемое однослойным

графеном под действием внешнего лазерного поля.

Современное состояние исследований в области нели-

нейной динамики графена характеризуется активным

развитием как экспериментальных, так и теоретических

подходов. В работах [3–5] продемонстрирована воз-

можность генерации высоких гармоник и нелинейного

отклика в графене под действием сильных лазерных

импульсов терагерцового диапазона. Параллельно раз-

виваются усовершенствованные теоретические модели,

учитывающие релаксационные процессы [6] и межэлек-

тронное взаимодействие [7] в условиях сильных полей.

Особый интерес представляют недавние исследования

квантовых транспортных явлений [8].

В последующем анализе мы используем непертур-

бативный кинетический формализм для исследования

плазменных токов в графене и соответствующего ква-

зиклассического излучения. Кроме того, мы исследуем

случай квантового излучения, генерируемого при вза-

имодействии зарядов с внешним полем, с фокусиров-

кой исключительно на канале аннигиляции в интеграле

столкновений.

1. Кинетическое уравнение в графене

Для простоты рассмотрим графен, находящий-

ся во внешнем линейно-поляризованном однород-

ном поле с однокомпонентным вектор-потенциалом

Aµ = (0, 0, A(2)(t) = A(t), 0) в гамильтоновой калибров-

ке A(0) = 0. Тогда основное кинетическое уравнение

немарковского типа может быть записано в интегро-

дифференциальной форме [9–12]:

ḟ (p, t) =
1

2
λ(p, t)

∫ t

t0

λ(p, t′)[1− 2 f (p, t′)] cos θ(p; t, t′)dt′

(2)
или как эквивалентная система обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений

ḟ (p, t) =
1

2
λ(p, t)u(p, t),

u̇(p, t) = λ(p, t) [1− 2 f (p, t)] −
2ε(p, t)

~
ν(p, t),

ν̇(p, t) =
2ε(p, t)

~
u(p, t). (3)
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Здесь мы вводим функцию распределения носителей

f (p, t), которая подчиняется условию электронейтраль-

ности f (p, t) = f e(p, t) = f h(−p, t). Дополнительно, для
случая графена, мы определяем амплитуду перехода

λ(p, t) =
ev2FE(t)p⊥

ε2(p, t)
(4)

и фазу

θ(p; t, t′) =
2

~

∫ t

t′
dt′′ε(p, t′′), (5)

где E(t) = − 1
c
Ȧ(t) — напряженность поля,

ε(p, t) = vF

√

p2
⊥ + P2

‖(t) — квазиэнергия,

P‖(t) = p(2) − e
c
A(t) — квазиимпульс вдоль направле-

ния поля, p⊥ = p(1) — перпендикулярная компонента,

e < 0 — заряд электрона. Здесь также вводятся вспомо-

гательные функции, характеризующие поляризационные

эффекты в системе

u(p, t) =

∫ t

t0

λ(p, t′)[1− 2 f (p, t′)] cos θ(p; t, t′)dt′, (6)

v(p, t) =

∫ t

t0

λ(p, t′)[1− 2 f (p, t′)] sin θ(p; t, t′)dt′. (7)

При начальном условии f (p, t0) = u(p, t0) = v(p, t0) = 0

мы определяем интеграл движения

(1− 2 f )2 + u2 + v2 = 1. (8)

Функции, обсуждаемые выше и полученные путем

аналитического или численного решения системы, не

являются непосредственно наблюдаемыми эксперимен-

тальными величинами. Чтобы установить связь с наблю-

даемыми величинами, мы должны рассмотреть макро-

скопические наблюдаемые, такие как плотность частиц,

токи и энергетические характеристики излучения. В ка-

честве первого шага определим плотность числа пар

квазичастиц как

n(t) =
N f

(2π~)2

∫

f (p, t)dp, (9)

где N f = 4 соответствует числу типов (
”
ароматов“)

квазичастиц в графене.

Следуя стандартным определениям, введем плотность

тока [13]:

jk(t) = −
δH(t)

δAk(t)
. (10)

Вывод из низкоэнергетического гамильтониана

H(t) = vF

∫

ψ†(x, t)P̂σψ(x, t)dx (11)

дает следующее выражение:

jk(t) = N f evF

∫

ψ†(x, t)σkψ(x, t)dx (12)

где σk — матрицы Паули (k = 1, 2). Этот ток может

быть выражен как сумма тока проводимости

jcond
⊥ (t) =

N f ev2F
(2π~)2

∫

2 f (p, t)p⊥

ε(p, t)
dp,

jcond
‖ (t) =

N f ev2F
(2π~)2

∫

2 f (p, t)P‖(t)

ε(p, t)
dp, (13)

и тока поляризации

j
pol

⊥ (t) = −
N f ev2F
(2π~)2

∫

u(p, t)P‖(t)

ε(p, t)
dp,

j
pol

‖ (t) =
N f ev2F
(2π~)2

∫

u(p, t)p⊥

ε(p, t)
dp. (14)

В контексте физики конденсированного состояния эти

вклады традиционно называются внутризонным и меж-

зонным токами соответственно. Выражение, связанное

с проводимостью, соответствует переносу заряда носи-

телями внутри отдельных дираковских конусов (зона
проводимости или валентная зона), тогда как поляриза-

ционное представляет квантовую интерференцию между

этими состояниями, проявляющуюся как дрожащее дви-

жение (Zitterbewegung). Фактически, корректная форма

тока проводимости включает множитель (1− 2 f (p, t))
в числителе, но постоянное слагаемое обращается в

нуль при интегрировании по зоне Бриллюэна с учетом

полной гексагональной решетки графена [14].
Заметим, что компоненты токов (13), (14), перпенди-

кулярные внешнему электрическому полю, отсутствуют:

jcond
⊥ = j

pol

⊥ = 0. Это обусловлено тем, что подынте-

гральные функции в jcond
⊥ и j

pol

⊥ являются нечетными

функциями поперечного импульса p⊥, а интеграл по

p⊥ мы берем в симметричных пределах. Нечетность

подынтегральных функций — в частности, нечетность

u(p⊥) и p⊥ f (p⊥), — может быть доказана на основе

кинетических уравнений (3) с учетом четности квази-

энергии ε (1) и нечетности амплитуды переходов λ (4)
как функций поперечного импульса p⊥.

Внешний t-ступенчатый импульс генерирует опреде-

ленное число квазичастиц с асимметричным распреде-

лением в импульсном пространстве (рис. 1). Движение
этих заряженных квазичастиц устанавливает сложную

картину поверхностных токов. Эти поверхностные токи

плазмы, в свою очередь, служат источниками квазиклас-

сического излучения, которое распространяется наружу

по обе стороны от плоскости графена.

2. Плазменный ток и квантовый
транспорт

Рассматривая графен как бесконечно тонкий слой и,

следуя подходу работы [15], мы моделируем электромаг-

нитное поле, генерируемое его поверхностными токами.

Тогда для поверхностного тока, зависящего от времени

и текущего, например, вдоль оси y , j(t) = j(t)ey , мы
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Рис. 1. Функция распределения под действием t-

ступенчатого импульса умеренной амплитуды и длительности

(E0 = 10−3Eg = 109kV/cm, T = 100tg = 24.6 · 10−15s

=⇒ η = 10) в out-состоянии (t = +T/2), без учета обратной

реакции, pg = ~/a — графеновый импульс, a = 2.46A —

постоянная решетки графена.

получаем следующее выражение для вектор-потенциала

на расстоянии z от плоскости:

AQCR(z , t) = ey AQCR(z , t) = ey

2π

c

∫ ∞

z

j

(

t −
ρ

c

)

dρ,

(15)

где ρ =
√

x2 + y2 + z 2. Напряженности электрического

и магнитного полей квазиклассического излучения рав-

ны

EQCR (τ ) = −ey

1

c

∂AQCR

∂t
= −ey

2π

c
j (τ ) ,

BQCR (z , t) = −ex

∂AQCR

∂z
= ex

2π

c
j (τ ) sign(z ), (16)

где τ = t − ρ/c — запаздывающее время. Вектор Пойн-

тинга излучения равен

SQCR(z , t) =
c

4π
EQCR(τ ) × BQCR(z , t)

=ez

c

4π
EQCR(τ )BQCR(z , t),

(17)

так что энергия квазиклассического излучения в единицу

времени, проходящая через единицу площади на высоте

z над слоем графена, равна

|SQCR(z , t)| =
π

c
j2(τ ). (18)

Как видно из рис. 2, квазиклассическое электрическое

поле остается отличным от нуля даже после выключения

внешнего поля (t ≫ T ), что приводит к неограничен-

ному росту излученной энергии (
∫

|S|dt) и тем самым

выявляет фундаментальное ограничение модели. Чтобы

устранить этот недостаток, мы должны включить в

рассмотрение эффекты обратной реакции.

Тем не менее даже эта численная модель дает ценное

представление о взаимосвязи между поверхностными

токами и параметрами внешнего поля. Следовательно,

она предлагает предварительное понимание квантово-

го транспорта в графеновых структурах, требуя при

Рис. 2. Эволюция напряженности электрических

полей под действием t-ступенчатого импульса с

амплитудой E0 = 10−3Eg = 109kV/cm и длительностью

T = 100tg = 24.6 · 10−15s, без учета обратной реакции.

Сплошная линия — квазиклассическое излучение EQCR в

плоскости графена (z = 0); штриховая линия — внешнее поле

(t-ступенчатый импульс).

этом знания лишь самого фундаментального свойства

его низкоэнергетической модели — линейного закона

дисперсии. Следуя работе [16], мы вводим безразмерный

параметр η, характеризующий
”
интенсивность“ поля и

определяющий режим переноса зарядов.

η

2π
=

E0

Eg

(

T

tg

)2

, (19)

где введены графеновые единицы: напряженность

Eg = ~vF/(|e|a
2) = 1.089 · 108V/cm, время tg = a/vF =

= 2.46 · 10−16s, и a = 2.46A обозначает постоянную

решетки графена.

Численные результаты на рис. 3 выявляют два ха-

рактерных режима транспорта. В пределе слабого поля

η ≪ 1 система описывается линейной теорией отклика

Кубо [2] и демонстрирует выполнение закона Ома,

причем доминирует поляризационный ток. В противопо-

ложность этому, режим сильного поля η ≫ 1 показывает

нелинейную зависимость E3/2. Она является результа-

том интенсивного рождения квазичастиц посредством

механизма Швингера, что приводит к доминированию

тока проводимости над поляризационным током и обес-

печивает нелинейный механизм транспорта. Временная

динамика системы управляется переходами Ландау–
Зинера, в которых процессы межзонного туннелирова-

ния подавляются в пользу внутризонной проводимости

по мере увеличения напряженности электрического по-

ля. В предыдущих исследованиях, изучавших аналогич-

ные эффекты полей в графене [14,16,17] и механизм

Журнал технической физики, 2026, том 96, вып. 5
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Рис. 3.
”
Вольт-амперная характеристика“ — амплитуда плот-

ности тока, как функция амплитуды t-ступенчатого импуль-

са при T = 4 · 103tg = 10−12s, с учетом обратной реакции.

Штрих — ток проводимости max
t
| jcond(t)|; пунктир — поля-

ризационный ток max
t
| j pol(t)|; сплошная линия — полный ток

max
t
| jcond(t) + j pol(t)|.

Киббла–Цурека [18,19], был получен аналогичный тип

зависимости ∼ tE3/2 .

3. Квазиклассическое излучение

Для последующего анализа мы принимаем два клю-

чевых упрощающих приближения [20]. Во-первых, мы

используем приближение низкой плотности, которое

соответствует условию f (p, t) ≪ 1 в правой части ки-

нетического уравнения (2). Это соответствует случаю

низкой продукции квазичастиц. В результате получаем

функцию распределения в виде

f (LD)(p, t) =
1

4

∣

∣

∣
λ̂(p, t)

∣

∣

∣

2

, (20)

где

λ̂(p, t) =

∫ t

t0

dt′λ(p, t′) exp

[

−i
2

~

∫ t

t′
dt′′ε(p, t′′)

]

. (21)

Формулы (20), (21) справедливы для квазиэнергии

ε(p, t) и амплитуды переходов λ(p, t) любого вида

(например, линейной или нелинейной по импульсу).
Главное — чтобы выполнялось f (LD) ≪ 1.

Второе упрощение — это приближение слабого поля:
∣

∣

∣

e

c
A(t)

∣

∣

∣
≪ |p|, ∀t. (22)

Оно упрощает квазиэнергию и амплитуду переходов:

ε(p, t) → ε(0)(p) = vF |p|, (23)

λ(p, t) → λ(0)(p, t) =
ev2F p⊥

[ε(0)(p)]2
E(t) =

e sinϕ

p
E(t), (24)

где ϕ — угол между p и E (оба вектора — в плоскости

графена).
Комбинируя два приближения, получаем

f (LD,0)(p, t) =

∣

∣

∣

∣

ev2F p⊥

2ε(0)(p)
Ẽ(ν, t)

∣

∣

∣

∣

2

ν=ε(0)/π~

, (25)

где

Ẽ(ν, t) =

∫ t

t0

dt′E(t′) exp(−2πiνt′) (26)

является оконным преобразованием Фурье (WFT) или

кратковременным преобразованием Фурье (STFT).
Энергетическая плотность электрон-дырочной плазмы

равна

E
(LD,0)(t) =

2N f

(2π~)2

∫

ε(0)(p) f (LD,0)(p, t)dp. (27)

Подставим сюда функцию распределения (24), перейдем
в полярную систему

”
координат“ (|p|, ϕ), проинтегриру-

ем по азимуту ϕ. В результате

E
(LD,0)(t) =

e2

2~

∫ ∞

0

dν
∣

∣Ẽ(ν, t)
∣

∣

2
. (28)

Используя поток энергии электромагнитной волны,

можно переписать энергетическую плотность с помо-

щью вектора Пойнтинга (17) как

E
(LD,0)(t) =

πe2

~c

∫ t

−∞

|S(t′)| dt′. (29)

Эта аналитическая оценка показывает, что только

π/137 ∼ 2.2% падающей электромагнитной энергии по-

глощается графеном. Это находится в превосходном

соответствии с экспериментальными данными по опти-

ческой прозрачности монослоя графена [21]. Числен-

ные результаты компьютерного моделирования квази-

классического излучения под действием t-ступенчатого

импульса показаны на рис. 4.

4. Квантовое излучение

Взаимодействие электрон-дырочной плазмы (ЭДП) с

полем фотонов генерирует квантовое излучение. Со-

ответствующие кинетические уравнения для ЭДП и

фотонной подсистемы в графене были получены в

работе [11] с использованием динамического подхода,

аналогичного кинетической теории электрон-позитрон-

фотонных плазмы в сильных внешних полях [22]. Ниже
мы ограничим наш анализ аннигиляционным каналом в

фотонном интеграле столкновений, пренебрегая обрат-

ной реакцией рождения электрон-дырочных пар посред-

ством поглощения фотонов.
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Рис. 4. Эволюция интенсивностей под действием

t−ступенчатого импульса (с параметрами, как на рис. 1, 2) без

учета обратной реакции. Сплошная линия — интенсивность

квазиклассического излучения |SQCR |; штрих — поверхностная

плотность мощности квазичастиц Ėeh, домноженная

(для сопоставления) на πα/4 ≈ 5.7 · 10−3; пунктир —

интенсивность внешнего поля |Sext |, домноженная на

(πα/2)2 ≈ 1.3 · 10−4 . Почти всюду на графике (кроме
t ≥ T/2 = 12.3 · 10−15s, где внешнее поле уже выключено)
оказывается выполнено: |SQCR | ≪ Ėeh ≪ |Sext |.

Соответствующая система обыкновенных дифферен-

циальных уравнений принимает следующий вид:

Ḟ(K, t) = 3(K)

∫

d2p

(2π~)2
U(p,K, t),

U̇(p,K, t) = [ f (p, t) + f (p + K, t) − 1] F(K, t)

+ f (p, t) f (p + K, t)

−
1

~
[ε(p, τ ) + ε(p + K, t) − cK]V (p,K, t),

V̇ (p,K, t) =
1

~
[ε(p, t) + ε(p + K, t) − cK]U(p,K, t),

(30)
где K = (k, k(3)) обозначает трехмерный импульс фотона

(где k представляет компоненты в плоскости, а k(3) —

компоненту, нормальную к плоскости графена), K = |K|,
и амплитуда

3(K) =
(evF)2

cKd
, (31)

где d = a = 2.46 A — толщина слоя графена.

Согласно определению функции распределения фото-

нов F(K, t), объемная плотность числа всех фотонов

nph(t) есть интеграл функции F(K, t) по пространству

фотонных импульсов K (K ∈ R3):

nph(t) =

∫

d3K nph,K(K, t), (32)

Рис. 5. Спектральная плотность мощности под действи-

ем сильного T —- const поля (E0 = 10−4Eg ≈ 10kV/cm,

T = 103tg = 2.46 · 10−13s) в момент t = T , с учетом back-

reaction (E = Eext + Eint). Сплошная осциллирующая линия —

внешнее поле (T -const); штрих — квазиклассическое излуче-

ние
∣

∣S̃QCR(ν)
∣

∣ при z = 0; сплошная плавная линия — квантовое

излучение (КИ), Ėph,ν(ν) · d. КИ вычислено из системы урав-

нений (30) в приближении низкой плотности числа фотонов

(F ≪ 1).

где

nph,K(K, t) =
N f

(2π~)3
F(K, t) (33)

— спектральная (дифференциальная по вектору им-

пульса фотона) объемная плотность числа фотонов,

[nph,K] = [длина−3 · импульс−3].

Объемная плотность энергии всех фотонов

[энергия · длина−3] по определению равна

Eph(t) =

∫

d3K Eph,K(K, t), (34)

где

Eph,K(K, t) = cKnph,K(K, t) =
N f cK

(2π~)3
F(K, t) (35)

— спектральная (дифференциальная по вектору им-

пульса фотона) объемная плотность энергии фотонов,

[Eph,K] = [энергия · длина−3 · импульс−3].

В целях сравнения спектров квазиклассического и

квантового излучения оказывается удобно ввести объ-

емную плотность энергии фотонов, дифференциальную

по их частоте ν (ν = cK/h), Eph,ν(ν, t), подчинив ее

условию:
∫ ∞

0

dν Eph,ν(ν, t) = Eph(t). (36)
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Сравнивая это определение (тождество) с плотностью

энергии всех фотонов Eph (34), находим связь диф-

ференциальной плотности энергии фотонов Eph,ν с их

функцией распределения F :

Eph,ν (ν, t) =
2π~

c
K2

∫

d�Eph,K(K, t)
∣

∣

∣

K=2π~ν/c

=N f

K3

(2π~)2

∫

d�F(K, t)
∣

∣

∣

K=2π~ν/c
, (37)

где интеграл берется по телесному углу � всей сферы.

Величину Ėph,ν (ν, t) мы называем спектром мощ-

ности квантового излучения. Она имеет размерность

[мощность · длина−3 · частота−1].

Спектром интенсивности квазиклассического излуче-

ния мы называем абсолютное значение оконного пре-

образования Фурье над абсолютным значением вектора

Пойнтинга (17):

∣

∣

∣
S̃QCR(ν, t)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞

dt′|SQCR(t′)| exp(−2πiνt′)

∣

∣

∣

∣

. (38)

Его размерность — [мощность · длина−2 · частота−1].

Для сравнения спектров квантового и квазиклассиче-

ского излучений, для согласования их размерностей мы

домножаем спектр квантового излучения Ėph,ν (ν, t) на

толщину слоя графена d .

На рис. 5 мы ожидаем увидеть
”
окна прозрачности“

для t-ступенчатого импульса, которые могут быть на-

блюдаемы в эксперименте, т. е. частотные диапазоны, в

которых индуцированное излучение превышает интен-

сивность внешнего поля.

Заключение

В работе разработана последовательная кинетическая

теория, описывающая процессы излучения в графене

под действием импульсов ступенчатой формы. Основ-

ной научный результат заключается в создании самосо-

гласованной модели, объединяющей непертурбативное

описание рождения электрон-дырочных пар, генерацию

квазиклассического излучения плазменными токами и

квантовое излучение в аннигиляционном канале. В рам-

ках предложенного подхода установлены количествен-

ные закономерности перехода между режимами доми-

нирования поляризационного тока и тока проводимости.

Достигнутый уровень динамического описания излу-

чения в графене не только демонстрирует качественное

согласие с экспериментальными результатами [23], но

и формирует методологическую основу для описания

нестационарных явлений в графене и открывает пер-

спективы для дальнейшего исследования нелинейных

радиационных процессов в условиях сильных полей

сложной временной конфигурации.
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