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Развит общий подход к исследованию резонансного туннелирования носителей заряда в полупровод-

никовых гетероструктурах. Задача о туннелировании решается посредством введения оператора Грина

для соответствующего уравнения Шрёдингера в рамках биортогонального формализма квантовой теории.

В качестве примера рассмотрены модельные гетероструктуры на основе одномерных кристаллов, для

которых возможно построение точной микроскопической теории туннелирования. Точные результаты,

следующие из предлагаемой теории, сравниваются с приближенными данными, полученными методом

плавных огибающих функций, а также методом эффективной массы. Показано, что основной вклад в различие

микроскопической теории и существующих приближенных методов обусловлен непараболичностью закона

дисперсии носителей заряда, тогда как короткодействующие интерфейсные поля играют в процессе

туннелирования второстепенную роль.
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1. Введение

С развитием наноэлектроники становится актуальной

задача создания различных устройств, основанных на эф-

фектах резонансного туннелирования носителей заряда,

т. е. переносе их через чередующуюся последователь-

ность квантовых барьеров и квантовых ям с энергией,

соответствующей резонансу в рассматриваемой системе.

Это явление, а также отрицательная дифференциальная

проводимость, возникающая в результате возможности

туннелирования, могут быть использованы, например,

для реализации инфракрасных излучателей среднего [1]
и терагерцового диапазона [2] на внутризонных пере-

ходах в полупроводниковых сверхрешетках —
”
лест-

ницах“ Ванье–Штарка [3]. Существуют и другие вари-

анты реализации устройств наноэлектроники, принцип
действия которых основан на резонансном туннели-

ровании, например, резонансно-туннельные транзисто-

ры [4] и сформированные с их помощью логические

элементы [5]. Практический интерес здесь представля-

ют вольт-амперные характеристики (ВАХ) туннельно-

резонансных устройств, которые могут быть получены

посредством расчета зависимости коэффициента тунне-

лирования от энергии носителей заряда.

Для определения энергетической зависимости коэф-

фициента туннелирования в литературе обычно исполь-

зуют различные аналитические приближения, в част-

ности, такие как формулы Брейта–Вигнера [6,7]. Сле-
дует отметить численные подходы, использующие ана-

логичные формулы для анализа рассеяния частиц на

барьерах [8], а также метод матриц переноса [9,10].
Кроме того, существуют различные способы расчета

ВАХ туннельно-резонансных структур с использованием

эквивалентных электрических схем, которые не требуют

расчета коэффициента туннелирования [11]. Однако они

не отличаются высокой точностью и не могут быть

использованы для широкого класса гетероструктур.

Все перечисленные выше подходы имеют свои огра-

ничения и не могут быть применены для описания тун-

нелирования в системах с потенциальными барьерами

произвольной формы или позволяют исследовать энерге-

тический спектр коэффициента туннелирования только

вблизи резонансных энергий системы. Однако, как пока-

зано в работах [12,13], проведение анализа в широком

диапазоне энергий возможно в рамках методов теории

функций Грина. Такой подход дает возможность исследо-

вания туннельных свойств структуры для произвольных

значений энергии вдали от резонансов структуры.

Как правило, анализ резонансного туннелирования

проводится в рамках приближения эффективной массы

с помощью аппроксимации решений дифференциальных

уравнений методом конечных элементов в базисе с опре-

деленным значением координаты |x〉 или путем решения

системы линейных алгебраических уравнений в рамках

однозонной модели в базисе с определенным значением

волнового вектора |k〉. Однако в этом случае не учи-

тываются все особенности зонной структуры материала,

247



248 Е.В. Доморацкий, М.В. Захарченко, Г.Ф. Глинский

т.к. закон дисперсии носителей заряда аппроксимируется

параболической зависимостью.

В настоящей работе развивается общий подход к ана-

лизу резонансного туннелирования в многобарьерных

структурах, учитывающий микроскопическое строение

потенциальных барьеров и все особенности зонной

структуры рассматриваемых материалов. Анализируют-

ся зависимости коэффициента туннелирования от энер-

гии носителей заряда. Задача формулируется в им-

пульсном представлении, что позволяет свести решение

дифференциального уравнения Шрёдингера к решению

системы линейных алгебраических уравнений. Развивае-

мый подход позволяет автоматически учесть граничные

условия на гетероинтерфейсах исследуемых структур,

что обуславливает его универсальность и предоставляет

возможность исследовать системы с любым количеством

барьеров произвольной формы.

2. Метод функций Грина в рамках
биортогонального формализма

В общем случае уравнение Шрёдингера для собствен-

ных стационарных состояний частицы в операторной

форме имеет вид

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉, (1)

где Ĥ — гамильтониан рассматриваемой задачи, E

и |ψ〉 — собственная энергия и соответствующий ей соб-

ственный вектор. Для анализа прохождения частицы че-

рез систему вводится источник частиц, характеризуемый

вектором |ρ〉. Тогда вместо уравнения (1) необходимо

рассматривать неоднородное уравнение Шрёдингера

(Ĥ − E)|ψ(E)〉 = |ρ〉. (2)

Решение неоднородного уравнения Шрёдингера (2)
в общем виде выражается через оператор Грина, пара-

метрически зависящий от энергии частицы:

|ψ(E)〉 = Ĝ(E)|ρ〉, (3)

где Ĝ(E) = (Ĥ − E)−1.

Рассмотрим задачу о прохождении частицы через

некоторую структуру, образованную потенциальными

барьерами произвольной формы. Подобная система яв-

ляется открытой, что подразумевает уход частицы на

бесконечность в результате процесса рассеяния. В таких

задачах волновая функция в координатном представле-

нии оказывается отличной от нуля на бесконечности,

а гамильтониан системы — неэрмитовым [14]. В этой

связи формализм квантовой механики, соответствующий

закрытым системам, описываемым эрмитовыми опера-

торами, не может быть использован для корректного

представления состояния частицы.

В развиваемом подходе для последующего численного

анализа будем рассматривать систему в ограниченной

области пространства, вблизи границ которой вводится

фиктивный диссипативный потенциал наряду с потен-

циалом структуры. Волновая функция носителя заряда

в этом случае плавно затухает в указанных областях.

Вблизи исследуемой низкоразмерной системы решение

уравнения Шрёдингера практически не отличается от

решения аналогичной задачи для неограниченного про-

странства, что позволяет заменить случай ухода частицы

на бесконечность [15,16].
Общий подход к анализу квантово-механических си-

стем с неэрмитовыми гамильтонианами сформулирован

в рамках биортогонального формализма квантовой тео-

рии в работах [17,18]. В этом случае принято рассмат-

ривать две задачи на собственные значения:

Ĥ|ψr
n〉 = En|ψr

n〉,

Ĥ†|ψl
n〉 = E∗

n |ψl
n〉,

где |ψr
n〉 и |ψl

n〉 — так называемые
”
правый“ и

”
левый“

собственные векторы, соответствующие комплексным

собственным числам En и E∗
n , связанные условиями

биортонормированности и полноты:

〈ψl
n|ψr

n′〉 = δnn′

∑

n

|ψr
n〉〈ψl

n| = 1







.

Два биортонормированных набора собственных векто-

ров неэрмитового гамильтониана позволяют определить

оператор Грина в виде следующего разложения:

Ĝ(E) =
∑

n

|ψr
n〉〈ψl

n|
En − E

. (4)

3. Микроскопическая теория
резонансного туннелирования
носителей заряда

С физической точки зрения система потенциальных

барьеров формируется за счет изменения кристалличе-

ского потенциала в полупроводниковых гетерострукту-

рах. В общем случае их можно рассматривать как систе-

мы, в которых атомы одного материала A заменены ато-

мами другого материала B. При этом будем считать, что

кристаллы, образующие гетеропару, имеют одинаковую

симметрию, а различием параметров кристаллической

решетки можно пренебречь. Выбрав один из материалов

гетероперехода, например, материал B, в качестве опор-

ного, можно составить микроскопический гамильтониан

такой системы с учетом диссипативного потенциала [19]:

Ĥ =
p̂2

2m0

+ UB(x̂) +
∑

a

f b(a)1V (x̂− a) + iU0d f d(x̂),

(5)
где p̂ — оператор импульса, m0 — масса электрона,

UB(x) — периодический потенциал, создаваемый атома-

ми материала B, f b(a) — характеристическая функция,

определяющая положение атомов кристалла A в ре-
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шетке кристалла B, 1V (x− a) — разность локальных
потенциалов, создаваемых атомами материалов в ячейке
с номером a, iU0d f d(x) — диссипативный потенциал
вблизи границ системы с амплитудой U0d.
Удобно при решении уравнения Шрёдингера (2) с га-

мильтонианом (5) выбрать базис состояний с опре-
деленным значением волнового вектора |q〉, который
в твердом теле можно представить как состояния |b + k〉
с определенными значениями вектора обратной решет-
ки b и волнового вектора k. При таком подходе ис-
пользуемые переменные являются дискретными, а реше-
ние задачи автоматически удовлетворяет периодическим
условиям Борна–Кармана. В этом случае не возникает
необходимости в использовании разностных схем для
решения уравнения Шрёдингера, как это делается обыч-
но при использовании координатного базиса. Выбранное
представление |b + k〉 связано с координатным |x〉 по-
средством преобразования Фурье

〈x|b + k〉 =
1√
V

exp[i(b + k)x],

где V — объем рассматриваемой области.
В выбранном базисе абстрактное уравнение (2) прини-

мает вид системы линейных алгебраических уравнений.
Элементы матрицы гамильтониана микроскопической
теории (5) в нем имеют следующий вид:

Hbk,b′k′ = ĤB
bb′(k)δkk′ + f b(k−k′)1V

[

(b−b′)+(k−k′)
]

+ iU0d f d

[

(b− b′) + (k− k′)
]

, (6)

где HB
bb′(k) = ~

2(b + k)2δbb′/(2m0) + UB(b− b′) — га-
мильтониан опорного материала, UB(b− b′) — Фурье-
образ периодического потенциала опорного кристалла,
f b(k− k′) — Фурье-образ характеристической функции
f b(a), вычисляемый по формуле

f b(k− k′) =
1

N

∑

a

f b(a)e
−i(k−k′)a,

где N — число элементарных ячеек, объем которых
� (Vr = N �), а двухточечное

”
преобразование Фурье“

разности потенциалов 1V (x) определяется выражением

1V [(b− b′) + (k− k′)] =
1

�

∫

V

dx1V (x)e−i[(b−b′)+(k−k′)]x.

Соответствующий Фурье-образ характеристических
функций фиктивного мнимого потенциала запишем как

f d[(b− b′) + (k− k′)] =
1

V

∫

V

dx f d(x)e
−i[(b−b′)+(k−k′)]x.

(7)
Окончательно получим следующее неоднородное

уравнение Шрёдингера с микроскопическим гамильто-
нианом (6) в матричной форме, а также его реше-
ние ψbk(E):

∑

b′k′

(Hbk,b′k′ − δbb′δkk′E)ψb′k′(E) = ρbk,

ψbk(E) =
∑

b′k′

Gbk,b′k′(E)ρb′k′ ,

где функция Грина Gbk,b′k′(E) в базисе |b + k〉 определя-
ется формулой

Gbk,b′k′(E) = 〈b + k|Ĝ(E)|b′ + k′〉

= 〈b + k|(Ĥ − ÎE)−1|b′ + k′〉,

а Фурье-образ источника ρbk — формулой

ρbk = 〈b + k|ρ〉 =
1√
V

∫

V

dxρ(x)e−i(b+k)x.

Волновая функция в координатном представлении

при заданной энергии ψ(x, E) вычисляется с помощью

обратного преобразования Фурье

ψ(x, E) =
1√
V

∑

b,k

exp[i(b + k)x]ψbk(E).

4. Приближения плавных огибающих
волновых функций

Анализ в рамках метода плавных огибающих функций

проводится посредством перехода от микроскопическо-

го гамильтониана (6) к эффективному однозонному

гамильтониану. В этом случае для рассматриваемой

зоны учитывается точный закон дисперсии носителей

заряда. Определение оператора (5) в базисе собственных
блоховских состояний гамильтониана опорного кристал-

ла в рамках однозонной модели позволяет получить

приближенное выражение для элементов эффективного

гамильтониана:

〈nk|Ĥ|nk′〉= EB
n (k)δkk′ + f b(k− k′)1En+ iU0d f d(k− k′),

(8)
где EB

n (k) — полная дисперсионная ветвь зонной

структуры опорного материала, а матричный элемент

1V [(b− b′) + (k + k′)] в блоховском базисе в первом

приближении определяет разрыв зон на интерфейсе

1En = EA
n (k = 0) − EB

n (k = 0) [19]. При этом, если при-

нять во внимание плавность изменения диссипативного

потенциала, получим следующее упрощение для Фурье-

образа (7):

f d[(b− b′) + (k− k′)] ∼= 1

N

∑

a

f d(a)e
−i(k−k′)a

× 1

�

∫

�

dye−i(b−b′)y =
1

N

∑

a

f d(a)e
−i(k−k′)aδbb′

= f d(k− k′)δbb′ ,

где вводится Фурье-образ характеристической функции

плавного диссипативного потенциала в приближении

огибающих функций

f d(k− k′) =
1

N

∑

a

f d(a)e
−i(k−k′)a.
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В рамках метода эффективной массы однозонный

гамильтониан (8) далее упрощается за счет аппрок-

симации дисперсии носителей заряда параболической

зависимостью вблизи экстремума EB
n (k = 0) [19]:

〈nk|Ĥ|nk′〉 =
[

EB
n (0) +

~
2k2

2m∗
B

]

δkk′

+ 1En f b(k− k′) + iU0d f d(k− k′). (9)

Решение следующего неоднородного уравнения Шрё-

дингера с гамильтонианами (7)−(8) позволяет рассчи-

тать огибающую волновую функцию F
(n)
k (E) носителя

заряда при заданной энергии E :

∑

k′

(H
(n)
kk′ − δkk′E)F

(n)
k′ (E) = ρ

(n)
k ,

F
(n)
k (E) =

∑

k′

G
(n)
kk′(E)ρ

(n)
k′ ,

где функция Грина G
(n)
kk′(E) и компоненты ρ

(n)
k в базисе

|nk〉 определяются формулами

G
(n)
kk′(E) = 〈nk|Ĝ(E)|nk′〉 = 〈nk|(Ĥ − ÎE)−1|nk′〉,

ρ
(n)
k =

∑

b

〈nk|b + k〉〈b + k|ρ〉.

При этом плавная огибающая волновая функция в a-

представлении вычисляется с помощью обратного пре-

образования Фурье

F
(n)
a (E) =

1√
N

∑

k

exp(ika)F
(n)
k (E).

Отметим, что использованные нами в качестве бази-

са блоховские волновые функции опорного объемного

кристалла, в координатном представлении удовлетворя-

ющие периодическим условиям Борна–Кармана, обра-

зуют полный ортонормированный набор функций. Это

позволяет даже при наличии диссипативных областей

использовать их для представления искомых функций

с нулевыми граничными условиями.

5. Результаты численного расчета

В качестве примера рассмотрим одномерные модель-

ные гетероструктуры с двумя и тремя потенциальными

барьерами для электронов нижней зоны. Ось x , вдоль

которой происходит туннелирование носителей заряда,

ориентирована перпендикулярно слоям материалов. Все

геометрические параметры измеряются в единицах по-

стоянной кристаллической решетки a0. При этом энер-

гия рассчитывается в единицах E0 = ~
2/(2m0a2

0). Тол-

щина барьерных слоев db выбрана равной 3a0 и равна

расстоянию между cлоями dw .

Для проведения численного расчета в рамках од-

номерной задачи будем рассматривать ограниченную

область пространства, линейный размер которой обо-

значим как D. При этом значения волнового век-

тора K в зоне Бриллюэна кристаллов изменяются

дискретным образом как kn = 2π/D[n − (N − 1)/2], где
n = 0, 1, . . . , N − 1, N — общее число значений векто-

ра k. Далее принималось N = 33.

Характеристическая функция диссипативной состав-

ляющей потенциала для обеих задач выбрана в виде [15]

f d(x) = 1−
[

exp
(x − µ

σ

)

+ exp
(

−x + µ

σ

)

+ 1
]−1

,

где µ — параметр, определяющий положение областей

диссипации в пространстве, σ — параметр, описываю-

щий плавность изменения мнимого потенциала.

Зонные структуры материалов рассчитываются с ис-

пользованием модельного
”
Фурье-образа“ локального

атомного потенциала

VA,B(q) = VA,B
0 exp

(

− q2

d2
A,B

)

,

где V
A,B
0 , dA,B — параметры, для которых выбраны

следующие значения: VA
0 /E0 = VB

0 /E0 = −10 arb. units,

dAa0 = 12 arb. units, dBa0 = 14.71 arb. units. Порядок зна-

чений энергий и расстояний, с учетом нормировки,

соответствует реальным значениям этих параметров

в реальных гетероструктурах. При этом
”
Фурье-образы“

VA,B(b) в точках q = b, т. е. форм-факторы, совпадают

с Фурье-образами периодического кристаллического по-

тенциала материалов UA,B(b).
Для расчета зонных структур в рамках микроскопиче-

ского подхода необходимо выбрать некоторое конечное

количество точек S Фурье-образов кристаллического

потенциала. Их число определяет количество векторов

обратной решетки b. Для дальнейшего численного рас-

чета выбрано S = 9 — данные точки и значения Фурье-

образов в них отмечены на рис. 1. При N = 33 и S = 9

общая размерность гамильтониана — 297 × 297.
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Рис. 1. Модельные Фурье-образы кристаллических потенци-

алов в материале A (красная линия) и материале B (синяя
линия).
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Рис. 2. Зонные структуры материалов A (красная линия) и B

(синяя линия), k0 = 2π/a0 .
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Рис. 3. Зонная диаграмма материалов для структуры с двумя

потенциальными барьерами для носителей заряда нижней

энергетической зоны.
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Рис. 4. Зонная диаграмма материалов для структуры с тремя

потенциальными барьерами для носителей заряда нижней

энергетической зоны.
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Рис. 5. Нижние дисперсионные ветви зонных структур мате-

риалов A (красная линия) и B (синяя линия).

По рассчитанным из микроскопической теории зон-

ным структурам (рис. 2) определена картина разрывов

зон (рис. 3 — двухбарьерная структура и рис. 4 —

трехбарьерная структура), где закрашенные области со-

ответствуют разрешенным зонам энергии.

Полученные диаграммы (рис. 3 и 4) определяются

разностью энергий в центре и на границе зоны Брил-

люэна. Для электронов нижней энергетической зоны

вблизи ее дна выбранные материалы образуют систему

потенциальных барьеров. При этом вблизи потолка

той же зоны система барьеров переходит в систему

туннельно-связанных квантовых ям для дырок.

Для последующего расчета в рамках метода эф-

фективной массы полученные нижние дисперсионные

ветви аппроксимированы параболическими зависимо-

стями (рис. 5) вида EA,B(k) = E
(1)
A,B(0) + γA,Bk2, где

γA,B = 1/m∗
A,B. Полученные значения эффективной мас-

сы при вычислении второй производной в точке k = 0:

m∗
A/m0 = 0.73 и m∗

B/m0 = 0.67.

Рассчитаем зависимости коэффициента туннелирова-

ния от энергии носителей заряда для обеих струк-

тур, пользуясь гамильтонианом микроскопической тео-

рии (6), а также гамильтонианами методов плавных

огибающих функций (8) и эффективной массы (9) —

рис. 6 и 7. Энергия частицы здесь и далее отсчи-

тывается от минимума нижней дисперсионной ветви

опорного кристалла B. Здесь для удобства показаны

потенциальные барьеры, определяемые разрывами зон

на интерфейсах 1E (рис. 3 и 4).
Как следует из представленных данных, резонансы

в области малых энергий (рис. 6 и 7), соответствуют

туннелированию носителей заряда с энергиями, соответ-

ствующими первым квазирезонансным уровням в кван-

товых ямах, образованных потенциальными барьерами.

Количество резонансных пиков в каждой серии соот-

ветствует числу квантовых ям, образуемых барьерами

структуры. Кроме того, в спектрах коэффициента тунне-

лирования наблюдаются особенности в области энергий
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Рис. 6. Зависимости коэффициента туннелирования от энергии электрона для двухбарьерной структуры: T1(E) — микроскопиче-

ская теория, T2(E) — метод плавных огибающих функций, T3(E) — приближение эффективной массы.
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Рис. 7. Зависимости коэффициента туннелирования от энергии электрона для трехбарьерной структуры: T1(E) — микроскопиче-

ская теория, T2(E) — метод плавных огибающих функций, T3(E) — приближение эффективной массы.

выше барьера (надбарьерное отражение). Несмотря на
качественное совпадение этих зависимостей для трех

используемых подходов, имеется некоторое различие
в положении резонансных пиков, особенно в области
надбарьерного отражения. Зависимости коэффициента

туннелирования от энергии, полученные в рамках ме-
тода плавных огибающих функций, существенно лучше
согласуются с решением, следующим из микроскопи-
ческой теории, поскольку в данном приближении учи-

тывается полная дисперсия носителей заряда во всей
зоне Бриллюэна. Однако в отличие от точного мик-
роскопического расчета, в этом подходе не учитывает-

ся вклад короткодействующих интерфейсных поправок.
Таким образом, их влияние следует считать малым
по сравнению с эффектами непараболичности в законе

дисперсии. Различие энергетической зависимости, рас-
считанной в рамках микроскопической теории, при энер-

гиях выше высоты потенциального барьера обусловлено
влиянием непараболичности в законе дисперсии элек-

тронов, вплоть до изменения знака эффективной массы,
а также вкладом короткодействующей составляющей
потенциала гетероструктуры. По этой причине коэффи-

циент туннелирования может не обращаться в единицу
в области квазирезонансов (рис. 6 и 7).
На рис. 8 и 9 приведены точные ψ(x) и огиба-

ющие F(x) волновые функции носителей заряда для

двух квазирезонансных уровней в системе. При этом
верхнему уровню энергии E2 в отличие от E1 соответ-
ствует менее локализованная в пространстве волновая

функция, что обусловлено эффектом туннелирования.
Это соответствует более широкому резонансу в спек-
тре пропускания в этой области энергий и меньшему

времени жизни электрона в этом квазирезонансном
состоянии.
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Рис. 8. Квадраты модулей точных |ψ(x)|2 и огибающих

волновых функций |F(x)|2 носителей заряда в двухбарьерной

структуре (красным и синим цветом показано распределение

вещественного и мнимого потенциалов соответственно в рас-

сматриваемой системе).
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Рис. 9. Квадраты модулей точных |ψ(x)|2 и огибающих

волновых функций |F(x)|2 носителей заряда в трехбарьерной

структуре (красным и синим цветом показано распределение

вещественного и мнимого потенциалов соответственно в рас-

сматриваемой системе).

Таким образом, ширина резонансных линий, как и сле-

довало ожидать, напрямую связана с временем жизни

носителя заряда на этих уровнях. В нашем подходе оно

определяется мнимой частью полюса функции Грина

в нижней полуплоскости — τ ∝ 1/Im{E}. Следователь-
но, время жизни носителя заряда, рассчитанное в рамках

точной микроскопической теории, оказывается большим

по сравнению с временами жизни, рассчитанными ме-

тодами плавных огибающих функций и эффективной

массы.

6. Заключение

Построена микроскопическая теория резонансного

туннелирования в полупроводниковых гетероструктурах.

На примере двухбарьерной и трехбарьерной структур

исследовано резонансное туннелирование в системах

с множественными потенциальными барьерами. Резуль-

тат точного численного решения задачи сопоставлен

с расчетами в рамках метода плавных огибающих вол-

новых функций и метода эффективной массы. Показано,

что данные, полученные с помощью метода плавных

огибающих волновых функций, учитывающего точный

закон дисперсии электронов во всей зоне Бриллюэна,

оказываются в хорошем согласии с результатами мик-

роскопического расчета. Таким образом, можно пред-

положить, что интерфейсные эффекты, обусловленные

короткодействующей частью интерфейсного потенциа-

ла гетероструктуры, играют несущественную роль по

сравнению с эффектами непараболичности в законе

дисперсии. Развитый подход позволяет анализировать

явление резонансного туннелирования в полупроводни-

ковых гетероструктурах с учетом всех особенностей

зонной структуры рассматриваемых материалов.
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