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основанная на описании эволюции объемной доли фазы как адвективной величины с источником. Система
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Численное моделирование процессов затвердевания

на макроскопических масштабах в значительной сте-

пени опирается на квазиравновесные подходы 1980-х

годов [1]. Прогноз фазового состава и свойств мате-

риала при этом во многом остается эвристическим, а

потенциал вычислительной термодинамики [2] исполь-

зуется ограниченно. Отсюда следует цель работы —

разработать и исследовать термодинамически согласо-

ванную макроскопическую модель затвердевания бинар-

ной двухфазной системы в рамках диссипативной тер-

модинамики, концептуально близкую фазово-полевому

подходу [3,4] и пригодную для расчета макрообъектов.

Рассмотрим процесс изотермического затвердевания

бинарной двухфазной системы. Для упрощения будем

считать, что в процессе фазового перехода не происхо-

дит изменения плотности и процесс протекает при по-

стоянном давлении, что предполагает отсутствие конвек-

тивных потоков (как следствие усадки) и механических

напряжений.

Введем понятие параметра порядка ϕ(r, t), выражен-
ного в качестве объемной доли фазы, занимающей

точку пространства. Интервал объемной доли ограничен

ϕ ∈ [0; 1], а промежуточные значения соответствуют

физической двухфазной смеси в отличие от классиче-

ских подходов метода фазового поля [3]. Здесь и в

дальнейшем под ϕ = 1 понимается полное заполнение

твердой фазой (S), а под ϕ = 0 — жидкой фазой (L).

Для прояснения физико-математической основы рас-

смотрим идеализированную систему при заданных теп-

ловом и концентрационном переохлаждениях. В этих

условиях объемная доля твердой фазы растет с по-

стоянной скоростью, пропорциональной термодинамиче-

ской движущей силе; профиль ϕ равномерно смещает-

ся, поглощая фазу с большей энергией (параллельный
перенос). Соседние ячейки непосредственно связаны:

кристаллиты (дендриты) прорастают в них, реализуя

перенос.

Очевидной математической формулировкой такого

идеализированного процесса может служить уравнение

адвекции с источником

ϕ̇ = −V · ∇ϕ + Q, (1)

где V —
”
скорость заполнения“ объема твердой фазой,

а не классическая скорость, связанная с конвектив-

ным переносом. Предлагаемое уравнение уже учиты-

вает два механизма роста: прорастание кристаллитов

в соседние ячейки (перенос профиля) и локальный

рост/растворение, задаваемые источником Q.

Для получения уравнений релаксации неизотерми-

ческого процесса затвердевания запишем функционал

полной энтропии системы

S = −

∫

V

∂g

∂T
dV, g = ϕgS

(

xS , T
)

+
(

1− ϕ
)

gL
(

xL, T
)

,

где gS и gL — объемные плотности энергии Гиббса твер-

дой (S) и жидкой (L) фаз соответственно. В дальнейшем

аргументы функций для краткости опускаются.

Для учета теплопереноса воспользуемся законом со-

хранения теплоты (энтальпии), в котором плотность

энтальпии h выражается через плотность энергии Гиббса

∂h

∂t
= −∇ · JT , h = g − T

∂g

∂T
. (2)

Раскрывая выражение (2) и подставляя соответству-

ющие слагаемые в производную функционала S по
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времени, получаем

dS

dt
=−

∫

V

[

1

T
1gϕ̇+

1

T
∇·JT +

1

T
µSϕẋS +

1

T
µL(1−ϕ)ẋL

]

dV,

где 1g = gS − gL, а µS и µL — химические потенциа-

лы, определяемые как частные производные плотностей

энергии Гиббса по соответствующим мольным долям.

Аналогично формулируем закон сохранения компо-

нента. Поскольку при фазовом переходе примесь пере-

распределяется между фазами, сохраняется средняя

мольная доля 〈x〉 = ϕxS + (1− ϕ)xL, а не отдельные

xS , xL. Разделяя по фазам [4,5], имеем

ϕẋS = −1x ϕ̇2(ϕ̇) −∇ · JS − R,

(1− ϕ)ẋL = −1x ϕ̇2(−ϕ̇) −∇ · JL + R,

где 1x = xS − xL, 2(ϕ̇) — функция Хэвисайда. Такое

разбиение предполагает, что суммарный диффузионный

поток является суммой потоков в каждой из фаз:

JD = JS + JL; ”
кинетический“ вклад ∝ ϕ̇ присутствует в

обоих уравнениях и локализуется функцией Хэвисайда

в растущей фазе (захват примеси
”
набегающей фазой“);

вводится диссипативный источник R, отвечающий за

межфазный обмен примесью. Их сумма дает исходный

закон сохранения

∂

∂t
〈x〉 = −∇ · JD.

Подставляя полученные уравнения в (3), применяя

теорему Гаусса к дивергентным членам, опуская поверх-

ностный интеграл, заменяя ϕ̇ из кинетического уравне-

ния (1), получаем выражение для скорости изменения

полной энтропии

dS

dt
=

∫

V

[

V
1

T
1�∇ϕ − Q

1

T
1�− JS∇

(

µS

T

)

− JL∇

(

µL

T

)

+ R
µS − µL

T
+ JT∇

(

1

T

)]

dV,

где 1� = gS − gL − µe f f (xS − xL) — термодинамиче-

ский источник, зависящий от направления фазового

перехода, а µe f f — эффективный химический потенциал

(см. [5,6]).
Следуя принципам неравновесной термодинамики [7]

и требуя возрастания объемного вклада энтропии, полу-

чаем линейные онзагеровские связи для потоков

V = MV

1

T
1�∇ϕ, Q = −MQ

1

T
1�,

JS,L = −M
S,L
D ∇

(

µS,L

T

)

, R = MR

µS − µL

T
,

JT = −MT

1

T 2
∇T,

где MV > 0, MQ > 0, M
{S,L}
D > 0, MR > 0, MT > 0 —

мобильности. Полученные выражения имеют прямую

физическую интерпретацию. Вклады в изменение объ-

емной доли V и Q пропорциональны отклонению от

фазового равновесия 1�. Диссипативный источник R

определяется разностью химических потенциалов, а

следовательно, также пропорционален отклонению от

диффузионного равновесия.

Используя свободу выбора мобильностей и сохраняя

диссипативность, заменим

MV →
MV Tc

|∇ϕ|
, MQ → MQTcϕ(1− ϕ), MT

1

T 2
→ κ,

MS
D → MS

Dϕ, ML
D → ML

D(1− ϕ), MR → MRTcϕ(1− ϕ),

где Tc — нормирующая температура, |∇ϕ| — модуль

градиента профиля объемной доли, κ — коэффициент

теплопроводности (замена сводит JT к закону Фурье);
множители ϕ и (1− ϕ) локализуют вклад по фазам и

зануляют источники вне их области определения.

Внесение множителя |∇ϕ| позволяет представить

”
скорость заполнения“ как произведение нормальной

составляющей на единичный вектор нормали

V = MV

Tc

T
1�n = Vnn.

Раскрывая дивергенцию в выражениях для диффузион-

ных потоков и пренебрегая членом ∝ ∇T для упроще-

ния, свяжем мобильности M
{S,L}
D с соответствующими

коэффициентами диффузии D{S,L}, получая
”
классиче-

ский“ закон Фика для разных фаз

D{S,L} =
M

{S,L}
D

T

∂µ{S,L}

∂x{S,L}
,

JS = −ϕDS∇xS , JL = −(1− ϕ)DL∇xL.

В конечном варианте к уравнению эволюции объем-

ной доли, парным уравнениям для мольных долей в

фазах добавится уравнение теплопроводности с источ-

никами (разность плотностей энтальпии — выделение

скрытой теплоты при кристаллизации и тепловой эф-

фект от изменения концентрации примеси в результате

диффузии и обмена между фазами)

C pṪ =∇ · (κ∇T )−ϕ̇(hS − hL)−ẋSϕ
∂hS

∂xS

−ẋL(1−ϕ)
∂hL

∂xL

.

Для базовой верификации модели выполнено числен-

ное моделирование с оценкой теплового эффекта фазо-

вого перехода и сравнением с экспериментальной кри-

вой дифференциального термического анализа (ДТА).
В качестве пробной постановки рассмотрена одномерная

задача в области x ∈ [x1, x2]: температура на одном кон-

це понижалась с постоянной скоростью, противополож-

ный конец интервала теплоизолирован, за эталонную

принималась температура на
”
холодной“ границе.

Для повышения реалистичности расчетов использо-

ваны экспериментальные мольные энергии Гиббса си-

стемы Al−Mg [8], а мольный объем, необходимый

Письма в ЖТФ, 2026, том 52, вып. 9



38 С.А. Коробейников, Д.М. Коробейников, В.Г. Лебедев

Параметры численного моделирования

Параметр Обозначение Значение

Теплопроводность, W/(m · K) κ 120

Мобильность переноса уровня, m4/(J · s) MV 3 · 10−11

Мобильность объемного роста, m3/(J · s) MQ 10−12

Мобильность перераспределения примеси, m3/(J · s) MR 10−11

Пространственный интервал, m x1 − x2 0−10−2

Размерный параметр пространства, m L 10−3

Нормирующее значение температуры, K Tc 900

Шаг по безразмерному пространству 1ξ 0.01

Шаг по безразмерному времени 1τ 10−6

для согласования размерностей, вычислялся по дан-

ным [9]. Рассматривалась область, обогащенная алюми-

нием (x{S,L} — мольные доли Mg), где взаимодействуют
ГЦК-фаза (FCC) и жидкая фаза. Использованы экспе-

риментальные функции для коэффициентов диффузии

D{S,L} из работы [10]. Остальные параметры моделиро-

вания представлены в таблице. Мобильности MV , MQ

и MR подбирались вручную по данным конкретного

эксперимента.

Для численного решения система уравнений была

приведена к безразмерной форме и решалась методом

конечных разностей. Уравнение объемной доли интегри-

ровалось полунеявным методом прогонки с использова-

нием схемы Годунова; уравнения диффузии — в явной

консервативной форме с регуляризацией (εreg = 10−6)
для предотвращения деления на нуль; уравнение тепло-

проводности — полунеявным методом прогонки. Функ-

ция Хэвисайда аппроксимировалась сглаженным гипер-

болическим тангенсом: 2(ϕ̇) = 0.5
(

1 + tanh(ϕ̇/ε2)
)

, па-

раметр размытия ε2 = 10−6 ·max(|ϕ̇|).
Начальные и граничные условия заданы следующим

образом:

ϕ(x , 0) = 10−3, ϕ(x1, t) = 1, ϕ′(x2, t) = 0,

x{S,L}(x , 0) = 0.0748, x ′
{S,L}(x1, t) = x ′

{S,L}(x2, t) = 0,

T (x , 0) = 905K, T (x1, t) = 905K−20K/min · t,

T ′(x2, t) = 0.

На рис. 1 показаны распределения в момент пика

тепловыделения. Профиль ϕ смещается к противопо-

ложной границе области, что соответствует направлен-

ному росту твердой фазы и ослаблению переохлажде-

ния. Мольные доли в фазах стремятся к равновесным

значениям, соответствующим линиям ликвидуса и со-

лидуса. Температурный профиль показывает накопление

теплоты в правой части области в связи с прорастанием

кристаллитов.

На рис. 2 показаны экспериментальная кривая ДТА из

работы [11] (исходные данные предоставлены авторами)
и расчетная зависимость 1T между границами образ-

ца от температуры
”
холодного“ конца. Моделирование

показывает как качественное, так и количественное со-

гласие с экспериментом; несмотря на различия условий,

кривые согласованы.

В настоящей работе предложена термодинамически

согласованная макроскопическая модель затвердевания

бинарной системы, основанная на описании динамики

объемной доли фазы ϕ как адвективной величины с
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Рис. 1. Профили полей ϕ(x, t), 〈x〉, x{S,L}(x, t), T (x, t) си-

стемы Al−Mg в момент времени, соответствующий области

максимального значения 1T .
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Рис. 2. Экспериментальный и численный профили термограм-

мы 1T (T ) для сплава Al92.5Mg7.5 при скорости охлаждения

20K/min.

источником. Вывод системы уравнений из функционала

полной энтропии обеспечил внутреннюю согласован-

ность модели и связал процессы перераспределения

примеси и теплопереноса с эволюцией фазового соста-

ва. Рассматриваемая постановка предполагает описание

диффузионного затвердевания в неподвижном расплаве

(отсутствие конвекции), что ограничивает область при-

менимости модели задачами без существенных гидро-

динамических эффектов. Учет естественной конвекции и

связанных процессов потребует введения дополнитель-

ных конвективных вкладов и модификации уравнения

эволюции поля ϕ, что рассматривается как направление

дальнейших исследований.

Проведенное численное моделирование подтвердило

физическую состоятельность подхода и показало хоро-

шее совпадение с экспериментальной кривой ДТА как по

форме, так и по характерным масштабам. Дальнейшая

корректировка численного эксперимента и оптимизация

параметров MV , MQ и MR с учетом их температурной и

концентрационной зависимости на основе расширенного

эксперимента позволят повысить точность прогноза и

распространить модель на задачи со сложной геомет-

рией и тепловой кинетикой, формируя таким образом

основу нового класса макроскопических моделей затвер-

девания в рамках неравновесной термодинамики.
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