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На основе уравнений для усреднённых по фазе P- и Q-распределений исследован стационарный

режим работы одноатомного лазера с некогерентной накачкой. Показано, что в условиях существования

”
полуклассического“ решения в этих уравнениях появляется большой параметр, позволяющий получить

их приближённые решения. Последние содержат в себе основные асимптотические решения, полученные

ранее, и описывают работу одноатомного лазера на двух характерных масштабах задачи —
”
линейном“,

когда одноатомный лазер может генерировать как обычный лазер, и
”
квадратичном“, когда существенно

проявление ферми-статистики одиночного атома. При этом показано, что для введённого
”
линейного“

масштаба задачи P-распределение одноатомного лазера совпадает с соответствующим распределением для

лазера на макроскопическом числе излучателей. Уточнены условия выхода на беспороговый режим работы

одноатомного лазера.
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1. Введение

Одной из фундаментальных моделей квантовой опти-

ки является модель одноатомного лазера [1–24]. Про-

стейшая вариация этой модели представлена двухуров-

невым атомом с некогерентной накачкой, взаимодей-

ствующим с одной затухающей модой резонатора.

Для данной модели известно стационарное решение

для внутрирезонаторной интенсивности [1] (будем на-

зывать это решение
”
полуклассическим“), которое де-

монстрирует отличительную особенность одноатомного

лазера: квадратичную зависимость внутрирезонаторной

интенсивности от параметра накачки, описывающую

переход к самотушению после насыщения.

Часть работ, посвящённых изучению одноатомного

лазера, основывается на анализе уравнения для опера-

тора плотности, записанного в представлении по коге-

рентным состояниям. Так, авторы в [9,10,14,15,19,23],

рассматривая различные предельные случаи стационар-

ного режима работы лазера, находят приближённые

выражения для усреднённых по фазе P-распределения

Глаубера−Сударшана и Q-распределения Хусими (да-
лее P- и Q-распределения). Полученные распределения

дополняют
”
полуклассическое“ решение, в частности,

описывая переход к беспороговому режиму генерации в

случае сильной связи
”
атом−поле“ и субпуассоновскую

статистику поля. При этом P-распределение в основном

представлено неаналитическими функциями с ограни-

ченной областью определения.

Отличия в подходах у разных авторов несущественны

и заключаются в том, что в одном случае [9,10] анали-
зируется система дифференциальных уравнений первого

порядка для различных вспомогательных распределений

(условных вероятностей), а в другом [14,23] — прово-

дится анализ одного дифференциального уравнения либо

для P-распределения, либо для Q-распределения.

В условиях существования
”
полуклассического“ ре-

шения дифференциальное уравнение для P-распределе-

ния [14] представляет собой уравнение с малым па-

раметром при старшей производной. Решение, которое

было найдено в [14], с точки зрения теории возму-

щений можно интерпретировать как решение порож-

дающего уравнения, которое также называется ВКБ-

приближением [25]. С его помощью было исследовано

поведение одноатомного лазера в широком диапазоне

значений параметра накачки, а также более точно опи-

сан случай режима высокодобротного резонатора, ранее

рассмотренный в работе [9].

В настоящей работе будет показано, что случай

предельной сильной связи
”
атом−поле“ (соответству-

ющая константа во много раз больше всех остальных

скоростных констант), рассмотренный в [10], также

описывается решением из [14]. При этом будет найдено

дополнительное условие, при выполнении которого это
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решение совпадёт с решением для обычного лазера с

макроскопическим числом излучателей [26].
Отдельно будет проведен анализ поведения одноатом-

ного лазера вблизи полуклассического порога. Последо-

вательно рассмотрен переход к беспороговому режиму

работы лазера при переходе от случая слабой связи

”
атом−поле“ к соответствующему случаю предельной

сильной связи.

В работах [19,23], так же, как и в [14], выводится

одно замкнутое дифференциальное уравнение для Q-

распределения. В условиях существования
”
полукласси-

ческой“ интенсивности находится его приближённое ре-

шение [23], позволяющее повторить результаты из [14].
А для случая сильной связи

”
атом−поле“ описать

слабую субпуассоновскую статистику фотонов в резо-

наторе, предсказанную ранее в [12]. При этом P-рас-

пределение из [14] в силу своих квазивероятностных

свойств не позволяло описать эту особенность.

Однако полученное выражение для Q-распределе-

ния [23] не охватывает случай предельной сильной связи

”
атом−поле“ [10]. Поэтому в представленной работе

отдельно будет уделено внимание нахождению связи

между решениями из [10] и [23].
Структура статьи следующая. Во втором разделе

представлена теоретическая модель одноатомного ла-

зера. Приведены исходные уравнения для усреднённых

по фазе P- и Q-распределений и оговорены условия,

при которых они анализируются. Дальнейшие разде-

лы посвящены выделению малого параметра в этих

уравнениях, нахождению и анализу соответствующих

асимптотических решений. В последнем разделе даны

выводы. В приложения вынесены некоторые громоздкие

формулы и коэффициенты из уравнений.

2. Теоретическая модель

Уравнение для оператора плотности ρ̂ одноатомного

лазера имеет следующий вид [27]:

∂ρ̂

∂t
= − i

~
[V̂ , ρ̂] +

κ

2

(

2 âρ̂â† − â†âρ̂ − ρ̂â†â
)

+
γ

2

(

2σ̂ ρ̂σ̂ † − σ̂ †σ̂ ρ̂ − ρ̂σ̂ †σ̂
)

+
Ŵ

2

(

2σ̂ †ρ̂σ̂ − σ̂ σ̂ †ρ̂ − ρ̂σ̂ σ̂ †
)

. (1)

Здесь â и â† — операторы уничтожения и рождения

фотона в моде резонатора, σ̂ = |1〉〈2| и σ̂ † = |2〉〈1| —

операторы атомных переходов, где |1〉, |2〉 — векторы

основного и возбуждённого состояний атома соответ-

ственно.

Первое слагаемое в (1) описывает взаимодействие

моды резонатора с двухуровневым атомом согласно

гамильтониану Джейнса−Каммингса с константой вза-

имодействия g :

V̂ = i~g
(

â†σ̂ − σ̂ †â
)

. (2)

Второе и третье слагаемые учитывают затухание ре-

зонаторной моды со скоростью κ/2 и спонтанный распад

атома со скоростью γ/2 соответственно. Последнее

слагаемое связано с некогерентной накачкой атома с

нижнего уровня |1〉 на верхний |2〉 со скоростью Ŵ/2.

Для описания работы одноатомного лазера введём

следующие три безразмерных параметра: r = Ŵ/γ —

скорость накачки, Is = γ/κ — коэффициент насыщения

и c = 4g2/κγ — константа связи (кооперативный пара-

метр).

2.1. Уравнения для усреднённых по фазе P-

и Q-распределений

Как было показано в [14,19,23], из уравнения (1) в

стационарном случае можно получить линейные одно-

родные дифференциальные уравнения с полиномиальны-

ми коэффициентами для усреднённых по фазе P- и Q-

распределений.

Так, для P-распределения это уравнение второго по-

рядка

2
∑

ν=0

p2−ν(I)P
(ν) (I) = 0, (3)

где принято обозначение P(ν) (I) ≡ dνP (I) /dIν и рас-

пределение зависит только от переменной интенсивно-

сти I = |z |2, являющейся квадратом модуля комплексно-

го числа z =
√

Ieiϕ .

Полиномы в (3) имеют вид

p0(I) = I2 (I − I0) ,

p1(I) = a12 (I − I−1) (I − I+1) ,

p2(I) = a22 (I − I−2) (I − I+2) , (4)

где корни полиномов I0, I±1,±2 и коэффициенты a12, a22

зависят от параметров лазера r , Is , c . Записи полиномов

в своем каноническом виде (a i0 + a i1I + a i2I
2) и явный

вид коэффициентов a ik приведены в Приложении 1.

Отметим, что одна из основных проблем, с которой

сталкиваешься при отыскании решения уравнения (3),

заключается в том, что отношение p1/p0 при I = 0

обращается в бесконечность как I−2 [28].

Дифференциальное уравнение для Q-распределения

будет уже пятого порядка:

5
∑

ν=0

q5−ν(I)Q
(ν) (I) = 0, (5)
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где полиномы

q0(I) = I2 (I − I00) ,

q1(I) = 3I (I − I11) (I − I12) ,

q2(I) = 3 (I − I21) (I − I22) (I − I23) ,

q3(I) = (I − I31) (I − I32) (I − I33) ,

q4(I) = b42 (I − I41) (I − I42) ,

q5(I) = b52 (I − I51) (I − I52) . (6)

Канонический вид этих полиномов также приведен

в Приложении 1.

2.2.
”
Полуклассическое“ решение. Параметр

Манделя Q f

В качестве реперных решений будем использовать

”
полуклассическое“ решение для стационарной внутри-

резонаторной интенсивности [1,12]:

I int =
Is

2

[

(r − 1) − (r + 1)2

c

]

(7)

и выражение для параметра Манделя Q f , полученное

нами при линеаризации уравнений Гейзенберга−Ланже-

вена [12,14] вблизи I int (7):

Q f =
〈n̂2〉 − 〈n̂〉2

〈n̂〉 =
r

[

(r − 1) − (r+1)2

c

]

− 3(r + 1)

2c
− 1, (8)

где n̂ = â†â — оператор числа фотонов.

Выражения (7), (8) справедливы, когда c > 8 и r

лежит между пороговым значением накачки r th и зна-

чением rq, соответствующим эффекту самотушения:

r th < r < rq,

r th = rmax −
c

2

√

1− 8/c,

rq = rmax +
c

2

√

1− 8/c,
(9)

где rmax = c/2− 1 значение накачки, при котором I int (7)
достигает своего максимума

Imax =
cIs

8
(1− 8/c) . (10)

Как показано нами ранее, лучшее совпадение аналити-

ческих решений (7), (8) с численными расчётами имеет

место в случае
”
хорошего“ резонатора Is ≫ 1.

2.3. Используемые условия

Теперь определим характерные значения параметров

лазера, при которых будем исследовать уравнения для

P- и Q-распределений.

Если специально не оговаривается, то будем считать,

что выполняются следующие условия:

cIs ≫ 8, c ≫ 8. (11)

Выполнение этих условий, которые будем назы-

вать условиями существования полуклассического реше-

ния (7), позволяет накопить большое число когерентных

фотонов в моде резонатора.

Выделим два возможных случая: 1) c > Is — случай

сильной связи
”
атом−поле“, когда связь атома с модой

резонатора сильнее, чем связь атома с резервуаром,

ответственным за его спонтанный распад; 2) c < Is —

обратный случай — случай слабой связи
”
атом−поле“.

”
Предельным“ случаям сильной и слабой связи

”
атом−поле“ будут соответствовать следующие пре-

дельные переходы: c → ∞ и Is → ∞.

Решение (8) предсказывает слабое субпуассоновское

поведение лазера1, которое имеет место для c > 200

вблизи значения r = c/5 (r th ≪ c/5 < rmax). В пределе

при c → ∞, Q f ≈ −0.05. Именно вблизи этих парамет-

ров P-распределение сильно проявляет свои квазиверо-

ятностные свойства [14,15].

3. P- и Q-распределения в условиях
существования полуклассического
решения

Пусть выполняется условие существования полуклас-

сического решения (11), тогда в уравнениях (3) и (5)

появляется большой параметр λ = cIs (см. коэффициен-

ты в Приложении 1, a22 (П2), b52 (П4)).

Введём характерный масштаб задачи Isc и перепишем

уравнения (3) и (5) через новую переменную x = I/Isc .

Тогда, уравнение для P-распределения принимает следу-

ющий вид:

x2 (x − x0) P(2)(x) − λα (x − x−1) (x − x+1) P(1)(x)

+ λIsc (x − x−2) (x − x+2) P(x) = 0,

(12)
где x0 = I0/Isc , x±1,2 = I±1,2/Isc и было учтено, что

a12 = −αλ, α = [1 + 3(r + 1)/2c] и a22 = λ.

1 В [12] все численные расчёты, подтверждающие выраже-

ния (7), (8), проводились с использованием именно уравнения (3),
которое позже было опубликовано нами в [14]. При этом в силу

квазивероятностных свойств P-распределения, область расчётов была

ограничена корнем I
−1. Именно поэтому субпуассоновость, которая

предсказывается выражением (8), обсуждается нами позже в [14,23].
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Уравнение для Q-распределения:

I−3
sc x2(x − x00)Q

(5)(x) + 3I−2
sc x(x − x11)(x − x12)

× Q(4)(x) + 3I−1
sc (x − x21)(x − x22)(x − x23)Q

(3)(x)

+ (x3 + I−3
sc b30)Q

(2)(x) + λI−1
sc

(

b̃32x2 + I−1
sc b̃31x

)

× Q(2)(x) + λβ(x − x41)(x − x42)Q
(1)(x)

+ λIsc (x − x51) (x − x52)Q(x) = 0,

(13)
где было учтено, что b42 = λβ, b52 = λ и

β = [2− 3(r + 1)/2c] и введены обозначения

b̃31 = b31/λ, b̃32 = b32/λ.

3.1.
”
Квадратичный“ характерный масштаб

3.1.1. Порождающее решение для
P-распределения

Зададим следующий характерный масштаб задачи

Isc = cIs/8 ≈ Imax (10), который будем называть
”
квад-

ратичным“, предполагая квадратичную зависимость

I int (7) от параметра накачки.

Анализируя полиномы в (12), можно показать, что

в интересующих нас условиях (11), в частности, когда

параметр накачки сопоставим с кооперативным парамет-

ром r ∼ c , корни полиномов x0, x±1,2 ∼ 1.

Как видно из (12), выделенный большой пара-

метр λ позволяет рассматривать уравнение для P-

распределения как уравнение с малым параметром при

старшей производной [25,29]. Отбрасывая в (12) член

с 1/λ, получаем порождающее уравнение, решение ко-

торого имеет вид

P0(I) =

{

N0(I−1 − I) f 1(I+1 − I) f 2eI/α, I 6 I−1,

0, I > I−1,
(14)

где N0 — нормировочная константа и был сделан пе-

реход обратно к переменной интенсивности I и корням

I±1, I±2. Показатели степени в (14):

f 1 =
(I−1 − I−2)(I−1 − I+2)

α(I−1 − I+1)
,

f 2 = − (I+1 − I−2)(I+1 − I+2)

α(I−1 − I+1)
. (15)

Решение (14) было получено нами ранее в [14]. По-

дробный анализ показал, что (14) хорошо согласуется с

численными расчётами практически во всём интервале

изменений параметра накачки от r ≪ r th до r ≫ rq

(см. раздел
”
Результаты расчётов. . .“).

Близкий результат был получен в работе [9]. Однако
решение (14), как показано в [14], более точно опи-

сывает поведение одноатомного лазера и может быть

использовано для более широкого диапазона значений

параметров лазера.

Отметим некоторые особенности коэффициентов

в уравнении (3) (или (12)):

(1) В случае хорошего резонатора Is ≫ 1, при выпол-

нении условий (9), (11), имеем следующие приближён-

ные равенства:

I0 ≈ I+1 ≈ I+2,

I−1 ≈ Is r/2α, I−2 ≈ I int,

(I−1 − I−2)
2

I−2 f 1

≈ α(I−1 − I−2)

I−2

≈ Q f . (16)

Здесь выражение для I−1 частично объясняет ограни-

ченность области определения (14) — невозможность

наблюдения поля с интенсивностью, большей чем Is r/2.

(2) В случае предельной сильной связи
”
атом−поле“,

т. е. при c → ∞, для корней полиномов имеем следую-

щие выражения:

I0 =
Is (r + 1) − 1

2
,

I±1 =
Is (2r + 1) − 1± |Is − 1|

4
,

I±2 =
Is r ±

√

(Is − 1)(Is − 3)

2
. (17)

3.1.2. Приближённое решение для

Q-распределения

В интересующих нас условиях (11) корни полиномов

и коэффициенты в уравнении (13) порядка единицы:

x00, x ik ∼ 1, I−3
sc b30, I−1

sc b̃31, b̃32 ∼ 1.

Расположение большого параметра λ в уравнении (13)
позволяет искать его приближённое решение, рассмат-

ривая следующее дифференциальное уравнение второго

порядка:

I−1
sc

(

b̃32x2+I−1
sc b̃31x

)

Q
(2)
0 (x)+β(x−x41)(x−x42)Q

(1)
0 (x)

+ Isc(x − x51)(x − x52)Q0(x) = 0.

(18)
Это уравнение соответствует порождающему уравне-

нию первого порядка для распределения P0 (14). Найти
решение уравнения (18), в случае произвольных пара-

метров лазера, затруднительно. В работе [23] в (18) был

отброшен член со второй производной, что частично

оправдывается связью между характерным масштабом

и большим параметром Isc = λ/8. Решение оставшегося

уравнения первого порядка даёт ожидаемый результат:

Q0(I) = N0 (I − I41)
g1 (I42 − I)

g2 e−I/β,

g1 = − (I41 − I51) (I41 − I52)

β (I41 − I42)
,

g2 =
(I42 − I51) (I42 − I52)

β (I41 − I42)
. (19)
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Здесь выражение в первой скобке всегда положитель-

но, так как I41 < 0. Экспонента в отличие от (14) убы-

вает (β > 0). Во второй скобке для интересующих нас

параметров лазера I42 ≈ Is r/2, что достаточно далеко от

области существенного изменения функции Q.

Решение (19) в отличие от решения (14) позволи-

ло описать слабое субпуассоновское поведение одно-

атомного лазера (Q f ≈ −0.05, для c > 200, r = c/5),
предсказанное линейной теорией (8) [12,14], а также

повторить основные результаты (см. раздел
”
Результаты

расчётов. . .“), полученные ранее с помощью (14).
В качестве наблюдения и здесь отметим поведение

корней полиномов в уравнении для Q-распределения.

Так, в интересующих нас условиях корни полиномов

в (18) удовлетворяют следующим приближённым равен-

ствам.

(1) В случае хорошего резонатора Is ≫ 1 при выпол-

нении условий (9), (11) имеем следующие приближён-

ные равенства:

I31 ≈ I ′31 = −b31

b32

≈ I42 ≈ I52,

I41 ≈ −Is r/4, I51 ≈ I int,

(I41 − I51)
2

I51g1

− 2 ≈ β(I51 − I41)

I51
− 2 ≈ Q f . (20)

(2) В случае предельной сильной связи
”
атом−поле“

(c → ∞) интересно сравнить корни, соответствующие

корням I±2 в (17):

I51 =
Is r −

√

(Is + 1)(Is + 3)

2
,

I52 =
Is r +

√

(Is + 1)(Is + 3)

2
. (21)

3.2. Линейный характерный
”
масштаб“

Для предельного случая c → ∞ необходимо выбрать

другой
”
масштаб“ задачи. Оценить его можно исходя

из решений (7), (8). Устремим в (7), (8) c → ∞,

получаем

I int (r, Is ) =
Is (r − 1)

2
, (22)

Q f (r) =
1

(r − 1)
. (23)

Отсюда видно, что в качестве характерного
”
масшта-

ба“ задачи можно выбрать величину Isc = Is r/2.

3.2.1. Порождающее решение для

P-распределения при c → ∞

Из оценки характерного масштаба задачи понятно,

что решением уравнения (12) будет найденная выше

функция (14), в которой во всех коэффициентах нужно

просто перейти к пределу c → ∞. Используя (17),
получаем

P0(I) =







N0

(

Is (r+1)−1

2
− I

) (

Is r
2
− I

)

Is −3
2 eI , I 6

Is r
2
,

0, I > Is r
2
.

(24)
Решение (24) на первый взгляд имеет достаточно про-

стую структуру, из которой, в частности, видно, когда P-

распределение может стать отрицательным. В самом де-

ле, при Is < 1 и r > (1− Is)/Is первая скобка в (24) ме-
няет свой знак на промежутке (0, Is r/2). Следовательно,
можно ожидать наличие субпуассоновской статистики.

3.2.2. Порождающее решение для
Q-распределения при c → ∞

Теперь рассмотрим уравнение (18). Переходя в нём

к пределу c → ∞ и переписывая его через переменную

интенсивности, получаем

(b̃31I + I2)Q
(2)
0 (I) + (b̃40 + b̃41I + 2I2)Q

(1)
0 (I)

+ (b̃50 + b̃51I + I2)Q0(I) = 0, (25)

b̃31 = −1

2
(Is (r + 1) + 1) ,

b̃40 = −1

4
(Is + 3) (Is(r + 1) + 1) ,

b̃41 = −1

2
(Is (2r + 1) + 1) ,

b̃50 =
1

4

(

I2s (r
2 − 1) − 4Is − 3

)

, b̃51 = −Is r.

Решение уравнения (25) (в отличие от (3))
можно искать стандартным способом в виде ря-

да Q0 = Iα
(

c0 + c1I + c2I
2 + . . .

)

с соответствующим

определяющим уравнением для α [28,29]. Или вос-

пользоваться интегральной связью между P- и Q-

распределениями [26,30]:

Q(I) =

∞
∫

0

P(I ′)e−(I′+I)I0
(

2
√

I ′I
)

dI ′, (26)

где In(x) — модифицированная функция Бесселя перво-

го рода.

Не вдаваясь в подробности, выпишем решение урав-

нения (25):

Q0(I)=N0I
1−ν
2

[

(Is r+2ν)√
2Is rI

Iν
(

√

2Is rI
)

+Iν+1

(

√

2Is rI
)

]

e−I,

(27)
где ν = (Is + 1)/2.
Отметим, что при решении уравнения второго поряд-

ка (25) получаются два независимых решения. А физи-

ческое решение (27) получается из суперпозиции этих

решений с условием ограниченности в нуле.
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Решения (24) и (27) впервые были получены и

исследованы в работе [10] на основе системы урав-

нений для вспомогательных вероятностей. Отметим,

что данные решения не учитывают такую особенность

одноатомного лазера как эффект самотушения, что уже

видно из (22) и (23).

Таким образом, в этом подразделе показано, что

случай предельной сильной связи
”
атом−поле“ (c → ∞)

содержится в решении (14). А сравнение друг с другом

уравнений (25) и (18) объясняет, почему решение (19)
не может перейти в решение (27) при c → ∞: отбра-

сывание второй производной в (18) не позволяет это

сделать. Это первый основной результат данной работы.

За более подробным анализом решений (24) и (27)
отправляем читателя к оригинальной работе. Здесь

для полноты изложения выделим три частных случая.

Первый случай, когда Is → 1, также рассмотренный

в [10], в котором P-распределение проявляет себя как

обобщённая функция. Второй случай — Is → 0, при

этом произведение Is r остаётся постоянным. Третий

случай — Is r ≪ 1.

3.2.3. Случай I s → 1

Устремим в выражении (24) Is → 1. На первый взгляд

получаем P0 = N0eI , но это ошибочный результат. Рас-

смотрим решение (24), переписав его следующим обра-

зом (только часть для I 6 Is r/2):

P0(I) = N0

(

Is − 1

2
+

Is r

2
− I

)(

Is r

2
− I

)

Is −3
2

eI

= N0

[(

Is r

2
− I

)ε

+ ε

(

Is r

2
− I

)ε−1]

eI , (28)

где ε = (Is − 1)/2.

Из (28) видно, что при ε → 0 второе слагаемое

в скобках можно рассматривать как слабый предел,

определяющий δ-функцию Дирака. Отсюда

P0(I) =

{

1
π(2er/2−1)

[

1 + δ
(

r
2
− I

)]

eI , I 6
r
2
,

0, I > r
2
.

(29)

где явно записан нормировочный множитель.

Устремляя в (27) Is к единице и используя инте-

гральную связь (26), легко убедиться в правильности

решения (29) с его ограниченной областью определения.

3.2.4. Случай I s → 0 при I s r = const

Устремим в решениях (24), (27) Is → 0, при этом

произведение Is r будем считать постоянным. Тогда

P0(I) = N0

(

Is r − 1

2
− I

)(

Is r

2
− I

)− 3
2

eI , (30)

Q0(I) = N0

[

Is r√
2Is rI

sh
(

√

2Is rI
)

+ ch
(

√

2Is rI
)

]

e−I .

(31)
Эти решения для случая Is r = 1 были проанализиро-

ваны нами ранее в [18,19].

3.2.5. Случай I s r ≪ 1

Разложим функции Бесселя в решении (27) в ряд по

малому параметру Is r и ограничимся членами первого

порядка малости, тогда

Q0(I) =
1

π(1 + Is + 2Is r)

[

1 + Is (r + 1) + Is rI
]

e−I .

(32)
Примечательность выражения (32) в том, что оно

явно раскрывает ферми-статистику, навязываемую ато-

мом полю резонатора. В самом деле, вычисляя с помо-

щью (32) средние значения операторов n̂ и n̂2, получаем

〈n̂〉 = π

∞
∫

0

IQ0(I)dI − 1 =
Is r

1 + Is + 2Is r
, (33)

〈n̂2〉 = π

∞
∫

0

I2Q0(I)dI − 3〈n̂〉 − 2 =
Is r

1 + Is + 2Is r
. (34)

Отсюда

〈(1n̂)
2〉 = 〈n̂2〉 − 〈n̂〉2 = 〈n̂〉 (1− 〈n̂〉) . (35)

Полученная дисперсия числа фотонов соответству-

ет флуктуациям числа частиц для идеального ферми-

газа [31,32]. Такое поведение одноатомного лазера обу-

словлено как рассматриваемым случаем предельной

сильной связи c → ∞, так и условием малого числа

фотонов в резонаторе 〈n̂〉 ≈ Is r ≪ 1. Выявление ферми-

евских черт в распределении числа фотонов является

вторым основным результатом данной работы.

3.3. Решения для P- и Q-распределений
при r ≪ r th, r ≫ rq

В случае когда параметр накачки много меньше

единицы, что эквивалентно неравенству r ≪ r th, или

много больше кооперативного параметра, что, в свою

очередь, эквивалентно r ≫ rq , решение (14) преобразу-

ется к виду

P0(I) =
1

π(a10/a20)
exp

(

− I

(a10/a20)

)

. (36)

Этот результат можно получить непосредственно

из уравнения (3), отбросив в полиномах все члены,

содержащие I, I2, I3, т. е. предполагая, что основные

изменения P-распределения происходят вблизи I ≈ 0.

Полученное выражение (36) описывает тепловое рас-

пределение фотонов в моде со средним числом фотонов

〈n̂〉 =
a10

a20

. (37)
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Для значений параметра накачки, лежащих ниже

порога r ≪ r th, и при условии, когда c > 8 и Is ≫ 1,

решение (37) даёт результат, полученный ранее в [9]:

〈n̂〉 ≈ r

1− r
. (38)

Таким образом и этот предельный случай содержится

в решении (14).

Для значений параметра накачки, лежащих выше

точки самотушения r ≫ rq, и при тех же условиях c > 8

и Is ≫ 1 решение (37) даёт следующий результат [14]:

〈n̂〉 ≈ c

r − c
. (39)

Выражения для среднего числа фотонов (38), (39) в

силу того, что они соответствуют тепловому распреде-

лению, представляют собой выражение для параметра

Манделя в соответствующих областях. Последний имеет

максимумы (см. раздел
”
Результаты расчётов. . .“), где

решения (38), (39) расходятся.

Соответствующее Q-распределение для r ≪ r th
и r ≫ rq получим из уравнения (5), также пренебрегая

в нём всеми членами с I, I2, I3 [23], тогда

b20Q
(3)(I) + b30Q(2)(I) + b40Q

(1)(I) + b50Q(I) = 0. (40)

Решение этого уравнения

Q (I) = N0 exp (aI) , (41)

где a является действительным корнем уравнения:

b20x
3 + b30x

2 + b40x + b50 = 0.

Среднее число фотонов даётся выражением

〈n̂〉 = −(a−1 + 1), которое для рассмотренных выше

случаев совпадает с (38), (39).

При r → 0,∞ корень a ≈ −1 , т. е. в этих предельных

случаях Q-функция (так же как и P-распределение (36))

описывает вакуумное состояния моды — Q (I) = e−I/π.

Интересно отметить, что решение (36) является ре-

шением уравнения (3) для случая предельного перехода

Is → ∞ (соответствующее решение имеет место и для

Q-распределения). Тогда, устремляя Is → ∞ в отноше-

нии a10/a20 в (36), получаем следующее значение для

среднего числа фотонов:

〈n̂〉 =
r

(1− r) + (r+1)2

c

. (42)

Из (42) явно видна отмеченная выше зависимость

〈n̂〉 от r , в случае когда r ≪ r th ≈ 1 или r ≫ rq ≈ c .

Заметим, что (42) справедливо не только в условиях

существования полуклассического решения c > 8, но и

в случае, когда c < 8 при произвольных значениях r .

3.4. Связь решений (14) и (19)
с полуклассической интенсивностью I int
и параметром Манделя Q f

Решения (14) и (19) описывают лазер в гораздо более

широком интервале значений параметров задачи, чем

решения (7), (8). Их можно использовать для значений

параметра накачки, лежащих вблизи порога, в допоро-

говой области, в области самотушения. Эти решения

описывают более правильно выход на насыщение и

переход к самотушению.

Можно явно показать, что выражения для полуклас-

сической интенсивности (7) и параметра Манделя (8)
входят и выводятся из решений (14) и (19) [14,23].
Пусть существенные изменения P-распределения про-

исходят вблизи значения переменной интенсивности

I = I int. Тогда, учитывая приближённые равенства (16),
предэкспоненциальный множитель в (14) записывается

приближено в виде

(

1− △I

△I int

) f 1

(I+1 − I) f 2 ≈ exp

[

f 1 ln

(

1− △I

△I int

)]

≈ exp

[

−△I − 1

2

(△I)2

I intQ f

]

,

(43)
где △I = I − I int, △I int = I−1 − I int и было учтено, что

f 2 ≈ 0, f 1 ≈ △I int ≈ I intQ f . Подставляя (43) в (14),
получаем

P0 (I) = N0 exp

[

− (I − I int)
2

2Dp

]

, (44)

где Dp = I intQ f играет роль дисперсии случайной ве-

личины I , а P0 теперь имеет неограниченную область

определения.

Отсюда среднее число фотонов и дисперсия числа

фотонов выражаются через полуклассические решения

следующим образом:

〈n̂〉 = π

∞
∫

0

IP0 (I) dI = I int, (45)

〈(1n̂)
2〉 = 〈n̂〉 + π

∞
∫

0

(I − 〈n̂〉)2 P0 (I) dI = 〈n̂〉 + Dp

= I int [1 + Q f ] .
(46)

Однако нужно отметить, что, когда Q f < 0
”
дисперсия“

становится отрицательной Dp < 0 и распределение (44)
со своей неограниченной областью определения теряет

смысл и не может быть использовано.

Аналогичным образом получаем такую же гаусcову

аппроксимацию и для Q-распределения (19):

Q0 (I) = N0 exp

[

− (I − I int)
2

2Dq

]

, (47)
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где Dq = 1 + I int(2 + Q f ) — дисперсия случайной вели-

чины I .

Видно, что Dq всегда положительна. Тогда для любых

возможных Q f справедливы выражения для средних

〈n̂〉 = π

∞
∫

0

IQ0 (I) dI − 1 = I int, (48)

〈(1n̂)2〉 = −(〈n̂〉 + 1) + π

∞
∫

0

(I − (〈n̂〉 + 1))2 Q0 (I) dI

= −(〈n̂〉 + 1) + Dq = I int [1 + Q f ] .
(49)

Таким образом, решение (47) в отличие от (44) может
описывать субпуассоновскую статистику, что и было

показано в [23].

4. Сравнение с обычным лазером

Добавим к предыдущему предельному переходу

c → ∞ неравенство Is ≫ 1. Тогда корни (17) упроща-

ются:

I0 = I+1 = I+2 =
Is(r + 1)

2
,

I−1 =
Is r

2
, I−2 =

Is (r − 1) + 2

2
, (50)

а решение (14) принимает вид

P0 (I) =







N0

(

Is r
2
− I

)

Is
2
−1

eI , I 6
Is r
2
,

0, I > Is r
2
.

(51)

Полученное выражение (51) совпадает с решением

для обычного лазера [26], P-распределение которого

также представлено неаналитической функцией:

Pcl (I) =







N0

(

A
2

BC
− I

)
A

B
−1

eI , I 6
A

2

BC
,

0, I > A
2

BC
.

(52)

Здесь A — линейный коэффициент усиления, B —

коэффициент самонасыщения и C — скорость затухания

моды резонатора (Приложение 2). И для лазера, работа-

ющего существенно выше порога, (52) даёт следующие

выражения для внутрирезонаторной интенсивности Icl и

параметра Манделя Qcl :

Icl =
A

B

(

A

C
− 1

)

, (53)

Qcl =
1

(

A

C
− 1

) . (54)

Отметим, что в рассмотренном здесь предельном

случае (c → ∞) выражения (53), (54) совпадают с

соответствующими выражениями для одноатомного ла-

зера (22), (23).

Внутрирезонаторная интенсивность (22) и параметр

Манделя (23) описывают поведение обычного лазе-

ра [26,33] с пороговым безразмерным значением накачки

r th = 1. Параметр Манделя Q f всегда положителен,

т. е. внутрирезонаторное поле является суперпуассонов-

ским. При r ≫ 1 Q f ≈ 0, т. е. статистика поля становится

пуассоновской.

Совпадение P-распределения (51) с соответствующим

распределением для обычного лазера (52) можно объяс-

нить следующим образом. Предельный переход c → ∞
может быть интерпретирован как увеличение числа ато-

мов в системе [34–36]. Условие Is ≫ 1 обеспечивает на-

копление большого числа когерентных фотонов в моде,

случайным образом покидающих её. Оба этих фактора

стирают индивидуальность атома, проявляющуюся уже

в решениях (7), (8).

Как отмечено в [26], неаналитичность Pcl (I) (52)
обусловлена наличием производных всех порядков от

Pcl (I, ϕ, t) по переменным I и ϕ (z =
√

Ieiϕ) в соответ-

ствующем нестационарном уравнении. Можно показать,

что в нашем случае вывод уравнения (3) также стал-

кивается с проблемой производных всех порядков. По-

этому, возможно, ограниченность области определения

решения (24) можно понимать так же, как и в случае

обычного лазера.

Таким образом, в этом разделе найдена и объяснена

связь между одноатомным лазером и обычном лазером

на макроскопическом числе излучателей. Это третий

основной результат данной работы.

5. Результаты расчётов. Переход
к беспороговому режиму

На рис. 1 представлены расчёты, выполненные с помо-

щью приближённого решения для P-распределения (14).
Видна характерная квадратичная зависимость среднего

числа фотонов в моде от параметра накачки. А также

два выраженных пика для параметра Манделя, свя-

занных с его поведением вблизи порогового значения

накачки и вблизи значения, соответствующего эффекту

самотушения. Для значений накачки выше r th и ниже

rq наблюдается хорошее согласие с полуклассическим

решением (7) и решением (8).

Основные зависимости на рис. 1 связаны с тем, что

увеличение безразмерной константы связи c влечёт за

собой как естественное увеличение числа фотонов в

моде резонатора, так и смещение значений rmax и rq .

Последнее связано с тем, что для разрушения более

сильной связи
”
атом−поле“ и

”
пленения“ атома в

возбуждённом состоянии необходимо приложить более

сильное некогерентное возбуждение атома.

Такие же графики можно получить и с помощью при-

ближённого решения для Q-распределения (19). Однако
для r ≪ r th и r ≫ rq решение (19) даёт неправильный

результат.
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Рис. 1. Среднее значение числа фотонов 〈n̂〉 (a , c) и параметр Манделя Q f (b, d) как функции параметра накачки r . Штриховая

линия — (14), (19). Серая сплошная линия — (7), (8).

На рис. 2, a сравниваются графики для параметра

Манделя Q f , построенного с помощью трёх реше-

ний (14), (19) и (41), в области классического порога

r th ≈ 1. Видно, что Q f , построенный с помощью (19),
при r → 0 возрастает до единицы вместо того, что-

бы стремиться к нулю, описывая вакуумное состоя-

ние. Такое нефизичное поведение связано с тем, что

при получении (19) в соответствующем порождающем

уравнении (18) было отброшено слагаемое, содержа-

щее вторую производную от Q-распределения.
”
Потеря“

именно этого слагаемого отличает решение (19) от

дающего правильный результат решения (14) для P-

распределения (см. текст после формулы (18)). Как

можно видеть из уравнения (40) для функции Q (его ре-

шение (41), также, как и решение (14), адекватно описы-

вает приближение к вакуумному состоянию моды), при
малых значениях переменной интенсивности слагаемым

со второй производной пренебрегать нельзя (b30 ∼ I2s ).
С другой стороны, найденное приближение (19) в силе

описать субпуассоновскую статистику фотонов рис. 2, b,

предсказанную решением (8).
Поведение лазера вблизи порога анализируется

на рис 3. Из расчётов следует, что переход к сильной

связи
”
атом−поле“ c > Is понижает характерный для

обычного лазера пороговый пик. На рис. 3, a ,b этот

переход осуществляется в режиме хорошего резонатора

Is ≫ 1. Видно, что полного исчезновения порога не

происходит даже в предельном случае сильной связи

c → ∞ (рис. 3, c).
Пороговый пик начинает исчезать полностью при

переходе к режиму
”
плохого“ резонатора Is ≈ 1. Объяс-

нить такое поведение можно раскрыв неравенства, соот-

ветствующие рассматриваемым режимам. Так, для силь-

ной связи c > Is при условии
”
хорошего“ резонатора

Is ≫ 1 выполняются следующие неравенства g > γ ≫ κ .

Вблизи порога Ŵ ≈ γ и среднее число фотонов в моде

мало 〈n̂〉 ≈ 1. Тогда на масштабе времени жизни фотона

τκ ∼ κ−1 будет происходить множество актов как коге-

рентного взаимодействия атома с модой, так и спонтан-

ного распада атома, обусловленного соответствующим

резервуаром. Усиливая связь c ≫ Is , пороговый пик

будет уменьшаться, но в силу сохраняющегося условия

Is ≫ 1 не исчезнет.

Переходя к режиму
”
плохого“ резонатора Is ≈ 1, име-

ем следующие неравенства: g ≫ γ ≈ κ . В этом случае

время жизни фотона будет практически совпадать с

временем жизни атома как на верхнем, так и на нижнем

уровнях. Это обеспечит некоторую упорядоченность
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”
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сильной связи
”
атом−поле“ c → ∞. Там, где не указана ссылка на формулу, используется решение (14) для (a , b) и решение (27)

для (c, d).

процесса взаимодействия фотона с атомом, что будет

приводить к субпуассоновской статистике, а следова-

тельно, к исчезновению порога.

Таким образом, понятно, что условием перехода к

беспороговому режиму работы одноатомного лазера

(генерирующего в режиме существования полуклассиче-
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ского решения (11)) не может являться лишь одно нера-

венство c ≫ Is [12]. Его необходимо уточнить, записав

c ≫ Is ≈ 1. Это четвёртый основной результат данной

работы.

На рис. 4 сравнивается поведение одноатомного ла-

зера на двух разных характерных масштабах задачи —

”
квадратичном“ и

”
линейном“. Из графиков видно есте-

ственное совпадение среднего числа фотонов для значе-

ний накачки вблизи порога и существенное расхождение

при выходе на насыщение.

В конце этого раздела отметим, что для рассматривае-

мой модели одноатомного лазера минимальное значение

параметра Манделя Q f = −0.15 [7,10,18]. Однако при

рассмотренных в данной статье условиях (11), как видно

из представленных результатов (рис. 2, b и рис. 3, d),
минимальное найденное значение параметра Манделя

Q f ≈ −0.05.

6. Заключение

Целью данной работы было рассмотреть все извест-

ные стационарные решения для одноатомного лазера с

одной позиции. Так, было показано, что в режиме суще-

ствования полуклассического решения в уравнениях для

усреднённых по фазе P- и Q-распределений появляется

большой параметр. Соответствующие порождающие ре-

шения этих уравнений содержат в себе все известные

стационарные решения, выявленные раннее.

Помимо этого в работе было получено несколько

новых результатов. Явно показано наличие фермиевских

черт в распределении фотонов для одноатомного лазера,

работающего в режиме предельно сильной связи и мало-

го числа фотонов в резонаторе. Найдены условия, когда

одноатомный лазер начинает генерировать как обычный

лазер, а соответствующие P-распределения совпадают.

Уточнены условия перехода к беспороговому режиму

работы одноатомного лазера в режиме существования

полуклассического решения. Для этого же режима обна-

ружено, что минимальное значение параметра Манделя

Q f ≈ −0.05.

Описанные в работе приближённые решения удаёт-

ся получить только благодаря большому параметру в

уравнениях: cIs ≫ 1. Для случая cIs ≈ 1, когда параметр

Манделя принимает своё наименьшее возможное для

данной модели значение Q f ≈ −0.15, приближённых

решений, как нам известно, пока не найдено.

В конце отметим, что интерес к задаче одноатомного

лазера и к родственным с ней проблемам [37–45], где

существенны эффекты, связанные с взаимодействием

квантового поля с одиночными излучателями, не исче-

зает. А с начала 2000-х гг. ранее чисто теоретические

задачи становятся и экспериментальными, нацеленными

на практические применения [46–58], в частности, в

задачах, связанных с квантовыми сетями [59] и их

безопасностью [60].

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Приложение 1

Запись полиномов (4) через коэффициенты a ik :

p0(I) =
(

a02I
2 + a03I

3
)

,

p1(I) =
(

a10 + a11I + a12I
2
)

,

p2(I) =
(

a20 + a21I + a22I
2
)

. (П1)
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Коэффициенты a ik :

a02 =
1

2
[1− Is (r + 1)] , a03 = 1;

a10 =
cI2s r

4
[1− Is(r + 1)] ,

a11=
1

4

[

9−2Is(6(r +1)+c) + I2s (3(r +1)2+c(4r +2))
]

,

a12 =
1

2
[7− Is (3(r + 1) + 2c)] ;

a20 =
1

4

[

6− Is (11(r + 1) + 3c) + 2I2s (3(r + 1)2 + 2c)

+ cI3s (r + 1)

[

(r − 1) − (r + 1)2

c

]]

,

a21 =
1

2

[

3− 4Is (r + 1)−I2s (2cr − (r + 1)2)
]

, a22=cIs .

(П2)

Запись полиномов (6) через коэффициенты bik :

q0(I) =
(

b02I
2 + b03I3

)

,

q1(I) =
(

b11I + b12I2 + b13I
3
)

,

q2(I) =
(

b20 + b21I + b22I2 + b23I
3
)

,

q3(I) =
(

b30 + b31I + b32I2 + b33I
3
)

,

q4(I) =
(

b40 + b41I + b42I2
)

,

q5(I) =
(

b50 + b51I + b52I2
)

. (П3)

Коэффициентов bik :

b02 = −1

2
[1 + Is (r + 1)] , b03 = 1;

b11=−3 [1+Is(r +1)] , b12=
1

2
[7−3Is(r +1)] , b13=3;

b20 = −3 [1 + Is (r + 1)] ,

b21 =
1

4

[

−21− 26Is (r + 1) + 3I2s (r + 1)2
]

,

b22 = −3 [−4 + Is(r + 1)] , b23 = 3;

b30 =
1

2

[

−15− 8Is (r + 1) + 3I2s (r + 1)2
]

,

b31 = −1

2
Is

[

c(1+Is(r + 1))−(r + 1)(−13+3Is(r +1))
]

,

b32 =
1

2
[23 + Is (2c − 7(r + 1))] , b33 = 1;

(П4)

b40 =
1

4

[

−24 + Is(r + 1− 3c) − I3s (r + 1)(c + (r + 1)2)

+ I2s (8(r + 1)2 − c(3r + 4))
]

,

b41 =
1

4

[

15− 2Is (c + 10(r + 1)) + I2s (5(r + 1)2

− 2c(2r + 1))
]

,

b42 =
1

2
[7 + Is(4c − 3(r + 1))] ;

b50 =
1

4

[

−6 + Is(5(r + 1) − 3c) + I3s (r + 1)

× (c(r − 1) − (r + 1)2) + I2s (2(r + 1)2 − 4c)
]

,

b51=
1

2

[

3−4Is(r +1)+I2s((r + 1)2−2cr)
]

, b52=cIs .

Приложение 2

P-распределение для обычного лазера Pcl удовле-

творяет следующей системе дифференциальных уравне-

ний [26]:

A

(

∂

∂I
I − ∂

∂I
I
∂

∂I

)

M (I) = C
∂

∂I
(IPcl (I)) ,

[

1− B

A

(

I
∂

∂I
− I

)]

M (I) = Pcl (I) , (П5)

где M (I) — вспомогательная функция вероятности. Па-

раметры лазера: A — линейный коэффициент усиления,

B — коэффициент самонасыщения и C — скорость

затухания моды резонатора. A и B могут быть пере-

писаны через константу связи атом-поле g , атомные ре-

лаксационные константы γ⊥, γ‖ и эффективную скорость

накачки ra : A = 2g2ra/(γ⊥γ‖), B = 4g2
A/(γ⊥γ‖).

Из системы уравнений (П5) достаточно легко полу-

чить одно замкнутое уравнение для Pcl . Опуская элемен-

тарные преобразования, получаем следующее дифферен-

циальное уравнение второго порядка:

2
∑

ν=0

p̃2−ν(I)P
(ν)
cl (I) = 0, (П6)

где полиномиальные коэффициенты имеют вид

p̃0(I) =
(

ã01I + ã02I
2 + ã03I

3
)

,

p̃1(I) =
(

ã10 + ã11I + ã12I
2 + ã13I

3
)

,

p̃2(I) =
(

ã20 + ã21I + ã22I
2
)

. (П7)
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Коэффициенты ã ik равны

ã01 = A
3,

ã02 = AB (A− C) ,

ã03 = −B
2
C;

ã10 = A
3,

ã11 = A
(

AC− 3BC−A
2
)

,

ã12 = B
(

2AC− 2BC−A
2
)

,

ã13 = B
2
C;

ã20 = A
(

AC−BC−A
2
)

,

ã21 = 2ABC,

ã22 = B
2
C. (П8)

Решение уравнения (П6) даётся неаналитической

функцией (52) [26].
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