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Аналитически выведен и численно исследован аналог критерия фон Неймана для смены типа (регулярного
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Переход от маховского отражения косых скач-

ков уплотнения (например, скачка j1, показанного

на рис. 1, a) в установившемся газовом течении к ре-

гулярному отражению, как правило, описывается крите-

рием фон Неймана, полученным еще в 1940-х годах [1].
При выполнении критерия фон Неймана падающий ( j1),
отраженный ( j2) и главный, или маховский ( j3), скачки
составляют в тройной точке (T ) так называемую стаци-

онарную маховскую конфигурацию (СМК). Маховский

скачок j3 в тройной точке СМК является прямым (нор-
мальным к набегающему потоку), а его интенсивность J3

(отношение статических давлений за скачком и перед

ним) описывается соотношением

J3 = Jm(M) = p3/p = (1 + ε)M2 − ε. (1)

Здесь M и p — число Маха и статическое давление

набегающего потока, ε = (γ − 1)/(γ + 1), где γ — по-

казатель адиабаты газа. Далее pi и Ti — статическое

давление и температура газа за скачком j i , а J i — интен-

сивность i-го скачка (отношение статических давлений

за скачком и перед ним). Интенсивность J1 = p1/p
падающего скачка, удовлетворяющего критерию фон

Неймана, традиционно определяется из уравнения [2,3]:

3
∑

n=0

AnJn
1 = 0, (2)

где

A = 1− ε,

A2 = −
[

(1 + ε − ε2 + ε3)M2 + (1− ε)(1− ε + ε2)
]

,

A1 = ε
[

(1 + ε)M2 + 1− ε
][

(1− ε)M2 − 2 + ε
]

,

A0 = (1− ε)(M2 − 1)
(

(1 + ε)M2 − ε
)

.

Соотношение (2) выводится в [2,3] из системы урав-

нений, выражающих условия равенства давлений и
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Рис. 1. Графическое описание стационарной маховской кон-

фигурации. a – схема течения в окрестности тройной точки;

b — решение задачи на плоскости ударных поляр (число Маха

набегающего потока M = 5). Пояснение в тексте.
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Рис. 2. Интенсивности главных (маховских) и падающих скачков при γ = 1.4. Кривые 1 и 2 — главный и падающий скачки

в нереагирующем газе; 3a−3f — главный скачок при энерговыделении, составляющем 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 критической

величины соответственно; 3g и 3h — главный скачок при энергопоглощении, составляющем 0.1 и 0.2 критической величины;

4a−4f — главный скачок при отсутствии выделения или поглощения энергии и γ3 = 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 1.7, 1.9 соответственно;

5a−5f — падающий скачок при энерговыделении, составляющем 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 критической величины соответственно;

5g и 5h — падающий скачок при энергопоглощении, составляющем 0.1 и 0.2 критической величины; 6a−6f — падающий скачок

при отсутствии выделения или поглощения энергии и γ3 = 1.1, 1.2, 1.3, 1.5, 1.7 1.9 соответственно.

сонаправленности потоков на сторонах тангенциального

разрыва τ за СМК:

J1J2 = J3 = Jm(M), β1 − β2 = 0,

которые записываются также в виде

31 + 32 = 33, β1 − β2 = 0,

допускающем графическое решение задачи на плоскости

ударных поляр (рис. 1, b). Здесь 3i = ln J i , а βi — угол

поворота потока на скачке j i (рис. 1, a), связанный с

интенсивностью скачка и числом Маха M перед ним

соотношением [2]:

tan βi =

√

(1 + ε)M2−ε−J i

J i + ε

(1− ε)(J i − 1)

(1 + ε)M2 − (1− ε)(J i − 1)
.

(3)

Связь (3) между интенсивностями скачков СМК и

углами βi поворота потока отображена на плоскости

ударных поляр при γ = 1.4 (рис. 1, b). Сердцевидная

кривая I показывает эту зависимость для падающих

скачков, а ее верхняя точка m соответствует главному

скачку j3 в потоке нереагирующего газа. Кривые II и

IIa выражают аналогичные зависимости для отражен-

ных скачков при различных интенсивностях падающего

скачка (и, следовательно, параметрах течения за ним),
соответствующих точкам N и 1S на поляре I. Кривые

IIIa−III f соответствуют энерговыделению на главном

скачке, равному соответственно 15, 30, 45, 60, 75 и 90%

от максимальной величины ϕ̄cr it .

Кривые 1 и 2 (рис. 2) показывают соответствен-

но интенсивности главного и падающего скачков

J3 = Jm(M) и J1(M), отвечающих критерию фон Ней-

мана для течения инертного газа, полученные из

уравнения (2) при γ = 1.4 (ε = 1/6). Следует отме-

тить, что СМК существуют только при M > Ma , где

Ma =
√

(2− ε)/(1 − ε) = 1.483, и являются граничны-

ми для устойчивого маховского отражения при M > Mb,

где число Маха Mb = 2.202 определяется алгебраи-

ческим уравнением четвертой степени, известным из

работы [3].

Согласно современным моделям сверхзвуковых тече-

ний с маховским отражением [4–7], критерий фон Ней-

мана (образование СМК) соответствует стремящейся к

нулю высоте h скачка j3 (рис. 1, a) и, следовательно,

непрерывному переходу от маховского к регулярному

отражению падающего скачка j1.
Многие параметры потоков в областях 2 и 3 (рис. 1, a)

за отраженным и главным скачками, разделенными

тангенциальным разрывом τ , существенно различны.
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На рис. 3 показаны отношения давлений торможения

I(p0) = p02/p03 (кривая 1) и температур I(T) = T3/T2

(кривая 2) на сторонах тангенциального разрыва τ за

тройной точкой СМК в зависимости от числа Маха

набегающего потока двухатомного совершенного газа.

В пределе (M → ∞) статические давления и температу-

ры за главным и отраженным скачками СМК отличаются

многократно [3]:

lim
M→∞

I p0 =

[

1 + 2ε − 2ε3 + ε4 + (1− ε)D
2ε(2 − ε)

]
1+ε
2ε

= 69.72,

lim
M→∞

IT =
1 + 2ε − 2ε3 + ε4 + (1− ε)D

2ε(2 − ε)
= 3.363,

D =
√

(1 + ε)2 − ε(1 − ε)
[

2(1 + ε)(2 − ε) − ε3(1− ε)
]

.

Существенные различия параметров течения за трой-

ной точкой могут быть использованы, например, в ре-

активном двигателестроении [8,9]. Относительно малые

потери полного давления позволяют использовать поток,

заторможенный в системе косых скачков, по схеме клас-

сического воздушно-реактивного двигателя. На сильном

маховском скачке потери полного давления очень высо-

ки, но многократно больший рост температуры может

инициировать детонацию реакционноспособной смеси,

благодаря чему возможно применение этой части тече-

ния по схеме прямоточного детонационного двигателя.

Эффективное разделение потоков (недетонирующе-

го — за отраженным, сдетонировавшего — за ма-

ховским скачком) требует установить (численно или

аналитически) высоту тройной точки, форму исходящего

тангенциального разрыва, а также условия перехода от

маховского отражения к регулярному. Первые опыты

расчета и применения приближенно-аналитических мо-

делей при наличии скачков с энерговыделением [10]
показывают, что импульсное энерговыделение на по-

верхности главного скачка не только увеличивает его

высоту, но и приводит к смещению критерия фон

Неймана в сторону более слабых падающих скачков.
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Рис. 3. Отношения давлений торможения (кривая 1) и

температур потоков (кривая 2) на тангенциальном разрыве за

тройной точкой.

Возникает маховское отражение скачков, которые в

течениях без энерговыделения отражаются только ре-

гулярно. Обратное (в сторону более сильных падающих

скачков) смещение критерия фон Неймана сопутствует

энергопоглощению на главном скачке (при затратах

на возбуждение колебательных степеней свободы или

диссоциацию молекул). Изменение показателя адиабаты

смеси также смещает условия смены типа отражения.

Помимо применения в перспективных детонацион-

ных устройствах установление критерия фон Неймана

для высокоскоростных течений реагирующих газовых

смесей позволит более корректно избежать маховского

отражения с сопутствующим ростом аэродинамического

сопротивления, потерями полного давления в воздухоза-

борниках и падением тяги воздушно-реактивного двига-

теля. Кроме того, управление параметрами регулярного

и маховского отражения сильных ударных волн спо-

собствует оптимизации механического действия взрыва,

трансляционного воздействия спутного потока на пе-

реносимые им объекты, которое существенно различно

на сторонах возникающих тангенциальных и контактных

разрывов [11].
Согласно [12] и [13], применение модели Чепмена–

Жуге к прямому или косому скачку, рассматриваемо-

му как стационарная детонационная волна, приводит к

следующей зависимости между интенсивностью J этого

скачка и углом β поворота потока на его поверхности:

|β| = arctg

[

(J − 1)
√

F − 1

γM2 − (J − 1)

]

,

F =
2γM2

[

(γ − γ3) + (γ − 1)
(

(J − 1) − (γ3 − 1)ϕ̄
)]

(γ − 1)(J − 1)
[

(γ3 + 1)(J − 1) + 2γ3
] ,

(4)
где γ — показатель адиабаты газовой смеси перед

скачком, γ3 — за ним. Импульсное энерговыделение ϕ,

отнесенное к единице массы смеси, характеризуется без-

размерной величиной ϕ̄ = ϕ/(p/ρ) = γϕ/
[

(γ − 1)c pT
]

,

которая конечна, определяется химическим составом

газовой смеси и не зависит явно от числа Маха потока.

Соотношение (4) является следствием условий

Чемпена–Жуге в форме [13]:

[

ρVn
]

= 0,
[

Vτ

]

= 0,
[

ρV 2
n + p

]

= 0,
[

h0

]

= ϕ,

примененной к скачку j3 как к стационарной детонаци-

онной волне, и применимо только в условиях адекват-

ности этой модели детонации происходящим на скачке

процессам. Здесь ρ, p и h0 — плотность, давление и пол-

ная энтальпия на сторонах скачка, Vn и Vτ — нормальная

и тангенциальная по отношению к скачку составляющие

скорости потока, ϕ — импульсное энерговыделение,

отнесенное к единице массы газовой смеси, а квадрат-

ными скобками обозначена разность соответствующих

величин на поверхности перед скачком и за ним.

Применение формулы (4) к прямому скачку j3 с энер-
говыделением, инициированным высокой температурой

Письма в ЖТФ, 2026, том 52, вып. 1
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за ним, определяет его интенсивность:

aJ2
3 + bJ3 + c = 0, (5)

где

a = ε(1 − ε), b = −ε(1− ε3)
[

(1 + ε)M2 + 1− ε
]

,

c = ε3
[

(1− ε2)M2 − ε(1− ε) + 2ε(1 + ε)ϕ̄M2
]

,

ε3 = (γ3 − 1)/(γ3 + 1).

Физически обоснованное решение уравнения (5) имеет

вид

J3=
(1−ε3)[(1+ε)M2+1−ε]

2(1− ε)
+

√

εh−8ε2(1− ε2)ε3M
2ϕ̄

2ε(1 − ε)
,

h = ε
[

(1 + ε)(1 − ε3)M
2 + (1− ε)(1 + ε3)

]2

− 4ε3M
2(1− ε2)(1− εε3). (6)

Соотношение (6) наглядно показывает уменьшение

интенсивности скачка j3 при ϕ̄ > 0. Вместе с ней

монотонно уменьшается интенсивность скачка j1 —

происходит смещение критерия фон Неймана в сторону

более слабых падающих скачков.

Степень ослабления главного скачка, соответству-

ющего критерию фон Неймана, при положительном

импульсном энерговыделении показана кривыми 3a−3f,

а степень его усиления при теоретически возможном

энергопоглощении — кривыми 3g и 3h на рис. 2 (в срав-

нении с кривой 1, построенной для инертного газа).
Если положить, что γ = γ3, то соотношение (6) пре-

образуется к виду, еще более наглядно показывающему

смещение критерия фон Неймана при энерговыделении

в сторону более слабых скачков:

J3 =
(1 + ε)M2 + 1− ε

2
+

(1 + ε)(M2 − 1)

2

×
√

1− 8εM2ϕ̄

(1− ε2)(M2 − 1)2
. (7)

Кривые 3a−3f показывают изменение интенсивности

главного скачка при γ = γ3 = 1.4 и удельном энерговы-

делении ϕ̄, составляющем определенную часть критиче-

ской величины

ϕ̄cr it =[ε(1 + ε)2(1− ε3)
2M4 + 2(1− ε2)

× (ε − 2ε3 + εε23)M
2 + ε(1 − ε)2(1 + ε3)

2]

× [8εε3(1− ε2)M2]−1.

Значение ϕ̄cr it — максимальное безразмерное энер-

говыделение за стационарной детонационной волной

при данном числе Маха M набегающего течения. Если

ϕ̄ > ϕ̄cr it , детонационная волна j3 начинает движение

вверх по потоку, обусловленное слишком большим

импульсным энерговыделением за ее поверхностью [14].
Энерговыделение при детонации реакционноспособных

смесей обычно сопоставимо с критическим. Увеличение

скорости полета (числа Маха набегающего потока)

увеличивает критическое энерговыделение, допустимое

для существования стационарных волн.

При γ = γ3 максимальное энерговыделение выра-

жается зависимостью ϕ̄cr it = [(1− ε2)(M2 − 1)2]/8εM2.

Интенсивность главного скачка описывается

соотношениями

J3=Jcr it =
(1−ε3)[(1+ε)M2+1−ε]

2(1−ε)
=

1−ε3

1−ε

Jm(M)+1

2
,

J3 = Jcr it = [(1 + ε)M2 + 1− ε]/2

при изменении или сохранении показателя адиабаты

соответственно (последний случай отображен кривой 3f

на рис. 2). Изменение интенсивности J3 при отрица-

тельном энерговыделении (энергопоглощении), равном

−0.1ϕ̄cr it и −0.2ϕ̄cr it , показано на рис. 2 кривыми 3g

и 3h.

Вывод об уменьшении главного скачка при наличии

импульсного энергоподвода и увеличении показателя

адиабаты полностью соответствует решению задачи на

плоскости ударных поляр (рис. 1, b). В частности, кри-

вые IIIa−III f , соответствующие условию (4) при γ = γ3
и энерговыделении, составляющем определенную часть

максимальной величины ϕ̄cr it , имеют верхние точки,

соответствующие прямым скачкам с энерговыделени-

ем и расположенные существенно ниже точки m на

”
обычной“ поляре I. Аналогичная картина наблюдается

при γ3 > γ . При ϕ̄ = ϕ̄cr it детонационная поляра вырож-

дается в точку (*), после чего исчезает.

Согласно (7), при больших числах Маха интенсив-

ность главного скачка как при наличии, так и при от-

сутствии энерговыделения описывается соотношением

limM→∞(J3/M
2) = (1 + ε)(1 − ε3)/(1− ε), отражающим

влияние изменения показателя адиабаты газовой смеси.

Степень влияния отклонения показателя адиабаты

газовой смеси от начального значения γ = 1.4 на ин-

тенсивность J3 главного скачка при ϕ̄ = 0 показана на

рис. 2 соответственно кривыми 4a−4c и кривыми 4d−4f.

Из рис. 2 видно, что уменьшение показателя адиабаты

(сопутствующее экзотермическим реакциям при детона-

ции) несколько смещает зависимость J3(M) в сторону

более высоких интенсивностей (кривые 4a−4c), что

отчасти (но не полностью) компенсирует детонацион-

ное энерговыделение. Уменьшение показателя адиабаты

при ϕ̄ = 0 не только смещает зависимость J3(M) вниз

(кривые 4d−4f), но и приводит к отсутствию решения

при малых числах Маха: решение для J3(M) существует

лишь при M > Mcr it , где числа Маха Mcr it определяются
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зависимостью

Mmin =

√

[

2ε3 − ε − εε23 + 2
√

ε3(ε3 − ε)(1 − εε3)
]

/[γε(1 − ε3)2]

при ϕ̄ = 0 или из уравнения

εγ2(1− ε3)
2M4

min − 2γ(2ε3 − ε − εε23 + 4εε3ϕ̄)M2
min

+ ε(1 + ε3)
2 = 0

при ненулевом энерговыделении. Таким образом, на

интенсивность главного и отраженного скачков воз-

действуют два противоположно направленных фактора.

Уменьшение интенсивности J3 при ϕ̄ > 0 (детонация)
отчасти компенсируется ее ростом из-за сопутствую-

щего уменьшения показателя адиабаты газовой смеси.

Напротив, высокотемпературные явления с ϕ̄ < 0 неред-

ко сопровождаются увеличением показателя адиабаты

(диссоциация многоатомных молекул).
Интенсивность J1 падающего скачка, соответствую-

щая образованию СМК, является монотонной функци-

ей интенсивности J3 (увеличивается или уменьшается

вместе с ней). Обобщенный критерий фон Неймана

определяется в виде зависимости J1(M) путем совмест-

ного решения уравнения (5) относительно J3 = J1J2 и

уравнения
3

∑

n=0

CnJn
2 = 0, (8)

где

C3 =
[

(1 + εJ1)J1M
]2
, C2 = −J1(1 + εJ1)x2,

C1 = (1 + ε)(J1 + ε)
(

1 + (1 + 2ε)J2
1

)

M4

− x1M
2 + (1− ε)(J1 + ε)(J1 + 1)(J1 − 1)3,

C0 = −(1 + ε)(J1 + ε)
(

(1 + 2ε)J1 − ε
)

M4

+ x0M
2 − (1− ε)(J1 + ε)2(J1 − 1)2,

x2 = (1 + ε)(J1 + ε)M4 +
(

ε(2 − ε)J2
1 − ε(1 − 2ε)J1

+ 2(1− ε2)
)

M2 − (1− ε)(J1 + ε)(J1 − 1)2,

x1 = 2
(

1 + ε(1−ε)
)

J4
1 − 2(1 − 2ε2)J3

1 − ε(4 − ε − 2ε2)J2
1

+ 2ε(1 − ε)J1 − (1− 2ε2),

x0 = 2(1 + ε − ε2)J3
1 − (2− 6ε2 + ε3)J2

1

− 2ε(1− ε)(1 + 2ε)J1 + ε(1− 2ε2),

связывающего интенсивности падающего и отраженного

скачков [15]. Соотношение (8) является следствием

условия нулевого суммарного угла поворота потока на

падающем и отраженном скачках СМК

β1 − β2 = 0,

в котором углы поворота потока на скачках связаны с

их интенсивностями соотношениями вида (3), а число

Маха M1 потока перед вторым скачком определяется

согласно [2,3]:

M1 =
√

[

(J1 + ε)M2 − (1− ε)(J2
1 − 1)

]

/
[

J1(1 + εJ1)
]

.

Результант (определитель матрицы Сильвестра) си-

стемы (5), (8), полученный исключением величины J2,

приводит к алгебраическому уравнению вида

f (M2, J1, ε, ε3, ϕ̄) = 0 (9)

десятой степени относительно J1 и пятой степени отно-

сительно M2. При γ3 = γ и ϕ̄ = 0 уравнение (9) сводится
к виду (2), определяющему

”
классический“ критерий

фон Неймана.

На рис. 2 представлены кривые 5a−5h, отображаю-

щие решения уравнения (9): интенсивности J1 падаю-

щих скачков при γ3 = γ = 1.4 и различных значениях

импульсного энерговыделения (ϕ̄ > 0, кривые 5a−5f)
или энергопоглощения (ϕ̄ < 0, кривые 5g и 5h). Их

сравнение с кривой 2, построенной для течения нере-

агирующего газа, подтверждает, что при положительном

энерговыделении критерий фон Неймана существенно

смещается в сторону более слабых, а при отрицатель-

ном — в сторону более сильных падающих скачков.

Кривые 6a−6f на рис. 2 демонстрируют решения (9)
при отсутствии импульсного энерговыделения (ϕ̄ = 0),
но при наличии уменьшения (кривые 6a−6c) или увели-

чения (кривые 6d−6f) показателя адиабаты газовой сме-

си по сравнению с первоначальным значением (γ = 1.4).
Их сравнение с

”
классической“ кривой 2 свидетель-

ствует о том, что уменьшение показателя адиабаты на

главном скачке при умеренных и больших числах Маха

ведет к увеличению
”
фон-неймановских“ значений J1, а

рост значения γ3 — к их уменьшению. Однако смещение

кривых 6a−6f от кривой 2 существенно меньше, чем

аналогичное смещение кривых 5a−5h; следовательно,

именно импульсное энерговыделение является превали-

рующим фактором, влияющим на обобщенный критерий

фон Неймана.

Согласно данным рис. 4, угол σ1 наклона падающего

скачка, связанный с его интенсивностью соотношением

J1 = (1 + ε)M2 sin2 σ1 − ε,

уменьшается за счет удельного энергоподвода на вели-

чину до 6−8◦. Изменение показателя адиабаты газовой

смеси смещает угол σ1 на величину до 2−3◦ . При

больших числах Маха этот угол падения описывается

асимптотой, не зависящей от величины ϕ̄:

σ = arcsin
√

C/(1 + ε),

(1− ε)3C3 − (1− ε)(2 + ε + εε3 − 3ε2 + ε2ε3)C
2

+ (1− ε2)(1 + ε − 4ε2 + 2ε2ε3 + ε3 − ε3ε3)C

− ε(1− ε3)(1 + ε)2(1− 2ε + εε3) = 0,
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Рис. 4. Углы наклона падающих скачков, соответствующих

”
классическому“ (кривая 1) и обобщенному (кривые 2а–2h)
критериям фон Неймана при γ = γ3 = 1.4. Кривые 2a–2f —

падающий скачок при энерговыделении, составляющем 0.1, 0.2,

0.4, 0.6, 0.8, 1.0 критической величины соответственно; 2g и

2h — падающий скачок при энергопоглощении, составляющем

0.1 и 0.2 критической величины.

которая при γ3 = γ становится известной из [3] для газа

без превращений

σ= arcsin

√

1+ε−ε2+ε3+
√

1−2ε+3ε2+4ε3−ε4−2ε5+ε6

2(1− ε2)
.

Аналогичные изменения претерпевает угол β1 поворота

потока на падающем скачке в переходной конфигурации,

определяемый соотношением (3) при J = J1, ϕ̄ = 0 и

γ3 = γ .

Вывод об ослаблении падающих скачков,

соответствующих критерию фон Неймана, за счет

выделения энергии и увеличения показателя адиабаты

газа на главном скачке наглядно демонстрируется на

плоскости ударных поляр (например, путем смещения

соответствующей точки на поляре I из положения N в

”
классическом“ случае в положение 1S при максимально

возможном энерговыделении, см. рис. 1, b).
Подробный анализ решений (9), их возможной

неустойчивости и нереализуемости, особенно при

малых и умеренных числах Маха, подлежит отдельному

исследованию.

Таким образом, нами получены аналитические

соотношения, определяющие обобщенный критерий

фон Неймана — условия существования тройной

конфигурации с прямым главным скачком, если на этом

скачке происходит импульсное выделение или поглоще-

ние энергии, а также изменение химического состава

высокотемпературной газовой смеси или высокотемпе-

ратурные эффекты реального газа, приводящие к смене

показателя адиабаты. Установлено, что энерговыделение

и увеличение показателя адиабаты заметно смещают

критерий фон Неймана в сторону более слабых, а об-

ратные явления — в сторону более сильных падающих

скачков по сравнению с
”
классическим“ случаем. Полу-

ченные соотношения качественно описывают смещение

критерия фон Неймана в рамках модели стационарной

детонации Чепмена−Жуге, но, возможно, подлежат

численному анализу и уточнению с использованием

более современных моделей газовой детонации.
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