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Введение

Многомодовый сжатый свет [1] является ключевым

ресурсом при создании квантовых коммуникационных

сетей [2,3] в квантовых вычислениях на непрерывных

переменных [4,5], а также в квантовой криптографии [6].
Применение такого света позволяет увеличить точность

методов квантовой метрологии [7,8], спектроскопии [9]
и измерения времени [10]. Кроме того, сжатый свет

используется для повышения чувствительности детекто-

ров гравитационных волн [11] ввиду его способности

уменьшать вакуумный шум, препятствующий измере-

нию небольших отклонений в плечах интерферометра-

детектора.

Наиболее часто используемым способом получения

сжатых состояний света является спонтанное пара-

метрическое рассеяние света — SPDC (spontaneous
parametric down-conversion), при котором один высоко-

энергетичный фотон накачки распадается в нелинейном

кристалле на два фотона сигнальной и холостой мод

при выполнении условий фазового и волнового синхро-

низмов. Этот процесс позволяет проводить генерацию

неклассического излучения как в импульсном, так и

в непрерывном режимах. Сжатый свет получают при

помощи различных оптических схем, таких как опти-

ческие параметрические генераторы и различные инте-

гральные схемы [12]. Использование разных установок

позволяет управлять как пространственно-временными

характеристиками, так и модовой структурой генерируе-

мого излучения [13–17]. Это обеспечивает необходимую

гибкость в получении различных квантовых свойств

света, удовлетворяющих требованиям эксперимента или

конкретным прикладным задачам.

Экспериментально и теоретически было показано,

что оптический параметрический генератор с синхрон-

ной накачкой — SPOPO (synchronously pumped optical

parametric oscillator), схема которого изображена на

рис. 1, генерирует многомодовое квадратурно-сжатое

излучение [18,19]. Во временном представлении по-

лученное с помощью SPOPO излучение представля-

ет собой последовательность эквидистантных фемтосе-

кундных импульсов. Каждый такой импульс является

линейной комбинацией независимых широкополосных

квадратурно-сжатых мод. В частотном представлении

спектр генерируемого света можно представить в виде

набора частотных гребенок, каждая из которых отвечает

выделенному квантовому параметрическому осциллято-

ру. Получаемое излучение обладает рядом уникальных

свойств, которые делают его востребованным для реше-

ния ряда квантово-оптических задач.

Одной из таких задач является синхронизация уда-

ленных атомных часов, при проведении которой исполь-

зуются короткие оптические импульсы с уменьшенным

шумом в квадратурах [20,21]. Другим применением

сжатого света является измерение спектральных свойств

частотной гребенки, где он позволяет превзойти стан-

дартный квантовый предел при измерении средней энер-

гии, центральной частоты, а также спектральной полосы

пропускания сверхбыстрых импульсов [22]. Кроме того,

наличие квантовых корреляций между частотными мо-

дами позволяет получать на их основе многочастичные

квантово-запутанные кластерные состояния, которые ис-
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Рис. 1. Принципиальная схема оптического параметрического

генератора с синхронной накачкой (SPOPO). Поле накачки (си-
ним) входит в резонатор через полупрозрачное зеркало, затем

попадает на нелинейный χ(2)-кристалл, в котором происходит

генерация сигнального поля (красным).

пользуются в качестве ресурса для однонаправленных

квантовых вычислений [23,24] и квантовых сетей на

основе оптических измерений [25–27].
Процесс генерации квадратурно-сжатого света в нели-

нейном кристалле подвержен влиянию множестве фак-

торов, включая параметры и структуру используемого

резонатора, геометрию самого кристалла и свойства

внутрирезонаторной среды. Детальное понимание про-

цесса генерации света в SPOPO важно для обеспе-

чения эффективного управления характеристиками его

излучения, увеличения степени сжатия и последующих

преобразований излучения в различных приложениях.

В данной работе рассматривается генерация многомо-

дового сжатого света при наличии нескомпенсированной

дисперсии групповых скоростей в резонаторной полости

SPOPO. Основной задачей является изучения влияния

квадратичной дисперсии на среднее число фотонов в

параметрических световых модах. Работа организована

следующим образом. Сперва мы кратко обсудим модель

генерации сигнального излучения в SPOPO, предло-

женную в [28]. Затем установим параметры, задающие

свойства системы при ее численном моделировании.

И, наконец, рассчитаем, как дисперсия групповых ско-

ростей влияет на распределение фотонов по модам

излучения.

Параметрические моды в SPOPO

Генерация света в SPOPO во временном представле-

нии описывается следующим образом.

Импульс накачки проходит в полость резонатора че-

рез полупрозрачное зеркало, коэффициенты отражения

и пропускания которого равны R и T соответственно,

и попадает на нелинейный кристалл, где происходит

процесс спонтанного параметрического рассеяния фо-

тонов накачки в пары сигнальных фотонов с меньшей

энергией. В данной работе мы рассматриваем случай

вырожденной параметрической генерации в одну про-

странственную и одну поляризационную моды поля. При

этом будем считать, что излучение накачки не под-

держивается резонатором. По достижении сигнальным

импульсом входного зеркала часть импульса покидает

резонатор, в то время как остаток продолжает движение

и вновь попадает на кристалл синхронно с прибытием

следующего импульса накачки, что делает процесс гене-

рации более эффективным.

По мере распространения в резонаторной среде сиг-

нальные импульсы подвергаются воздействию диспер-

сии групповых скоростей, что приводит к их дис-

персионному уширению. Описанная квантовая систе-

ма может быть промоделирована при помощи уравне-

ния Гейзенберга-Ланжевена, описывающего эволюцию

квантово-механического оператора медленно меняющей-

ся амплитуды сигнального импульса Â(t, T ), циркулиру-
ющего внутри резонатора. В пределе слабого нелиней-

ного преобразования и при малой величине дисперсии

групповых скоростей искомое уравнение принимает сле-

дующий вид [28]:

∂Â(t, T )

∂T
=

(

−γ

2
+ i1− iD

∂2

∂t2

)

Â(t, T )

+
1

2

∫

G(t, t′)Â†(t′, T )dt′ +

√

γ

TR
Âin(t, T ). (1)

Оператор Â(t, T ) медленной амплитуды сигнального

поля подчиняется стандартным бозонным коммутацион-

ным соотношениям:

[

Â(t, T ), Â†(t′, T ′)
]

= TRδ(t − t′)δ(T − T ′).

Медленная временная переменная T описывает эволю-

цию импульса на временах много больших, чем время

обхода резонатора TR , а оператор Â(t, T = NTR) задает

амплитуду импульса после N обходов резонатора. Ввиду

ухода части импульса через полупрозрачное зеркало,

в резонаторе происходит распад сигнального поля со

скоростью γ/2 = (1−
√
R)/TR . Используемая модель

также учитывает наличие отстройки 1 =
√
Rk(ω0)δL/TR

центральной частоты сигнального поля от резонанса.

Динамика параметрического процесса описывается ин-

тегральным ядром G(t, t′), которое определяется геомет-
рией и нелинейными свойствами кристалла, дисперсией,

а также временными и пространственными свойствами

поля накачки [28]. Параметр D =
√
Rk ′′(ω0)L/(2TR) за-

дает величину дисперсии групповых скоростей в резона-

торной среде. Кроме того, через входное зеркало в резо-

натор проникает вакуумное поле, описываемое операто-

ром Âin(t, T ). Таким образом задается ланжевеновский

шум, единственная отличная от нуля корреляционная

функция которого имеет вид

〈Âin(t, T )Âin †(t′, T ′)〉 = TRδ(t − t′)δ(T − T ′).

Поле на выходе системы связано с полями внутри

и снаружи резонатора через стандартное соотношение

вход-выход:

Âout(t, T ) + Âin(t, T ) =
√

γTRA(t, T ).
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Было показано [18,29], что для ряда эксперимен-

тальных условий собственные функции ядра G(t, t′)
описываются полиномами Эрмита-Гаусса:

sn(t) =
in

√

τs2nn!
√
π
Hn(t/τs )e

−t2/2τ 2
s ,

где τs — ширина на полувысоте гауссовой (фунда-
ментальной) моды во временном представлении. На-

бор функций {sn(t)} является полным, что позволяет

использовать его в качестве базиса для разложения

сигнального поля внутри резонатора [30–32]:

Â(t, T ) =
∑

n≥0

ân(T )sn(t),

где коэффициенты разложения {ân(T )}
являются бозонными операторами рождения и

уничтожения фотонов в параметрических модах:
[

ân(T ), â†
n(T

′)
]

= TRδn,mδ(T − T ′).
Разложение (2) позволяет перейти к системе диф-

ференциальных уравнений, описывающих эволюцию ам-

плитуд ân(T ) параметрических мод излучения:

∂ ân(T )

∂T
=

(

− γ

2
+ i

(

1−Cn,n

)

)

ân(T ) +
λn

2
â†

n(T )

− i
∑

m 6=n

Cn,mâm(T ) +

√

γ

TR
â in

n (T ), (3)

где λn — вещественное собственное значение парамет-

рического ядра, соответствующее собственной функции

sn(t). Согласно (1) коэффициенты Cn,m определяются

как интеграл перекрытия параметрических мод следу-

ющего вида:

Cn,m = D
∫ +∞

−∞

s∗n (t)
∂2

∂t2
sm(t)dt. (4)

Свойства полиномов Эрмита-Гаусса позволяют заклю-

чить, что связанными в системе (3) являются только

амплитуды мод, номера которых имеют одинаковую чет-

ность, причем величина связи задается вещественными

коэффициентами:

On,mτ
2

s = −2n − 1

2
δn,m

−
√

(n − 1)n

2
δn−2,m −

√

(n + 1)(n + 2)

2
δn+2,m,

где On,m — интеграл перекрывания мод в (4).
Таким образом, излучение в резонаторе SPOPO мо-

жет рассматриваться как совокупность связанных пара-

метрических мод, каждая из которых характеризуется

следующим набором величин: оператором амплитуды

ân(T ), параметрической накачкой λn, отстройкой от ре-

зонанса 1n = 1−Cn,n, коэффициентом потерь γ , а также

оператором ланжевеновского шума f̂ n(T ) =
√

γ

TR
â in

n (T ).

При этом амплитуды параметрических мод излучения на

выходе системы задаются соотношением [28]:

âout
n (T ) + â in

n (T ) =
√

γTR ân(T ).

Среднее число фотонов
в параметрических модах

В [28] было показано, что получить решение систе-

мы (3) можно в частотном представлении, используя

подход, аналогичный теории возмущений. Так, предпо-

лагая, что вызванная дисперсией групповых скоростей

связь мод достаточна мала, можно получить решение

порядка K по коэффициентам связи в следующем виде:

âout
n (�) = Wn(�) f̂ n(�) + Vn(�) f̂ †

n(�) +

K
∑

k=1

ĥ(k)
n (�),

где

ĥ(k)
n (�) =

∑

m1

· · ·
∑

mk

[

Um1,...mk (�) f̂ mk (�)

Vm1,...mk (�) f̂ †
mk

(−�)
]

.

Здесь коэффициенты Wn(�), Um1,...mk (�) и Vm1,...mk (�)
зависят от выбранной конфигурации накачки в парамет-

рических модах, геометрии резонатора и нелинейного

кристалла.

Ключевым свойством данных функций является их

пропорциональность коэффициентам связи мод Cn,m,

устанавливаемая следующим правилом:

Un(�),Wn(�),Vn(�) ∝ C0
nm;

Um1,m2 ...mk (�),Vm1,m2 ...mk (�) ∝ Cm1,m2
Cm2,m3

. . .Cmk−1,mk ,

их явный вид приведен в [28].
В данной работе мы вычислим средние числа фотонов

в параметрических модах и исследуем их зависимость от

величины дисперсии групповых скоростей:

nn(T ) = 〈âout †
n (T )âout

n (T )〉

=
1

2π

x
d�d�′e−i(�−�′)T 〈âout †

n (�)âout
n (�′)〉.

Используя решение (5) и учитывая корреляционные

свойства ланжевеновских членов можно записать иско-

мый коррелятор 〈âout †
n (�)âout

n (�′)〉 для выходного поля

в следующем компактном виде:

〈âout †
n (�)âout

n (�′)〉 =
γTR

2π
S(�)δ(�−�′).

Тогда среднее число фотонов в моде задается интегра-

лом

nn(T ) =
γTR

2π

∫

d� S(�) = nn.

Эта величина не зависит от времени. Таким образом,

рассчитывая функцию S(�), можно получить среднее

число фотонов в моде с номером n в произвольном по-

рядке теории возмущений. Так, вклад нулевого порядка

по коэффициентам связи имеет вид

S(0)(�) = γ
∣

∣Vn(�)
∣

∣

2
.
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Рис. 2. Распределение среднего числа фотонов в первых четырех четных параметрических модах излучения при различных

значениях дисперсии групповых скоростей, рассчитанные во втором (синий), четвертом (оранжевый) порядках теории возмущения

по коэффициентам связи. В модах с номерами 0 и 2 происходит равнозначное параметрическое усиление: λ0/γ = λ2/γ = 0.33.

Рассматриваемые значения дисперсии: a — Cn,m/γ = 0, b — Cb,n/γ = 0.10On,mτ
2

s , c — Cn,m/γ = 0.25On,mτ
2

s .

Члены второго порядка малости:

S(2)(�) = γ
∑

m 6=n

{

V ∗
n (�)Vn,m,n(�)

+ V ∗
n,m(�)Vn,m(�) + Vn(�)V ∗

n,m,n(�)
}

.

Члены четвертого порядка малости:

S(4)(�) =

= γ
∑

m 6=n

∑

m′ 6=n

∑

p6=m,m′

{

V ∗
n (�)Vn,m′,p,m,n(�)

+ V ∗
n,m(�)Vn,m′,p,m(�) + V ∗

n,m,p(�)Vn,m′,p(�)

+ Vn,m(�)V ∗
n,m′,p,m(�) + Vn(�)V ∗

n,m′,p,m,n(�)
}

,

и так далее. Все вклады нечетного порядка по Cn,m

в величину nn(T ) заведомо равны нулю. В данной

работе мы ограничимся рассмотрением членов вплоть

до четвертого порядка малости и численно покажем,

что данное рассмотрение позволяет получить удовле-

творительный результат для большей части допустимых

значений дисперсии.

Численное моделирование

Мы будем использовать параметры SPOPO, согла-

сованные с экспериментальной работой [19]. Так, мы

будем считать, что полная ширина на полувысоте фун-

даментальной моды равна 8.5 nm, что соответствует

длительности τs = 67 fs. Коэффициенты затухания в мо-

дах равны γ/2π = 3MHz, а период импульсов накачки

T−1
R = 76MHz. Значение дисперсии групповых скоро-

стей, будет задаваться варьированием величины D в (4).
Величина дисперсии, соответствующая эксперименталь-

ным параметрам, задается как Cn,m/γ = 0.25On,mτ
2

s .

Кроме того, будем считать, что импульсы накачки и

свойства нелинейной среды подобраны таким образом,

0.2

0

0.2 0.50.40

0.1

0.4

0.3

(2
π

/γ
T

) 
· 
n

R
n

0.1 0.3
C  /γn, m

Рис. 3. Распределения среднего числа фотонов в первых четы-

рех четных параметрических модах излучения при различных

значениях дисперсии групповых скоростей, рассчитанные во

втором (штриховые линии), четвертом (сплошные линии) по-

рядках теории возмущений по коэффициентам связи. Накачка

мод равномерна и равна λ0/γ = λ2/γ = 0.33. Цветом обозна-

чены различные моды излучения: нулевая (синим), вторая

(желтым), четвертая (фиолетовым), шестая (зеленым).

что параметрически возбуждается только определенный

набор мод из рассматриваемых N первых.

На рис. 2 представлено распределение фотонов в

параметрических модах в системе, в которой поддер-

живается первые семь мод Эрмита-Гаусса. В дальней-

шем при проведении моделирования результатов мы

будем полагать, что отстройка от резонанса в системе

отсутствует, т. е. 1 = 0, если не оговорено обратное.

Накачку считаем устроенной таким образом, что па-

раметрическое усиление происходит только в модах с

номерами 0 и 2. При этом величина накачки задается

как λ0/γ = λ2/γ = 0.33, что соответствует сжатию в

6 dB при отсутствии дисперсии в материале кристалла.

Можно видеть, что в случае, когда дисперсия отсут-
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Рис. 4. Распределения среднего числа фотонов в первых четырех четных модах излучения при учете различных дисперсионных

эффектов: без дисперсии (a), учет дисперсионной отстройки мод (b), учет дисперсионной связи мод (c), учет обоих

эффектов (d). Расчет производился во втором (штриховые линии) и четвертом (сплошные линии) порядках теории возмущений

по коэффициентам связи. Накачка мод равномерна и равна λ0/γ = λ2/γ = 0.33. Цветом обозначены различные моды излучения:

нулевая (синим), вторая (желтым), четвертая (фиолетовым), шестая (зеленым).

ствует (рис. 2, a), среднее число фотонов одинаково в

модах с номерами 0 и 2. При этом остальные моды,

которые потенциально поддерживаются в резонаторе,

остаются в вакуумном состоянии. Картина меняется

при наличии дисперсии групповых скоростей, которая

приводит к отстройке параметрических мод от резонанса

и их линейной связи. Так, среднее число фотонов в во

второй моде становится меньше, чем в фундаментальной

(рис. 2, b). Этот эффект обусловлен дисперсионно инду-

цированной связью второй моды с модой с номером 4,

которая описывается коэффициентом C24. Ввиду того,

что C02 < C24, вторая параметрическая мода отдает

больше фотонов в четвертую, в которой нет накачки,

чем забирает из фундаментальной моды, поэтому сред-

нее число фотонов в фундаментальной моде начинает

превосходит остальные. Кроме того, при учете слага-

емых четвертого порядка малости по коэффициентам

связи происходит дополнительная перекачка фотонов из

четвертой параметрической моды в шестую (рис. 2, b, c).
При этом ввиду еще более возросшей величины этой

связи процентное соотношение обмена фотонами между

рассматриваемым модами становится еще более значи-

тельным. Причем данный эффект усиливается с ростом

величины дисперсии, что хорошо заметно при сравнении

рис. 2, b и c.

Более полная картина, отображающая распределение

среднего числа фотонов по модам излучения в зависи-

мости от величины дисперсии, изображена на рис. 3.

Режим накачки выбран такой же, как на рис. 2. Стоит

отметить, что при изменении величины параметрическо-

го усиления как в большую, так и в меньшую стороны,

вид зависимости на рис. 3 не меняется. Такие мани-

пуляции могут привести только к соответствующему

увеличению или уменьшению шкалы по вертикальной

оси. Также видно, что при увеличении дисперсии ко-

личество фотонов в параметрических модах монотонно

уменьшается. Этот эффект объясняется увеличением

отстройки мод от резонанса при увеличении дисперсии

и, как следствие, менее эффективным параметрическим

возбуждением мод. Кроме того, при некотором значении

дисперсии количество фотонов в шестой моде излу-

чения превосходит таковое в четвертой моде, т. е. ве-

личина дисперсионно-индуцированной связи возрастает

настолько, что четвертая мода начинает отдавать фотоны

быстрее, чем получать их от соседней накачиваемой

моды.
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На рис. 4 представлено число фотонов в параметри-

ческих модах в зависимости от отстройки резонатора 1.

При нулевой величине дисперсии спектр среднего числа

фотонов в накачиваемых модах излучения представляет

собой лоренцов контур, что представлено на рис. 4, a.

Дисперсия групповых скоростей приводит к возникнове-

нию двух связанных процессов: отстройке параметриче-

ских мод от резонанса и возникновению дисперсионно-

индуцированной связи между ними. Влияние этих двух

процессов на число фотонов в параметрических модах

проанализировано на рис. 4, b и c по отдельности. Так,

на рис. 4, b видно, что при отсутствии связи мод общая

структура спектра не меняется. Однако ввиду появ-

ления в каждой моде дополнительной дисперсионно-

индуцированной отстройки, выражаемой величиной Cn,n,

резонанс в различных накачиваемых модах достигается

при разных значениях отстройки 1. В то же время, при

учете только связи между параметрическими модами

картина спектра становится существенно более сложной

(рис. 4, c), но сохраняет симметричность относительно

значения 1 = 0. При этом наблюдается существенное

расхождение между решениями второго и четвертого

порядков по коэффициентам связи, вероятно обуслов-

ленное фундаментальными ограничениями используемо-

го теоретического подхода, что может свидетельствовать

об ограничении применяемой теории возмущений. На

рис. 4, d показано распределение числа фотонов при

одновременном учете обоих процессов, обусловленных

наличием дисперсии. Видно смещение и искажение

лоренцева контура для каждой параметрической моды.

Причем решения второго и четвертого порядков в дан-

ном случае существенно отличаются и даже достигают

отрицательных значений, что сигнализирует о необхо-

димости дальнейших исследований в этой области для

обеспечения управления характеристиками генерируе-

мого излучения.

Заключение

Изучено влияние дисперсии групповых скоростей в

резонаторе оптического параметрического генератора с

синхронной накачкой на распределение среднего чис-

ла фотонов по модам излучения. Теоретическая часть

проведенного исследования основывалась на двух ос-

новных методах. Во-первых, мы использовали подход,

позволяющий представить поле в качестве набора соб-

ственных мод процесса спонтанного параметрическо-

го рассеяния [30–32], между которыми в присутствии

дисперсии наблюдается линейная связь. Во-вторых, в

качестве метода решения построенных ранее уравнений

эволюции поля мы использовали метод, аналогичный

построению теории возмущений по коэффициентам свя-

зи уравнений, описывающих эволюцию квантовых па-

раметрических осцилляторов [28]. В результате было

получено выражение, характеризующее среднее число

фотонов в каждой параметрической моде, вплоть до

произвольного наперед заданного порядка малости по

коэффициентами связи мод. На основе этого выражения

был проведен анализ распределения числа фотонов

по модам излучения и его зависимость от различных

параметров задачи. В том числе было установлено, что

с ростом дисперсии суммарное число фотонов в пара-

метрических модах уменьшается, что вызвано отстрой-

кой мод от резонанса и уменьшением эффективности

параметрического процесса. Кроме того, учет дисперсии

приводит к перераспределению фотонов по исследуемым

модам излучения ввиду наличия вышеупомянутой связи

параметрических мод. При этом общая картина такого

перераспределения не зависит от величины усиления,

имеющего место в системе. Также нужно отметить, что

дисперсия существенно влияет на распределения числа

фотонов по модам при наличии отстройки от резонанса.
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