
Письма в ЖТФ, 2025, том 51, вып. 14 26 июля

03

Влияние шумов с различными спектрами на устойчивость течений
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Численно исследовано воздействие двух видов шума с различающимися спектрами на устойчивость те-

чения вязкой несжимаемой жидкости во вращающемся сферическом слое. Рассматривается неустойчивость,

приводящая к образованию вторичного течения с парой вихрей Тейлора. Шум вносится в течение путем

добавления к постоянной средней скорости вращения внутренней сферы случайных во времени флуктуаций

с нулевым средним значением. Установлено, что при равных амплитудах разным видам спектра шума

соответствуют разные значения предела устойчивости.
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Течения в природе и технических системах, как пра-

вило, подвержены воздействию внешнего шума [1]. Шум

также может использоваться при получении энергии из

волновых и ветровых потоков [2]. Наклон спектра шума

в логарифмических координатах (см., например, рис. 1)
принято представлять как 1/ f α , в природных системах

случайные во времени флуктуации часто аппроксимиру-

ются
”
цветным“ шумом [3,4] с диапазоном изменения

0 < α < 2 [5]. Такой шум в динамических системах

может вызывать бифуркации и переходы к хаосу [6,7].
В сферическом течении Куэтта (СТК) — течении вязкой

несжимаемой жидкости между коаксиально расположен-

ными сферами, которое вызвано вращением границ, —

добавление шума с равными амплитудами, но с раз-

личными видами спектра приводит к генерации средних

течений различной интенсивности [8,9]. В случае добав-

ления белого шума с α = 0 [10,11] генерация средних

течений в СТК сопровождается уменьшением значений

критических чисел Рейнольдса, соответствующих преде-

лу устойчивости. Вопрос о влиянии шума со спектрами

с α 6= 0 на положение предела устойчивости течений в

СТК в работах [8,9] не рассматривался и пока не изучен,

что и определяет цель настоящей работы. Исследуется

хорошо изученная ранее при стационарных граничных

условиях как экспериментально, так и численно [12,13]
неустойчивость так называемого основного течения в

тонком сферическом слое δ = (r2 − r1)/r1 = 0.11, r1
и r2 — радиусы внутренней и внешней границ со-

ответственно. До потери устойчивости в меридиональ-

ной плоскости течения от полюса до экватора на-

блюдается только меридиональная циркуляция. После

потери устойчивости формируется вторичное течение,

в котором меридиональная циркуляция оттесняется от

экватора симметричными относительно оси вращения

и плоскости экватора вихрями Тейлора. Условия их

формирования изучались не только в случае стацио-

нарного вращения, но и при периодической модуляции

скорости вращения [14–16]. Изотермические течения

вязкой несжимаемой жидкости описываются уравнени-

ями Навье−Стокса и неразрывности

∂U

∂t
=U× rotU−grad

(

p
ρ

+
U

2

2

)

−ν rotrotU, divU = 0,

U — поле скорости, p — давление, ρ — плотность, ν —

кинематическая вязкость жидкости в слое. На границах

слоя ставятся условия прилипания и непротекания,

далее они записаны в сферической системе координат

с радиальным (r), полярным (θ) и азимутальным (ϕ)
направлениями

uϕ(r = rk) = �k(t)rk sin θ,

ur(r = rk) = 0, uθ(r = rk) = 0, k = 1, 2,

k = 1 — внутренняя сфера, k = 2 — внешняя, uϕ , ur ,

uθ — соответственно азимутальная, радиальная и поляр-

ная компоненты скорости, �1 и �2 — угловые скорости

вращения границ. Численный метод решения основан

на конечно-разностной схеме дискретизации уравнений

Навье−Стокса по пространству и полунеявной схеме

Рунге−Кутты третьего порядка точности для интегри-

рования по времени [17,18]. Расчеты проведены при

размерных параметрах, близко соответствующих усло-

виям проведения экспериментов [12]: ν = 5 · 10−5 m2/s,

r2 = 0.15m, r1 = 0.1351m. Общее количество узлов

5.4 · 103 при двумерных (2D) расчетах с условиями

симметрии относительно оси вращения и плоскости

экватора и 8.64 · 104 при трехмерных (3D) расчетах

и отсутствии указанных выше условий симметрии.

В 2D-расчетах дискретизация по пространству проводи-

лась с уменьшением размера ячеек вблизи границ по
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Рис. 1. a — спектры флуктуаций скорости вращения. 1 — с наклоном α = 1, 2 — с наклоном α = 2. Черные прямые линии —

аппроксимация спектров. b — спектры флуктуаций компонент кинетической энергии: Eϕ (1, 2), Eψ (3, 4); α = 1 (1, 3) и 2 (2, 4).
N = 0.06, Re1 = 1000.

r , в 3D-расчетах — с уменьшением размера ячеек не

только по r вблизи границ, но и по θ вблизи экватора.

Отношение максимального размера ячейки к минималь-

ному в первом случае составляло 4, во втором — 2. На

таких сетках в пограничном слое в зависимости от числа

Рейнольдса расположено от 6 до 9 узлов, что достаточно

для разрешимости пограничного слоя. Сходимость ре-

зультатов 2D-расчетов по мере увеличения количества

узлов расчетной сетки приведена в таблице.

Здесь

Kϕ = Eϕ/(�1r1)
2, Kψ = Eψ/(�1r1)

2,

Eϕ =

∫

u2
ϕ(r, θ, t), Eψ =

∫

(

u2
r (r, θ, t) + u2

θ(r, θ, t)
)

,

Eϕ и Eψ — соответственно азимутальная и ме-

ридиональная компоненты кинетической энергии те-

чения, а Kϕ и Kψ — их нормированные значе-

ния. Исследовались нестационарные течения, вызванные

вращением внутренней границы �(t j) = �0 + Nrn( j),
внешняя сфера неподвижна. Значение средней угло-

вой скорости �0 соответствовало числам Рейнольд-

са Re1 = �0r21/ν от 1000 до 1500, N — амплитуда

шума, N = 1
�0

√

1
K−1

K
∑

j=1

(

�(t j) −�0

)2
, rn( j) — псевдо-

случайное число из последовательности длиной K со

стандартным нормальным распределением и нулевым

средним значением, j — счетчик шагов по времени.

Шаг по времени выбирался постоянным 1t = 0.01 s, что

обеспечивало от 153 до 229 шагов по времени за один

оборот сферы, K = 30 000. В алгоритме [17,18] имеется
возможность контроля величины шага в ходе расчетов,

но нами после предварительных расчетов выбиралась

такая величина 1t, при которой контроль шага не менял

его значение. Постоянное значение 1t позволяет со-

хранить в расчетах заданные значения наклона спектра

и/или амплитуды шума. Продолжительность каждого

Зависимость нормированных величин азимутальной (Kϕ) и ме-

ридиональной (Kψ) компонент кинетической энергии течения

от количества узлов расчетной сетки G в 2D-расчетах

(Re1 = 1000, N = 0.06, α = 2)

G · 10−3 Kϕ Kψ

0.864 0.325188 0.000935

3.456 0.325133 0.000925

4.374 0.325118 0.000922

5.400 0.325108 0.000920

6.144 0.325103 0.000919

варианта расчета с шумом составляет 600 s = 2K1t .
За первые 300 s расчета система выходит на статисти-

чески стационарное состояние, осредненные величины

вычисляются по результатам расчетов за последующие

300 s. Начальными данными при расчетах с шумом

служили результаты расчета без шума в течение не

менее 500 s. Использовалось два вида шума: с наклонами

спектра α = 1 и 2, в расчетах с одним значением

α использовалась одна и та же последовательность

случайных чисел. Так же как и в [9], последовательность
чисел rn рассчитывалась для выбранного вида спектра

заранее. Способы получения таких последовательностей

представлены, например, в [5].
В присутствии шума течение становится нестацио-

нарным во времени, но остается симметричным от-

носительно экватора и оси вращения [9]. Рассмотрим

сначала свойства нестационарных устойчивых течений,

в которых вихри Тейлора отсутствуют. На рис. 1 пред-

ставлены полученные при 2D-расчетах спектры величин

�(t), Eϕ(t), Eψ(t) при различных α. Так же как и в

случае сонаправленного вращения сферических границ

в широких слоях [9], наклон спектров �(t) α мень-

ше наклона спектров Eϕ(t) αϕ , и для рассматривае-

мых значений α выполняется соотношение αϕ−α ∼ 1

Письма в ЖТФ, 2025, том 51, вып. 14
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Рис. 2. Распределение величины V в меридиональной плоскости течения при N = 0.04, Re1 = 1000. α = 1 (a) и 2 (b). Цветной

вариант рисунка представлен в электронной версии статьи.

(рис. 1, а). В отличие от [9] наклон спектров Eψ(t) αψ
при частотах менее 1Hz зависит от α: αψ−α ∼ 0.77

(рис. 1, b). Добавление шума приводит к генерации

средних течений [8–10], которую будем рассматривать

на примере изменения относительной азимутальной ско-

рости течения V = uϕN/uϕ, где uϕN — азимутальная

скорость течения в присутствии шума. Распределение

V в меридиональной плоскости устойчивого течения

показано на рис. 2. Видно, что при α = 1 и 2 распре-

деления V качественно подобны: в почти вертикальном

слое, параллельном оси вращения и соприкасающемся

с внутренней сферой, изменения скорости минимальны.

Скорость V уменьшается в направлении оси вращения

и внешней сферы и увеличивается в направлении к

плоскости экватора и внешней сферы. Таким образом,

при смещении по меридиональному углу в направлении

от экватора к оси вращения прирост скорости под

действием шума непрерывно снижается. Вместе с тем

есть и отличия: при α = 2 (рис. 2, b) площадь областей

течения, соответствующих максимальному изменению

скорости, больше, чем при α = 1 (рис. 2, a). С учетом

того, что вблизи плоскости экватора значения азиму-

тальной скорости на порядок выше, чем в приполярной

области, обнаруженная разница указывает на более

интенсивную генерацию средних течений под влиянием

шума с бо́льшим наклоном спектра (α = 2). Это пол-

ностью соответствует полученным ранее результатам

для течений в широких слоях, вызванных вращением

границ в одном и том же направлении [9], в соответствии
с которыми увеличение значений α приводит к более

интенсивной генерации средних течений под действием

шума.

В экспериментах [12] при стационарных граничных

условиях потеря устойчивости течением в тонком слое

(δ = 0.1096) с формированием пары вихрей Тейло-

ра вблизи экватора происходила при значении числа

Re1c = 1225. Гистерезис не был обнаружен, точность

определения числа Рейнольдса составляла ±12. В рас-

четах [12] с условиями симметрии относительно оси

вращения и экватора также получено Re1c = 1225, но

только при условии добавления конечных возмущений.

Как показано далее, добавление возмущений приводит

к снижению расчетных значений Re1c . Согласно рас-

четам [13], в осесимметричном приближении в слое

δ = 0.11 течение остается устойчивым до Re1 = 1500.

Там же в трехмерных расчетах формирование вихрей

Тейлора происходило при Re1c = 1262.2, а обратный

переход — при 1261.1, величина гистерезиса составляла

dRe1c = 1.1. При увеличении количества тестовых функ-

ций Лежандра в меридиональном направлении и количе-

ства узлов в радиальном направлении в расчетах [13]
значения Re1c и dRe1c уменьшались.

В наших расчетах при δ = 0.11 неустойчивость те-

чения определялась, так же как и в [15], по появле-

нию вихрей Тейлора при визуализации азимутальной

компоненты завихренности в меридиональной плоскости

течения (рис. 3):

ωϕ =
1

rr ′
∂ruθ
∂r

−
1

rθ′
∂ur

∂θ
.

При стационарном вращении без внесения дополни-

тельных возмущений в 3D-расчетах получено значение

Re1c = 1263.5, что хорошо согласуется с результата-

ми [13]. В этом случае переход от основного течения к
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Рис. 3. Распределение азимутальной компоненты завихренности в меридиональной плоскости течений при α = 1 и N = 0.06. а —

основное течение (без вихрей Тейлора), Re1 = 1220; b — вторичное течение после потери устойчивости (с вихрем Тейлора у

плоскости экватора), Re1 = 1258. Цветной вариант рисунка представлен в электронной версии статьи.

вихрям Тейлора происходил без нарушения симметрии

течения относительно оси вращения и экватора. Гисте-

резис, так же как и в [12], не обнаружен (dRe1c < 0.25).
Результаты 2D- (Re1c = 1263.75) и 3D-расчетов прак-

тически совпадают, во всех рассматриваемых случаях

гистерезис не обнаружен как при N = 0, так и при N 6= 0.

Таким образом, в наших вычислениях при стационар-

ном вращении получены результаты, которые по ряду

параметров соответствуют ранее полученным экспери-

ментальным и расчетным данным. Это подтверждает

возможность использования в настоящей работе условий

симметрии течения относительно оси вращения и эква-

тора. Зависимость положения предела устойчивости от

вида и амплитуды добавленного шума далее исследова-

лась в 2D-расчетах. Визуализация течения выполнялась

по осредненному за 300 s полю скорости. Зависимость

Re1c от амплитуды и вида шума показана на рис. 4. При

числах Рейнольдса выше предела устойчивости при ста-

ционарном вращении сферы (горизонтальная линия на

рис. 4) течение становится неустойчивым относительно

предельно малых по амплитуде возмущений. При числах

Рейнольдса выше наклонных кривых (рис. 4) течение

становится неустойчивым по отношению к возмущениям

скорости вращения конечной амплитуды. Но во всех рас-

сматриваемых случаях переход к неустойчивости проис-

ходит
”
мягко“, без гистерезиса. Так же как и в случае

добавления
”
белого“ шума (α = 0) [10,11], увеличение

N приводит к снижению Re1c . По сравнению с резуль-

татами [10,11], в которых снижение Re1c не превышало

нескольких единиц, показанные на рис. 4 изменения Re1c

значительно больше. При одних и тех же амплитудах

шума N значения Re1c значительно ниже при α = 2, чем

при α = 1. Таким образом, более интенсивная генерация

средних течений до потери устойчивости при большем

наклоне спектра �(t) приводит к снижению критических

значений чисел Рейнольдса, соответствующих потере

устойчивости.

N

1260

1250

0.060.04 0.05

1240

R
e
1
c

Рис. 4. Зависимость критических значений предела устой-

чивости Re1c от амплитуды шума N при наклоне спектра

α = 1 (квадраты) и 2 (треугольники). Горизонтальная линия

соответствует стационарному вращению границ.
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