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Матрица плотности для изолированного тела определена как преобразование Лапласа матрицы плотности

статистического ансамбля Гиббса. На этой основе определена температура изолированного тела как функция

его энергии. Определена температура изолированного ансамбля гармонических осцилляторов, которая

находится в соответствии с законом равнораспределения энергии. Рассмотрен термоупругий эффект при

механическом нагружении ангармонических осцилляторов как следствие их параметрического возбуждения

с использованием адиабатических инвариантов.
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1. Введение

Распределение Гиббса не может быть использовано

без поправок для изолированного тела, поскольку оно

предсказывает ненулевые флуктуации энергии, тогда

как, по определению, энергия изолированного тела по-

стоянна [1]. Конечно, в равновесии для малых подсистем

большого тела это распределение выполняется с боль-

шой точностью. Тем не менее, поиск адекватной замены

распределения Гиббса для изолированного тела имеет

принципиальное значение. В этом поиске мы будем

опираться на глубокую связь между нерелятивистской

квантовой механикой и статистическим распределением

Гиббса. Она заключается в том, что параболическое

уравнение для статистического оператора (матрицы

плотности)

−
∂ρ

∂β
= Ĥρ̂, (1)

где β = 1/(kBT ) получается из нестационарного уравне-

ния Шредингера переходом к мнимому времени [2]:

t = −i~β. (2)

В этой связи мы видим и возможность для модифика-

ции распределения. В работе [3] предложена модифика-

ция статистического распределения для изолированного

тела путем перехода к формализму ковариантной кван-

товой теории. Основанием для ковариантности служит

то, что для изолированного тела отсутствует понятие

внешней температуры, задаваемой термостатом, так же,

как и внешнего времени. Однако сам переход к кова-

риантному формализму был осуществлен с избыточной

детализацией, затрудняющей вычисления. В отличие

от [3], в настоящей работе уравнение

C(p, q) ≡ H(p, q) − E = 0 (3)

рассматривается не как дополнительное, а как основное

динамическое уравнение связи ковариантной формы ме-

ханики.

2. Ковариантная квантовая механика
изолированного тела

Основным уравнением
”
движения“ в квантовой меха-

нике изолированного тела является стационарное урав-

нение Шредингера

Ĥ9 = E9, (4)

которое мы здесь будем рассматривать как уравнение

связи в ковариантной квантовой теории. Для этого мы

начнем с ковариантной формы классической механики,

каноническое действие которой имеет вид

I =

1
∫

0

dτ
[

p(τ ), q̇(τ ) − N(τ )C
(

p(τ ), q(τ )
)]

, (5)

где N(τ ) — произвольный множитель Лагранжа; точ-

кой обозначена производная по параметру τ . Выбор

параметризации траектории здесь произволен, и поэто-

му квантование должно быть ковариантным. Переход

к ковариантной квантовой теории теперь осуществим,

записав пропагатор для уравнения Шредингера (4)
в виде инвариантного функционального интеграла. Об-

щая формулировка этой теории содержится в теореме
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Баталина–Фрадкина–Вилковысского (БФВ) [4,5]. Одна-
ко, в простейшем случае репараметризационно инвари-

антной теории с действием (5) результирующее выра-

жение для инвариантного пропагатора получается также

просто [6]: решение уравнения

−
∂ρ̂

∂β
= (Ĥ − E)ρ̂ (6)

— матрицу плотности ρ(q, q′; β, E), удовлетворяющую

начальному условию ρ(q, q′; β, E) = δ(q − q′), следует

интегрировать по параметру β ∈ [0,∞]:

D(q, q′;E) =

∞
∫

0

dβρ(q, q′; β, E). (7)

Полученный результат можно сформулировать иначе:

D(q, q′;E) является преобразованием Лапласа [7] матри-
цы плотности ρ(q, q′; β) — решения уравнения (1), соот-
ветствующей распределению Гиббса, или резольвентой

оператора Ĥ [8]. Эту величину, зависящую от энергии E ,
мы и принимаем в качестве матрицы плотности изоли-

рованного тела. Конкретизируя вид исходной функции

Лагранжа тела,

L =
1

2
mlk q̇l q̇k −V (q), (8)

представим матрицу плотности ρ(q, q′; β) в виде функ-

ционального интеграла Фейнмана [9]:

ρ(q, q′; β) =

∫

Dq exp

{

−

β
∫

0

dτ
[1

2
mlk q̇l q̇k + V

]

}

. (9)

Как и для исходной матрицы плотности, мы полагаем,

что D(q, q;E) равна плотности вероятности того, что

система будет обнаружена в окрестности точки q кон-

фигурационного пространства, а

Z(E) =

∫

dqD(q, q;E) (10)

есть статистическая сумма для изолированного тела.

Температуру изолированного тела определим теперь

так [10]:
1

kBT
=

∂ lnZ(E)

∂E
. (11)

Мы основываемся здесь на том, что статистическое

распределение для изолированного тела
”
не сильно“

отличается от распределения Гиббса, которое является

функцией безразмерного отношения E/(k /B T ).

3. Температура изолированного
ансамбля гармонических
осцилляторов

Здесь надо уточнить, что по нашему предположению,

термодинамическое равновесие в изолированном ансам-

бле устанавливается за счет слабого ангармоническо-

го взаимодействия осцилляторов, которым мы будем

в вычислениях пренебрегать. Воспользуемся матрицей

плотности для гармонического осциллятора в случае

распределения Гиббса [2]:

ρ1(q, q′; β) =

√

mω

2π~ sh(2 f )

× exp
{

−
mω

2~ sh(2 f )

[

(q + q′) ch(2 f ) − 2qq′
]

}

, (12)

где f = ~ωβ/2. Статистическая сумма ансамбля осцил-

ляторов:

ZN(β) =

∫

∏

k

dqkρ1(qk , qk ; β) = (sh f )−N . (13)

Статистическую сумму изолированного ансамбля на-

ходим с помощью преобразования Лапласа:

ZN(E) =

∞
∫

0

dβZN(β) exp(Eβ)

=

∞
∫

0

dβ exp(−N ln sh f + Eβ). (14)

Вычислим интеграл в (14) приближенно методом

перевала [11]:

ZN(E) ≈

√

2π

N
2

~ω
sh f 0 exp(−N ln sh f 0 + Eβ0), (15)

где f 0 определяется соотношением

cth f 0 =
2E

~ωN
. (16)

Обратим внимание, что это соотношение связывает

температуру ансамбля со средней энергией осцилля-

тора в статистической механике Гиббса, если поло-

жить E/N = 〈Eosc〉 [2]. Это и есть искомое определение

температуры для большого изолированного ансамбля

осцилляторов. Найдем, однако, поправку к собственной

температуре ансамбля, связанную с его конечностью.

По формуле (11), температура изолированного ансамбля
при заданной его полной энергии равна

kBT =

(

β0 −
ch2 f 0

E

)

−1

. (17)

При высокой энергии возбуждения осцилляторов

kBT ∝
E

N − 1
, (18)

что соответствует закону равнораспределения энергии

при большом значении N. Заметим, что для малых N
такое определение температуры отклоняется от закона

равнораспределения энергии, а в случае одного осцил-

лятора вообще не применимо. Это объясняется тем,

что собственная температура тела (ансамбля) уста-

навливается перераспределением энергии внутри него,

а не в равновесии с термостатом.
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4. Термоупругий эффект

Первоначальной целью поиска статистического рас-

пределения для изолированного тела явился термоупру-

гий эффект [12], который заключается в небольшом

изменении температуры тела при его адиабатическом

механическом нагружении. Понятно, что изоляция тела

здесь является важным условием. Также очевидна ангар-

моническая природа этого эффекта. Если ограничиться

первым порядком теории возмущений по кубическому

ангармонизму, для объяснения термоупругого эффекта

достаточным будет также адиабатическое приближение,

в котором энергия системы меняется параметрически

(см. [13]). В классической области высоких возбужде-

ний (температур) воспользуемся законом равнораспре-

деления энергии (18) и механическим адиабатическим

инвариантом [14]:
J = E/ω, (19)

где частота осциллятора зависит от внешней силы F —

ω = ω0

√

1−
2gF

k
, (20)

а k, g — гармоническая и ангармоническая константы

потенциала. Отсюда для изолированного ансамбля ос-

цилляторов при адиабатическом механическом нагруже-

нии получаем [13]:

1T
T

=
1ω

ω0

=
gF
k

. (21)

В области низких возбуждений (температур) адиаба-

тическим инвариантом следует считать среднюю степень

возбуждения осциллятора 〈J〉, поскольку при адиаба-

тическом нагружении вероятность квантовых переходов

стремится к нулю [15]. Подставляя

E = N~ω
(

〈J〉 +
1

2

)

(22)

в (17) и учитывая также, что, согласно (16),

β0 =
2

~ω
arccth(2〈J〉 + 1), (23)

находим температуру изолированного ансамбля гармо-

нических осцилляторов при низких возбуждениях 〈J〉:

kBT =
~ω

2

[

arccth(2〈J〉 + 1) −
(2〈J〉 + 1)

(2〈J〉 + 1)2 − 1

]

−1

. (24)

Обратим внимание, что при нулевом возбуждении

осцилляторов (〈J〉 = 0) температура ансамбля равна

нулю, как и для ансамбля Гиббса. Зависимость темпера-

туры от нагрузки целиком определяется зависимостью

частоты (20), так что классическая формула (21) со-

храняется и при низких температурах. Этот результат

отличается от полученного в работе [16], где обсуж-

дается термоупругий эффект при низких температурах

с использованием распределения Гиббса.

Мы здесь рассмотрели термоупругий эффект в первом

порядке теории возмущений по кубическому ангармо-

низму, где было достаточно адиабатического приближе-

ния. Высшие порядки ангармонизма и теории возмуще-

ний следует учитывать, раскладывая в степенной ряд

экспоненту в (9).

5. Заключение

Как ожидалось с самого начала, температура изолиро-

ванного тела, определяемая по формуле (11),
”
не силь-

но“ отличается от температуры ансамбля Гиббса. Для

ансамбля гармонических осцилляторов это отличие

определяется вторым слагаемым в квадратных скобках

в (24). В классической области больших возбуждений

отличие исчезает, но оно существенно при низких тем-

пературах.

Как измерить температуру изолированного тела?

В классической области можно использовать обычные

способы термометрии. При низких возбуждениях, со-

гласно (24), некоторые макроскопические характеристи-

ки термометрического тела должны явно зависеть от

степени его возбуждения 〈J〉.
Еще один вопрос — с какой энергией связана тем-

пература изолированного тела? Если тело в данный

момент находится в силовом поле F , оно деформиро-

вано, и обладает статической потенциальной энергией

V (q0), где q0 — статическая равновесная конфигурация

атомов. Эта энергия, очевидно, не связана с темпера-

турой изолированного тела, и ее следует вычесть из

полной внутренней энергии. Кроме того, если ангармо-

ническое тело возбуждено (нагрето), оно также дефор-

мировано, и имеется соответствующий вклад в энергию.

Однако эти постоянные вклады в энергию возникают

автоматически при вычислении интегралов (9) и (10)
методом перевала, а при преобразовании Лапласа (7)
также автоматически вычитаются из полной энергии E .
Это обосновывает выделение из полной энергии тела

статической потенциальной энергии макроскопической

деформации [17], и в то же время делает излишним

в предложенном формализме.
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