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Рассмотрена система трех круговых концентрических несоприкасающихся торов. На каждый из торов

может быть подан электростатический заряд. Поставлена задача нахождения плотностей распределений

зарядов по поверхностям торов с учетом кулонова взаимодействия между поверхностями. Искомые

плотности найдены методом последовательных приближений, исходя из того, что в статическом случае в

каждой из точек поверхности каждого из торов суммарная касательная напряженность сил Кулона равна

нулю. Построен соответствующий функционал, задача численной минимизации которого решена методом
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Введение

В связи с интенсивным изучением и освоением

космического пространства, в том числе в условиях

увеличения продолжительности пилотируемых полетов,

возрастает актуальность проблемы обеспечения радиа-

ционной безопасности космических полетов. Очевидна

необходимость совершенствования существующих и раз-

работки принципиально новых подходов к обеспечению

радиационной защиты обитаемых отсеков и бортовой

аппаратуры космических аппаратов от вредного воз-

действия галактических космических лучей, излучений

радиационных поясов Земли, хромосферных вспышек

на Солнце и т. д. Одним из таких подходов является

создание систем активной защиты, использующих спо-

собность электрических и магнитных полей изменять

направления движения заряженных частиц и отклонять

их от поверхности космических аппаратов [1–4].

Как показывают теоретические и экспериментальные

разработки, эти системы выгодно отличаются от тра-

диционно применяемых на практике систем пассивной

радиационной защиты, основанной на использовании по-

глощающих свойств материалов. Активная защита дает

значительно более низкий уровень генерации вторично-

го излучения и обеспечивает значительно большую крат-

ность ослабления излучения на единицу массы. Поэтому

она не только позволяет существенно уменьшить общий

вес космического аппарата, но и оказывается исключи-

тельно эффективной для защиты больших объемов.

Один из наиболее перспективных способов реали-

зации активной радиационной защиты — электроста-

тическая защита (ЭСЗ), основанная на использовании

электростатически заряженного экрана, покрывающего

защищаемый объем, обладающего определенным потен-

циалом относительно окружающей его среды и отклоня-

ющего падающие потоки заряженных частиц от своей

поверхности [5,6]. Для реализации защитных экранов

предлагалось использовать тонкую метализированную

пленку, натянутую на легкий и прочный каркас сфе-

рической или цилиндрической формы [5]. Предлагалась

также идея модульной организации экрана ЭСЗ, позво-

ляющего покрыть поверхность космического аппарата

достаточно сложной формы [6]. В целом как теорети-

ческие исследования, так и результаты экспериментов,

выполненных в космическом пространстве на биоспут-

никах серии
”
Космос“ (с 605 по 2229) и на космических

аппаратах серии
”
Прогноз“ [6–8], доказали возможность

реализации эффективной ЭСЗ при имеющемся уровне

развития техники. Установлено, что потребляемая ЭСЗ

мощность невелика по сравнению с общим запасом

энергоресурсов космического аппарата. Важно также,

что эксперименты, выполненные на биоспутнике
”
Кос-

мос“-936, подтвердили возможность работы ЭСЗ в ре-

жиме самозарядки [9]. Этот результат свидетельствует о

высокой надежности систем ЭСЗ.

Зарубежные исследования, касающиеся разработки си-

стем активной противорадиационной защиты, также уде-

ляют внимание системам ЭСЗ (см., например, обзор [10]
и цитируемую в нем литертуру). При этом отмечаются

возможные трудности практической реализации ЭСЗ.

Например, трудности поддержания требуемых высоких

электростатических потенциалов, причем в условиях

непрерывного потока проводящих частиц плазмы око-

лоземного космического пространства. В некоторых

зарубежных работах ЭСЗ даже была отвергнута как

неработоспособная. Это, как отмечается в [11], было
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основано на ложном предположении о том, что для

обеспечения изотропной защиты космического аппарата

необходима радиальная симметрия электростатическо-

го поля. Показана реализуемость ЭСЗ, набранной из

нескольких экранов. Отмечается, что сочетание элек-

трических монополей, диполей, квадруполей и более

сложных конструкций позволяет организовать электро-

статическое поле, эффективно защищающее космиче-

ский аппарат от ионизирующих излучений. Например,

в работе [11] предложена конструкция ЭСЗ, содержа-

щая 18 электростатически заряженных сфер. При этом

правильное использование физической асимметрии поз-

воляет отталкивать как электроны, так и положительно

заряженные ионы, не создавая чрезмерного вторичного

излучения. Для развертывания таких полей не требу-

ются тяжелые конструкции с пассивными экранами или

концентрические оболочки зарядов, а предел вакуумного

пробоя может быть легко преодолен [11].

Продолжение исследований, направленных на выясне-

ние реализуемости ЭСЗ с точки зрения возможности

энергообеспечения на борту космического аппарата,

а также на поиск подходящих материалов для элек-

тростатических экранов по критериям устойчивости к

ультрафиолетовому излучению, ударам микрочатиц кос-

мического мусора, способности сопротивляться растяги-

вающим нагрузкам, электрической прочностью, привело

к нахождению приемлемых решений и разработке новых

вариантов ЭСЗ [12], но в то же время выявило наличие

новых проблем.

Первая из них заключается в том, что даже при ис-

пользовании самых современных и передовых материа-

лов для конструкции ЭСЗ с 12-ю заряженными сферами,

общая масса ЭСЗ оказывается слишком большой для

практического использования системы по сравнению с

системой, основанной на пассивной защите поглощаю-

щими экранами [12].

Вторая из них заключается в том, что большая часть

работы над созданием и испытанием ЭСЗ в космосе,

успешно выполненная в СССР [1–3,5–9], была направле-
на на защиту от излучения с энергией от 10 до 100MeV.

Теперь мы понимаем, что реальной проблемой является

излучение с энергией от 1 до 2GeV. Итак, вопрос заклю-

чается в масштабировании, как по энергии, так и по раз-

мерам ЭСЗ. Можно ли создать ЭСЗ, способную работать

при таких высоких уровнях энергопотребления, и может

ли она защитить весь космический аппарат?

В процессе изучения этого вопроса был предложен

новый концептуальный проект, который должен быть

оценен в ходе предстоящих исследований с учетом

сложности и массы системы. Он основан на торе,

охватывающем космический аппарат [12]. Предложена

конфигурация ЭСЗ, представляющая собой тор, заря-

женный до высокого отрицательного напряжения, окру-

жающий космический аппарат, и набор положительно

заряженных сфер. Генераторы Ван де Грааффа были

предложены в качестве механизма для перемещения

заряда от космического аппарата к тору для создания

полей, необходимых для защиты космического аппарата.

Продолжение исследований электростатического

экранирования привело к развитию идеи использования

торообразных поверхностей путем перехода к

конфигурации, основанной на использовании нескольких

тороидальных поверхностей (или тороидальных колец,

как они названы в [13]). Аналитические и численные

исследования показывают, что с помощью таких

электростатических конфигураций излучение солнечных

вспышек может быть практически устранено. Так же по-

казано, что вероятность проникновения ионизирующих

частиц в тороидальные поверхности существенно сни-

жается по сравнению с более простыми сферическими

конструкциями. Установлено, что размеры и соотно-

шение радиусов тороидальных поверхностей могут

варьироваться и быть оптимизированы для достижения

более высокой степени радиационной защиты [13].
На этапе предварительного анализа эффективности

системы электростатической защиты обычно ограни-

чиваются нахождением электрического потенциала в

окрестности заряженной поверхности. В условиях си-

стемы заряженных поверхностей, заряды которых могут

оказывать взаимное влияние на общее распределение

зарядов, данная задача является весьма непростой. По-

этому классический способ решения, основанный на

решении задачи Дирихле для уравнения Лапласа, может

оказаться практически неприменимым, в связи с чем

используются иные подходы. Так, например, в рабо-

те [14], при анализе эффективности ЭСЗ, содержащей

вышеупомянутую систему сферических поверхностей,

задача нахождения электрического потенциала решается

с использованием метода чисто мнимых зарядов.

Переходя к рассмотрению ЭСЗ с системой тороидаль-

ных поверхностей, заметим, что для одного заряженного

тора потенциал во внешней области, найденный анали-

тически путем решения задачи Дирихле для уравнения

Лапласа, приведен, например, в работах [13,15]. В рабо-

те [13] это решение используется для отыскания заряда,

который необходимо распределить на поверхности тора

для поддержания постоянной заданной величины потен-

циала на этой поверхности. Для перспективной системы

ЭСЗ, содержащей три концентрические тороидальные

поверхности [13], задача отыскания потенциала стано-

вится значительно более сложной ввиду взаимного вли-

яния зарядов, распределенных по поверхностям торов.

Поэтому при анализе эффективности такой ЭСЗ исполь-

зуется численный подход на основе метода конечных

элементов.

Данное исследование имеет своей перспективой ис-

следование динамики космического аппарата, снабжен-

ного системой ЭСЗ, включающей три концентрических

тороидальных поверхности. При этом для анализа элек-

тродинамических эффектов, возникающих в результате

взаимодействия заряженных поверхностей с магнитным

полем Земли, недостаточно знать электрический по-

тенциал системы заряженных тороидальных поверхно-
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стей. Требуется знать плотности распределений зарядов

по поверхностям торов.

Для одного отдельно взятого тора задача отыскания

плотности распределения заряда по поверхности мо-

жет быть решена после нахождения производной на

поверхности тора от потенциала во внешней части

тора [16]. Выражение для потенциала, как отмечалось

выше, имеется в работах [13,15], где оно приведено

в виде разложения в ряд Фурье, слагаемые которого

выражены через функции Лежандра полуцелых порядков

первого и второго родов.

В настоящей работе рассматривается система из трех

концентрических непересекающихся полых электропро-

водящих торов. На каждый из этих торов может быть

подан электростатический заряд. Ставится задача о на-

хождении плотностей распределений зарядов по поверх-

ностям этих торов. Для решения задачи предлагается

непосредственное нахождение плотностей распределе-

ний зарядов (минуя нахождение электрического потен-

циала) методом последовательных приближений исходя

из того, что в статическом случае в каждой из точек

поверхности каждого из торов суммарная касательная

напряженность сил Кулона равна нулю. При этом в

настоящей работе учитывается взаимодействие распре-

делений зарядов на разных торах.

1. Математическая модель

Рассматривается система из трех непересекающихся

полых тороидальных оболочек, выполненных из про-

водящего материала, имеющих общий центр и ори-

ентированных параллельно взаимно перпендикулярным

плоскостям (рис. 1).

Будем обозначать индексом i элементы того тора,

на котором корректируется распределение заряда, а

индексом j — элементы того тора, на котором мини-

x

y

z

Рис. 1. Три взаимно перпендикулярных непересекающихся

тора.

мизируется касательная составляющая напряженности.

Во избежание путаницы эти индексы будут принимать

не числовые, а буквенные значения i, j = S,M, L для

малого (Small), среднего (Medium) и большого (Large)
торов, соответственно.

На каждой из трех тороидальных поверхностей вво-

дится ортогональная система координат (ϕ, ψ) (рис. 2).
Декартовы координаты точки на тороидальной поверх-

ности легко выражаются с использованием цилиндриче-

ской координаты ρ = R + r · cosψ:







x = ρ · cosϕ = (R + r · cosψ) · cosϕ,
y = ρ · sinϕ = (R + r · cosψ) · sinϕ,
z = r · sinψ.

(1)

Если для определенности положить, что средний

тор ориентирован параллельно координатной плоскости

Oxy (рис. 2 соответствует именно этому случаю), то

такая система координат имеет вид







xM = (RM + rM · cosψM) · cosϕM ,

yM = (RM + rM · cosψM) · sinϕM,

z M = rM · sinψM .

(2)

Здесь rM — радиус образующей окружности, а RM —

расстояние от центра образующей окружности до оси

симметрии, перпендикулярной плоскости ориентации,

ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 2π]. Для малого тора, который будем

полагать ориентированным параллельно координатной

плоскости Oxz , система координат соответственно бу-

дет






xS = (RS + rS · cosψS) · cosϕS,

yS = rS · sinψS,

z S = (RS + rS · cosψS) · sinϕS .

(3)

А для большого тора, ориентированного параллельно

координатной плоскости Oyz , окажется







xL = rL · sinψL,

yL = (RL + rL · cosψL) · sinϕL,

z L = (RL + rL · cosψL) · cosϕL.

(4)

Для каждой точки M j (x̃ j , ỹ j , z̃ j) каждой из трех

тороидальных поверхностей должна быть равна нуле-

вому вектору суммарная касательная напряженность

электростатического поля, создаваемого зарядами, рас-

пределенными по поверхностям всех трех торов. Здесь

и в дальнейшем знак тильда будет относиться к коорди-

натам тех точек, в которых вычисляется напряженность

электростатического поля. Если обозначить qi (ϕi , ψi)
плотность распределения заряда в точке Ni (x i , y i , z i),

а −→
τi j

(

ϕi , ψi , ϕ̃ j , ψ̃ j
)

— проекцию вектора
−−−→
Ni M j на каса-

тельную плоскость к j-й тороидальной поверхности, со-

держащей точку M j , то эта напряженность может быть

представлена в виде суммы интегралов по поверхностям

трех торов (k — это постоянная Кулона, которая в
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ρ

z

R

r
Mj

ψ

y

ϕ

Mj
ρ

RR – r

R + r

x

Рис. 2. Система координат на тороидальной оболочке.

данной задаче может быть сокращена):

−→
Eτ j =k

∑

i=S,M,L

r i

2π
∫

0

(Ri +r i · cosψi) dψi

2π
∫

0

qi ·
−→
τi j

|Ni M j |
3

dϕi =
−→
0 .

(5)

Вектор
−−−→
Ni M j будет иметь девять различных выраже-

ний:

−−−→
NSMS =

=







(

RS +rS ·cos ψ̃S
)

·cos ϕ̃S−(RS +rS ·cosψS)·cosϕS

rS · sin ψ̃S − rS · sinψS
(

RS +rS ·cos ψ̃S
)

·sin−ϕ̃S (RS +rS ·cosψS)·sinϕS






,

(6)

−−−−→
NMMS =

=







(

RS +rS ·cos ψ̃S
)

·cos ϕ̃S−(RM +rM ·cosψM)·cosϕM

rS ·sin ψ̃S − (RM + rM · cosψM) · sinϕM
(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· sin ϕ̃S − rM · sinψM






,

(7)

−−−→
NLMS =

=







(

RS + rS · cos ψ̃S

)

· cos ϕ̃S − rL · sinψL

rS · sin ψ̃S − (RL + rL · cosψL) · sinϕL
(

RS +rS ·cos ψ̃S

)

·sin ϕ̃S−(RL+rL ·cosψL)·cosϕL






,

(8)

−−−−→
NSMM =

=







(

RM +rM ·cos ψ̃M

)

·cos ϕ̃M−(RS +rS ·cosψS)·cosϕS
(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· sin ϕ̃M − rS · sinψS

rM · sin ψ̃M − (RS + rS · cosψS) · sinϕS






,

(9)

−−−−→
NMMM =

=







(

RM +rM ·cos ψ̃M
)

·cos ϕ̃M−(RM +rM ·cosψM)·cosϕM
(

RM +rM ·cos ψ̃M

)

·sin ϕ̃M−(RM +rM ·cosψM)·sinϕM

rM · sin ψ̃M − rM · sinψM






,

(10)
−−−−→
NLMM =

=







(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M − rL · sinψL
(

RM +rM ·cos ψ̃M
)

·sin ϕ̃M−(RL+rL ·cosψL)·sinϕL

rM · sin ψ̃M − (RL + rL · cosψL) · cosϕL






,

(11)
−−−→
NSML =

=







rL · sin ψ̃L − (RS + rS · cosψS) · cosϕS
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L − rS · sinψS
(

RL+rL ·cos ψ̃L
)

·cos ϕ̃L−(RS +rS ·cosψS)·sinϕS






,

(12)
−−−−→
NMML =

=







rL · sin ψ̃L − (RM + rM · cosψM) · cosϕM
(

RL+rL ·cos ψ̃L

)

·sin ϕ̃L−(RM +rM ·cosψM)·sinϕM
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L − rM · sinψM






,

(13)
−−−→
NLML =

=







rL · sin ψ̃L − rL · sinψL
(

RL+rL ·cos ψ̃L
)

·sin ϕ̃L−(RL+rL ·cosψL)·sinϕL
(

RL+rL ·cos ψ̃L

)

·cos ϕ̃L−(RL+rL ·cosψL)·cosϕL






.

(14)
Проекция −→

τi j может быть найдена по формуле

−→
τi j =

−−−→
Ni M j −

(−−−→
Ni M j ·

−→n j

)

· −→n j , (15)

где −→n j
(

ϕ̃ j , ψ̃ j
)

— нормаль к соответствующей

тороидальной поверхности в точке M j .

Журнал технической физики, 2025, том 95, вып. 6



Метод градиентного спуска в задаче о распределении заряда по поверхностям... 1195

Для средней тороидальной поверхности

−→nM =





cos ψ̃M · cos ϕ̃M

cos ψ̃M · sin ϕ̃M

sin ψ̃M



, для малой тороидальной

поверхности −→nS =





cos ψ̃S · cos ϕ̃S

sin ψ̃S

cos ψ̃S · sin ϕ̃S



, для большой

имеем −→nL =





sin ψ̃L

cos ψ̃L · sin ϕ̃L

cos ψ̃L · cos ϕ̃L



.

Соответственно, скалярные произведения
(−−−→

Ni M j ·
−→n j

)

будут принимать следующие девять различных значений

для соответствующих индексов i и j :
(−−−→

NSMS ·
−→nS

)

=

(

(

RS +rS ·cos ψ̃S
)

·cos ϕ̃S−(RS +rS ·cosψS)

×cosϕS

)

· cos ψ̃S · cos ϕ̃S +
(

rS · sin ψ̃S−rS · sinψS

)

·sin ψ̃S

+

(

(

RS +rS · cos ψ̃S
)

· sin ϕ̃S − (RS +rS · cosψS) · sinϕS

)

× cos ψ̃S · sin ϕ̃S,

(16)
(−−−−→

NMMS ·
−→nS

)

=

(

(

RS +rS ·cos ψ̃S
)

·cos ϕ̃S−(RM +rM ·cosψM)

×cosϕM

)

·cos ψ̃S ·cos ϕ̃S +
(

rS ·sin ψ̃S − (RM + rM ·cosψM)

×sinϕM

)

·sin ψ̃S +

(

(

RS + rS ·cos ψ̃S
)

·sin ϕ̃S − rM ·sinψM

)

× cos ψ̃S · sin ϕ̃S,

(17)
(−−−→

NLMS ·
−→nS

)

=

(

(

RS + rS · cos ψ̃S

)

· cos ϕ̃S − rL · sinψL

)

×cos ψ̃S · cos ϕ̃S +
(

rS · sin ψ̃S − (RL + rL · cosψL) · sinϕL
)

×sin ψ̃S +

(

(

RS + rS · cos ψ̃S

)

· sin ϕ̃S − (RL + rL · cosψL)

× cosϕL

)

· cos ψ̃S · sin ϕ̃S ,

(18)
(−−−−→

NSMM · −→nM

)

=

(

(

RM +rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M−
(

RS + rS

×cosψS

)

· cosϕS

)

· cos ψ̃M · cos ϕ̃M +

(

(

RM +rM · cos ψ̃M

)

× sin ϕ̃M − rS · sinψS

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M +
(

rM · sin ψ̃M

− (RS + rS · cosψS) · sinϕS

)

· sin ψ̃M,

(19)

(−−−−→
NMMM · −→nM

)

=

(

(

RM +rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M−
(

RM + rM

×cosψM

)

· cosϕM

)

· cos ψ̃M · cos ϕ̃M +

(

(

RM +rM · cos ψ̃M

)

× sin ϕ̃M − (RM + rM · cosψM) · sinϕM

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M

+
(

rM · sin ψ̃M − rM · sinψM
)

· sin ψ̃M,

(20)
(−−−−→

NLMM · −→nM

)

=

(

(

RM +rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M−rL · sinψL

)

×cos ψ̃M · cos ϕ̃M +

(

(

RM +rM · cos ψ̃M
)

· sin ϕ̃M−
(

RL+rL

×cosψL
)

· sinϕL

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M +
(

rM · sin ψ̃M−
(

RL+rL

× cosψL
)

· cosϕL

)

· sin ψ̃M ,

(21)
(−−−→

NSML ·
−→nL

)

=
(

rL · sin ψ̃L − (RS + rS · cosψS) · cosϕS
)

×sin ψ̃L+

(

(

RL+rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L−rS · sinψS

)

· cos ψ̃L

×sin ϕ̃L+

(

(

RL+rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L−(RS + rS · cosψS)

× sinϕS

)

· cos ψ̃L · cos ϕ̃L,

(22)
(−−−−→

NMML ·
−→nL

)

=
(

rL · sin ψ̃L−(RM +rM · cosψM) · cosϕM
)

×sin ψ̃L+

(

(

RL+rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L−
(

RM +rM · cosψM
)

× sinϕM

)

· cos ψ̃L · sin ϕ̃L +

(

(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L

− rM · sinψM

)

· cos ψ̃L · cos ϕ̃L,

(23)
(−−−→

NLML ·
−→nL

)

=
(

rL · sin ψ̃L−rL · sinψL
)

· sin ψ̃L+

(

(

RL+rL

×cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L−(RL+rL · cosψL) · sinϕL

)

·cos ψ̃L ·sin ϕ̃L

+

(

(

RL+rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L − (RL+rL · cosψL) · cosϕL

)

× cos ψ̃L · cos ϕ̃L.

(24)
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Для конкретных значений индексов i и j будем иметь следующие девять выражений вектора
−→
τi j :

−→
τSS =











(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· cos ϕ̃S − (RS + rS · cosψS) · cosϕS −
(−−−→

NSMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · cos ϕ̃S

rS · sin ψ̃S − rS · sinψS −
(−−−→

NSMS ·
−→nS

)

· sin ψ̃S
(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· sin ϕ̃S − (RS + rS · cosψS) · sinϕS −
(−−−→

NSMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · sin ϕ̃S











, (25)

−→
τMS =











(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· cos ϕ̃S − (RM + rM · cosψM) · cosϕM −
(−−−−→

NMMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · cos ϕ̃S

rS · sin ψ̃S − (RM + rM · cosψM) · sinϕM −
(−−−−→

NMMS ·
−→nS

)

· sin ψ̃S
(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· sin ϕ̃S − rM · sinψM −
(−−−−→

NMMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · sin ϕ̃S











, (26)

−→
τLS =











(

RS + rS · cos ψ̃S

)

· cos ϕ̃S − rL · sinψL −
(−−−→

NLMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · cos ϕ̃S

rS · sin ψ̃S − (RL + rL · cosψL) · sinϕL −
(−−−→

NLMS ·
−→nS

)

· sin ψ̃S
(

RS + rS · cos ψ̃S
)

· sin ϕ̃S − (RL + rL · cosψL) · cosϕL −
(−−−→

NLMS ·
−→nS

)

· cos ψ̃S · sin ϕ̃S











, (27)

−→
τSM =











(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M − (RS + rS · cosψS) · cosϕS −
(−−−−→

NSMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · cos ϕ̃M
(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· sin ϕ̃M − rS · sinψS −
(−−−−→

NSMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M

rM · sin ψ̃M − (RS + rS · cosψS) · sinϕS −
(−−−−→

NSMM · −→nM

)

· sin ψ̃M











, (28)

−−→
τMM =











(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· cos ϕ̃M − (RM + rM · cosψM) · cosϕM −
(−−−−→

NMMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · cos ϕ̃M
(

RM + rM · cos ψ̃M

)

· sin ϕ̃M − (RM + rM · cosψM) · sinϕM −
(−−−−→

NMMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M

rM · sin ψ̃M − rM · sinψM −
(−−−−→

NMMM · −→nM

)

· sin ψ̃M











, (29)

−→
τLM =











(

RM + rM · cos ψ̃M

)

· cos ϕ̃M − rL · sinψL −
(−−−−→

NLMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · cos ϕ̃M
(

RM + rM · cos ψ̃M
)

· sin ϕ̃M − (RL + rL · cosψL) · sinϕL −
(−−−−→

NLMM · −→nM

)

· cos ψ̃M · sin ϕ̃M

rM · sin ψ̃M − (RL + rL · cosψL) · cosϕL −
(−−−−→

NLMM · −→nM

)

· sin ψ̃M











, (30)

−→
τSL =











rL · sin ψ̃L − (RS + rS · cosψS) · cosϕS −
(−−−→

NSML ·
−→nL

)

· sin ψ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L − rS · sinψS −
(−−−→

NSML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · sin ϕ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L − (RS + rS · cosψS) · sinϕS −
(−−−→

NSML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · cos ϕ̃L











, (31)

−→
τML =











rL · sin ψ̃L − (RM + rM · cosψM) · cosϕM −
(−−−−→

NMML ·
−→nL

)

· sin ψ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L − (RM + rM · cosψM) · sinϕM −
(−−−−→

NMML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · sin ϕ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· cos ϕ̃L − rM · sinψM −
(−−−−→

NMML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · cos ϕ̃L











, (32)

−→
τLL =











rL · sin ψ̃L − rL · sinψL −
(−−−→

NLML ·
−→nL

)

· sin ψ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L
)

· sin ϕ̃L − (RL + rL · cosψL) · sinϕL −
(−−−→

NLML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · sin ϕ̃L
(

RL + rL · cos ψ̃L

)

· cos ϕ̃L − (RL + rL · cosψL) · cosϕL −
(−−−→

NLML ·
−→nL

)

· cos ψ̃L · cos ϕ̃L











. (33)
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Поскольку равенство
−→
Eτ j =

−→
0 должно быть выполне-

но во всех точках M j всех трех тороидальных поверх-

ностей, то поиск плотностей qi распределений зарядов

можно свести к минимизации функционала, равного сум-

ме трех интегралов по поверхностям торов от квадрата

длины того вектора, который должен оказаться нулевым:

∑

j=S,M,L

r j

π
∫

0

(

R j + r j cos ψ̃ j

)

dψ̃ j

π/2
∫

0

(

∑

i=S,M,L

r i

2π
∫

0

(Ri

+ r i cosψi)dψi

2π
∫

0

qi ·
−→
τi j

|Ni M j |
3

dϕi

)2

dϕ̃ j .

(34)

В двух последних случаях интегрирования ведутся не

по полным оборотам из-за октаэдрической симметрии

задачи.

Чтобы решить задачу минимизации функционала чис-

ленно, все четыре определенных интеграла заменялись

на суммы по квадратурной формуле средних прямо-

угольников. С учетом ограниченности ресурсов ком-

пьютера, при численном интегрировании узлы рас-

полагались друг от друга с интервалом 3◦. Что-

бы избежать деления на нуль, узлы по переменным

ϕi = παi/60 и ϕ̃ j = π (3α̃ j + 1.5)/180 и соответствен-

но ψi = πβi/60 и ψ̃ j = π
(

3β̃ j + 1.5
)

/180, брались со

сдвигом в полтора градуса. В итоге минимизировалось

выражение

f (qi) =
∑

j=S,M,L

r j

60
∑

β̃ j =1



R j + r j · cos
π

(

3β̃ j + 1.5
)

180





×
π

60

30
∑

α̃ j =1

(

∑

i=S,M,L

r i

120
∑

βi =1

(

Ri + r i · cos
πβi

60

)

×
π

60

120
∑

αi =1

qi ·
−→
τi j

|Ni M j |
3
·
π

60

)2

·
π

60
.

(35)

Полученная функция от 3× 120× 120 = 43 200 пере-

менных минимизировалась методом градиентного спус-

ка. Этот метод является итерационным численным

методом решения оптимизационных задач. Он отли-

чается простотой вычислений и слабыми требовани-

ями к минимизируемой функции [17], хотя и не

является оптимальным [18]. Если бы не было ок-

таэдрической симметрии, то в данной задаче для

применения метода градиентного спуска нужно бы-

ло бы иметь выражения всех 43 200 частных произ-

водных от этой минимизируемой функции. Фактиче-

ски же вычисляются только 43 200 : 8 = 5400 таких

производных:

∂ f
∂qm

=
∑

j=S,M,L

r j

60
∑

β̃ j =1



R j + r j · cos
π

(

3β̃ j + 1.5
)

180





×
π

60

30
∑

α̃ j =1





∑

i=S,M,L

r i

120
∑

βi =1

(

Ri + r i · cos
πβi

60

)

×
π

60

120
∑

αi =1

qi ·
−→
τi j

|Ni M j |
3

π

60
rm

(

Rm + rm · cos
πβm

60

)

×
π

60

−→
τm j

|NmM j |
3
·
π

60

)

·
π

60
.

(36)
В качестве начального приближения брались равно-

мерные распределения зарядов по каждой из торои-

дальных поверхностей. Т. е., если на i-ю тороидальную

поверхность был изначально подан заряд Qi , то полага-

лось, что qi(ϕi , ψi) = Qi/Si , где Si = 4π2Ri r i — площадь

i-ой тороидальной поверхности.

Новое значение плотности распределения зарядов

находилось по формуле

qnew
i = qold

i − L ·
∂ f
∂qi

, (37)

где L — малый положительный гиперпараметр, под-

бираемый в тестовых расчетах эмпирически. В ходе

каждой из итераций метода градиентного спуска изме-

нялось расчетное общее количество заряда на каждой из

тороидальных поверхностей, которое можно найти по

приближенной формуле

Qnew
i = r i

120
∑

βi =1

(

Ri + r i cos
πβi

60

)

·
π

60

120
∑

αi =1

qnew
i

π

60
. (38)

Поскольку в реальности количество заряда оставалось

неизменным, перед следующей итерацией величину qnew
i

приходилось корректировать, распределяя недостающую

часть заряда равномерно по всей поверхности

qi = qnew
i +

Qold
i − Qnew

i

Si
. (39)

2. Результаты компьютерного
моделирования

Результаты численных расчетов приведены

для конструкции с относительными размерами

RS : RM : RL : rS : rM : rL = 3 : 6 : 9 : 1 : 1 : 1. На графиках

показаны плотности распределения зарядов для

случая, когда заряд (единичный) был подан только

на средний тор, а на малом и большом торах заряды

отсутствовали. Эти плотности измеряются в единицах,
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равных отношению заряда, поданного на средний тор к

квадрату радиуса образующих окружностей торов (все
три радиуса в расчетах были одинаковы).

На рис. 3 показана плотность распределения заряда

qM в точках средней тороидальной поверхности в за-

висимости от угла ψM . Левая часть графиков (ψM = 0)
соответствует точкам, находящимся дальше от центра

тора, а правая (ψM = π) — точкам, которые располо-

жены ближе к центру. Незаряженные большой и малый

торы притягивают заряды среднего тора. График 1 соот-

ветствует сечению ϕM = π/2, максимально близкому к

большому тору, а график 2 — сечению ϕM = 0, макси-

мально близкому к малому тору. Эти результаты вполне

ожидаемы, поскольку на незаряженном проводнике наво-

дится
”
диполь“, который ответным образом притягивает

создавшие его заряды. Если бы не было ни малого,

ни большого торов, а был бы только один заряженный

средний, то график напряженности оказался бы кривой,

практически соединяющей нижние части изображенных

графиков. Это полностью согласуется с тем, что заряды

отталкиваясь друг от друга, распределяются с большей

концентрацией на внешних частях заряженного тела.

На рис. 4 показана плотность распределения заряда

qM в точках средней тороидальной поверхности в зави-

симости от угла ϕM .

Из электростатики известно, что заряды стремятся

концентрироваться в областях с максимальной поло-

жительной кривизной, тем более, находящейся дальше
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Рис. 3. Зависимость плотности распределения заряда на по-

верхности среднего тора от
”
радиальной“ координаты.
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диальной“ координаты.
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Рис. 6. Зависимость плотности распределения наведенного

заряда на поверхности незаряженного малого тора от
”
ради-

альной“ координаты.

от центра. Полученные результаты этому полностью со-

ответствуют. График 4 соответствует
”
внешней“ окруж-

ности тороидальной поверхности, наиболее удаленной

от центра, а график 3 —
”
внутренней“. Если бы не

было малого и большого торов, то обе эти линии

оказались бы горизонтальными прямыми, проходящими

на минимальных уровнях приведенных графиков. Правая

часть графика 4 оказывается выше из-за приближения к

большому тору, который хоть и не заряжен, но из-за

перераспределения зарядов представляет из себя диполь

и притягивает заряды к себе. По аналогичной причине

из-за приближения к малому тору, график 3 имеет

возвышение в левой части.

На рис. 5–8 показаны зависимости плотности распре-

деления заряда на незаряженных (т. е. имеющих суммар-

ные нулевые заряды) большом и малом торах. Резуль-

таты полностью соответствуют физическому смыслу.

Например, на рис. 5 и 6 графики 5 и 8, расположенные

ниже графиков 6 и 7, соответствуют сечениям, нахо-

дящимся максимально близко к заряженному среднему

тору. Причем в обоих случаях максимальный по модулю

заряд противоположного знака наводится на той стороне

(внутренней, где ψL = π, для большого тора, и внешней,

где ψS = 0, — для малого тора), которая оказывается

ближе к заряженному среднему тору.
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На рис. 7 и 8 графики 10 и 11, мало отличающиеся

от горизонтальных линий, соответствуют окружностям

торов, максимально удаленных от заряженного среднего

тора, т. е. для большого тора — внешней окружности, а

для малого тора — внутренней окружности. Графики 9

и 12 соответствуют окружностям торов, наиболее близ-

ким к заряженному среднему тору. И, естественно, части

этих графиков, на которых заряд принимает отрицатель-

ные значения, соответствуют тем частям окружностей,

которые оказались ближе к заряженному среднему тору.

Для большого тора это точки в окрестности значения

ϕL = π/2, а для малого — точки в окрестности значения

ϕS = 0.

На рис. 9 для всех трех торов показан вид сбоку.

Для большого тора он соответствует виду с конца

оси Ox , для среднего — виду с конца оси Oz , для

малого — с конца оси Oy .
Горизонтальные отрезки между малым и средним

торами соответствуют участкам оси Ox , а вертикаль-

ные отрезки между средним и большим торами соот-

ветствуют оси Oy . Изолинии на торах, проведенные

с шагом 0.001, соответствуют одинаковым значениям

плотности распределения заряда. Изолинии, соответ-

ствующие нулевой плотности заряда, отмечены указате-

лями. На рис. 9 видно, что на среднем торе максималь-

ная плотность изолиний имеет место на его внешних
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ряда на поверхности незаряженного большого тора от
”
окруж-

ной“ координаты.
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Рис. 8. Зависимость плотности распределения наведенного

заряда на поверхности незаряженного малого тора от
”
окруж-

ной“ координаты.
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Рис. 9. Изолинии плотности распределения зарядов на по-

верхностях торов.

частях вблизи оси Oy , т. е. вблизи большого тора, а

минимальная плотность — на внутренней части тора.

Взаимное влияние зарядов, расположенных на среднем

торе и наведенных на большом торе, проявляется в

том, что плотность изолиний на большом торе достигает

наибольших значений вблизи среднего тора.

Заключение

Полученные результаты позволяют сделать вывод о

возможности решения задач о нахождении плотностей

распределения электростатических зарядов на одном

или не очень большом количестве проводящих тел

с гладкими поверхностями итерационным численным

методом, минимизирующем касательные составляющие

напряженностей на поверхностях этих тел. В работе

использовался классический метод градиентного спуска,

не претендующий на конкурентные преимущества по

быстродействию или ресурсоемкости, однако он поз-

волил впервые получить решение новой актуальной

и достаточно сложной задачи. В дальнейшем авторы

планируют усовершенствовать методику расчета с це-

лью уменьшения вычислительных затрат. В частности,

планируется использовать методы искусственного ин-

теллекта.
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