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Получена точная явная барометрическая формула для неидеального газа, подчиняющегося уравнению

состояния Лоренца. Формула описывает распределение плотности такого газа в однородном гравитационном

поле. Приведен пример применения формулы при выводе отношения типа Эйнштейна–Смолуховского для

газа с уравнением состояния Лоренца в гравитационном поле.
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Введение

Барометрическая формула для некоторого газа пред-

ставляет собой зависимость концентрации газа n(x)
(или его плотности ρ(x) = mn(x)) в гравитационном

поле U(x) от высоты x при заданных в каком-либо

сечении концентрации n(x = 0) = n0 и температуре T .
В однородном и стационарном гравитационных полях

барометрическая формула имеет вид [1,2]:

n(x) = n0 exp
(

−

mgx
kT

)

= n0 exp
(

−

x
3

)

, (1)

где m — масса частиц газа, g — ускорение свободно-

го падения (ускорение в гравитационном поле), k —

постоянная Больцмана, 3 = kT/mg — характеристиче-

ская длина, на которой концентрация спадает в e раз.
Формула (1) справедлива только для газа с уравнением

состояния P = nkT при фиксированной температуре

(изотермический случай), где P — давление газа. Она

широко используется для описания различных процес-

сов динамики газов, жидкостей и плазмы [3–6], а также

в химии [7,8], в планетных [9,10] и астрофизических

науках [11].
Известны барометрические формулы и распределения

концентрации и плотности в потенциальном поле и

для некоторых других газов. Например, в [6,12–14]
для описания нелинейных процессов в плазме исполь-

зуется аналогичная формула для адиабатического и

политропного уравнений состояния идеального газа, а

в [15,16] рассмотрены распределения модельного газа

твердых сфер в гравитационном поле. В [17] представ-

лено релятивистское обобщение барометрической фор-

мулы для ряда уравнений состояния, которое применено

для политропного уравнения состояния газа, уравнения

состояния вырожденного электронного газа в присут-

ствии атомных ядер, уравнения состояния вырожденного

нейтронного газа и уравнения состояния фотонного

газа.

Известны барометрические формулы для квантовых

газов. Так, в [18,19] выведены барометрические рас-

пределения бозонного газа, а в [20] — точная баро-

метрическая формула для фермионного газа при ча-

стичном квантовом вырождении. Барометрическая фор-

мула для фермионов была использована, например,

в теориях ионно-звуковых [21,22] и ленгмюровских

волн [23,24] в плазме с квантово-вырожденными элек-

тронами. Была также выведена барометрическая фор-

мула для ультрарелятивистски вырожденного газа (в
котором энергия Ферми много больше массы покоя

частиц), подчиняющегося уравнению состояния Чанд-

расекара [25].

Важное практическое значение имеют барометри-

ческие формулы для реальных (неидеальных) газов.

Аналитические исследования барометрических распре-

делений для газов, подчиняющихся полиномиальным

уравнениям состояния Ван-дер-Ваальса и Воля (Wohl),
были проведены в [26,27], а в недавней работе [28] была
выведена барометрическая формула для трансцендент-

ного уравнения состояния Дитеричи.

Для дальнейшего развития этого направления в тео-

рии равновесия и динамики газов требуется пополнение

перечня точных барометрических формул для других

уравнений состояния реальных (неидеальных) газов.
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В 1881 г. Х.А. Лоренц предложил полиномиальное

уравнение состояния [29] (см. также [30,31]):

(

P +
a

V 2

)

V = RT
(

1 +
b
V

)

, (2)

где P — давление газа, V — молярный объем, R —

универсальная газовая постоянная, a, b — параметры,

имеющие тот же смысл, что и в уравнении Ван-дер-

Ваальса: эти постоянные учитывают притяжение и от-

талкивание частиц газа. Несмотря на то что уравнение

состояния Лоренца известно достаточно давно и оно

математически проще уравнения Ван-дер-Ваальса, ба-

рометрическая формула для газа, подчиняющемуся (2),
до сих пор была неизвестна. Целью настоящей работы

являлся математический вывод точной и явной баромет-

рической формулы для неидеального газа из уравнения

состояния Лоренца (2). Отметим, что явные представле-

ния барометрических формул для реальных газов Ван-

дер-Ваальса в [26,27] и Дитеричи в [28] получить не

удалось. Использовать же неявные формулы в форме

обратных функций из [26–28] в теоретических расчетах

весьма неудобно.

1. Вывод барометрической формулы

Сначала перепишем уравнение (2) в переменных

”
давление–концентрация“

P = nkT (1 +
=

bn) −
=
an2. (3)

Здесь
=
a , [J·m3] = a/N2

A и
=

b, [m3] = b/NA — приведен-

ные параметры уравнения состояния Лоренца, NA —

постоянная Авогадро. Легко видеть, что в пределе

lim
=
a,

=

b→0

nkT (1 +
=

bn) −
=
an2 = nkT, (4)

т.е. уравнение Лоренца переходит в этом пределе в

уравнение состояния идеального газа.

Существует несколько способов вывода барометри-

ческой формулы. Мы будем следовать наиболее про-

стому способу — газостатическому, использованному,

например, в [25,28,32]. Для этого рассмотрим уравнение

газостатического равновесия

dU
dx

+
1

n
dP
dx

= 0. (5)

Подставим преобразованное уравнение состояния (3)
в уравнение (5) и получим следующее обыкновенное

дифференциальное уравнение:

dU
dx

+
(kT

n
+ 2

=

bkT − 2
=
a
)dn

dx
= 0. (6)

Уравнение (6) легко интегрируется, его общее реше-

ние с произвольной постоянной C есть

U + kT ln n + 2(
=

bkT −

=
a)n = C. (7)

Постоянную C находим из условия n(U = 0) = n0.

Тогда, подставляя в (7) выражение для потенциальной

энергии U = mgx и выражение для C, получим

mgx + kT ln
n
n0

+ 2(
=

bkT −

=
a)(n − n0) = 0. (8)

Фактически уравнение (8) представляет собой ба-

рометрическую форму в неявном виде. В ней второе

слагаемое слева соответствует идеальному газу, а третье

слагаемое — поправкам Лоренца в уравнении состояния.

Уравнение (8) удается разрешить относительно n и

получить барометрическую формулу в более удобном

явном виде:

n = n0 exp

{

−W0

[

G exp
(

G −

x
3

)

]

+
(

G −

x
3

)

}

, (9)

где введен безразмерный параметр

G =
2n0(

=

bkT −

=
a)

kT
, (10)

который можно назвать параметром неидеальности га-

за, подчиняющегося уравнению состояния Лоренца, а

функция W0[. . .] — основная (положительная) ветвь

функции Ламберта, являющейся обратной к функции

x · exp(x) [6,33,34]. Легко убедиться, что в пределе

G → 0 полученная барометрическая формула (9) пере-

ходит в (1).

2. Численный пример

Была рассчитана зависимость (9) для нескольких зна-

чений параметра G. Результаты расчетов представлены

на рисунке.

Рисунок показывает, что барометрическая зависи-

мость для неидеального газа, подчиняющегося урав-

нению состояния Лоренца, так же как и для идеаль-

ного газа, является убывающей функцией, причем с

ростом параметра неидеальности G градиент функции

снижается.
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График барометрической зависимости (9) при различных зна-

чения параметра неидеальности G: 1 — при G = 0 (идеальный
газ); 2 — при G = 1; 3 — при G = 2.

Журнал технической физики, 2025, том 95, вып. 6



1116 А.Е. Дубинов

3. Отношение коэффициента
диффузии к подвижности

Выведенная барометрическая формула (9) может быть
использована, например, для тестирования кодов моле-

кулярной динамики, в которых тем или иным способом

моделируются реальные газы.

Приведем еще один пример использования полу-

ченной формулы (9) для аналитических расчетов. Из-

вестна, например, знаменитая формула Эйнштейна–
Смолуховского, выражающая отношение коэффициента

диффузии D к подвижности µ частиц идеального газа в

потенциальном (электрическом) поле [35–38]:

D
µ

= kT. (11)

Примечательно, что это отношение не зависит от

концентрации газа.

Можно вывести формулу отношения D/µ, аналогич-

ную (11), для газа, подчиняющегося уравнению состоя-

ния Лоренца. Для этого необходимо вычислить

D
µ

= −

n(U)

dn(U)/dU
. (12)

Заменяя в (9) аргумент x/3 на новый аргумент U/kT
и вычисляя затем (12), получим

D
µ

= kT

{

1 + W0

[

G exp
(

G −

U
kT

)

]}

. (13)

Подставим в (13) выведенное ранее выражение для

U = mgx (8), и, воспользовавшись определением функ-

ции Ламберта, после несложных преобразований запи-

шем в итоге отношение

D
µ

= kT

{

1 + W0

[

G
n
n0

exp
( n

n0

G
)

]}

= kT
(

1 + G
n
n)

)

,

(14)
в котором первое слагаемое — kT — совпадает с (11),
а второе слагаемое следует из поправок Лоренца в

уравнение состояния. Если второе слагаемое является

положительным, то отношение D/µ в (13) будет больше,

чем для идеального газа. Отметим, что в отличие

от случая идельного газа отношение D/µ зависит от

концентрации газа.

4. Заключение

Выведена точная явная барометрическая формула для

неидеального газа, подчиняющегося уравнению состоя-

ния Лоренца. Для ее математического вывода использо-

валось уравнение газостатического равновесия.

Полученная формула описывает распределение плот-

ности такого газа в однородном гравитационном поле.

Приведен численный пример, показывающий влияние

параметра неидеальности на градиент убывания концен-

трации. Формула может быть полезна, например, при

тестировании кодов молекулярной динамики. Приведен

пример применения формулы при выводе отношения

типа Эйнштейна–Смолуховского для газа с уравнением

состояния Лоренца в потенциальном поле.
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