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Введение

Магнитное поле, направленное по касательной к сво-

бодной поверхности магнитной жидкости, оказывает на

нее стабилизирующее влияние [1–4] (нормальное поле,

напротив, дестабилизирует систему [1,3,5]). Этот эффект
может быть использован для стабилизации струй жидко-

сти — подавления капиллярной неустойчивости Плато–
Рэлея. Впервые анализ устойчивости цилиндрической

струи непроводящей магнитной жидкости в аксиаль-

ном магнитном поле был осуществлен в работе [6];
полученные результаты были развиты в [7,8] (иссле-
дования устойчивости струй проводящей жидкости в

рамках МГД модели проводись в [9,10]). В [11] была

проанализирована устойчивость осесимметричной струи

магнитной жидкости при наличии всех компонент внеш-

него магнитного поля (см. также недавнюю работу [12]).
Такие исследования важны для понимания сценари-

ев распада струй и последующего формирования ка-

пель [13]. Значительный интерес вызывает изучение вли-

яния азимутального магнитного поля на цилиндрический

слой магнитной жидкости, окружающий проводник с

током [14,15]. Для такой системы была эксперименталь-

но продемонстрирована возможность распространения

уединенных осесимметричных волн [16]. Нелинейная

теория развивалась, например, в [17,18] (волны малой

амплитуды) и [19,20] (сильнонелинейные волны).
В настоящей работе исследуется распространение

сильнонелинейных осесимметричных волн по поверх-

ности цилиндрической струи магнитной жидкости при

наличии сильного внешнего аксиального магнитного

поля. Закон дисперсии линейных волн для такой системы

был получен в [6,8]. В работе [21] была предложена

слабонелинейная (т. е. для возмущений поверхности ма-

лой амплитуды) теория распространения волн для этой

задачи: выведено нелинейное уравнение Шредингера для

огибающей волнового пакета, описана его модуляци-

онная неустойчивость. Нами демонстрируется, что в

случае жидкости с высокой магнитной проницаемостью

можно не ограничиваться рассмотрением волн малой

амплитуды. Удается построить точные волновые ре-

шения, соответствующие распространению возмущений

границы цилиндрической струи произвольной (т. е. сопо-
ставимой как с длиной волны, так и с радиусом струи)
амплитуды. Такие решения по ряду свойств аналогичны

известным решениям, описывающим распространение

альфвеновских волн в неограниченной идеально про-

водящей жидкости [22,23]. Несмотря на качественные

различия (принципиально разные геометрии, среды с

отличающимися физическими свойствами — общим, по

сути, является лишь наличие внешнего однородного

магнитного поля), уравнения движения в обоих случа-

ях допускают решения, согласно которым нелинейные

волны произвольного профиля могут распространяться

с постоянной скоростью вдоль направления поля.

Следует отметить, что с математической точки зрения

задача о поведении магнитной жидкости во внешнем

магнитном поле аналогична задаче о поведении диэлек-

трической жидкости во внешнем электрическом поле —

соответствующие уравнения совпадают после замены

магнитного поля на электрическое и магнитной про-

ницаемости на диэлектрическую [1]. В работах [24–27]
было установлено, что нелинейные волны произвольной

конфигурации могут распространяться без искажений

по исходно плоской свободной поверхности идеальной
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Рис. 1. Геометрия рассматриваемой задачи (схематически).

диэлектрической жидкости вдоль направления внешне-

го тангенциального электрического поля. Такая ситуа-

ция реализуется для жидкости с большим значением

диэлектрической проницаемости в случае достаточно

сильного поля, когда влияние электростатических сил

становится доминирующим. Полученные в настоящей

работе результаты можно рассматривать как обобщение

результатов [24–27] на другую — цилиндрическую —

геометрию системы.

1. Дисперсионное соотношение

Рассмотрим эволюцию волн на свободной поверхно-

сти идеальной несжимаемой неэлектропроводной маг-

нитной жидкости с постоянной магнитной проницае-

мостью µ. В невозмущенном состоянии струя пред-

ставляет собой бесконечно длинный круговой цилиндр

радиуса r0 — геометрия задачи представлена на рис. 1.

Струя помещена во внешнее однородное магнитное

поле напряженностью H0, направленное вдоль ее оси.

Аналогично [8] считаем, что поле создается соленоидом

радиуса R0, ось которого совпадает с осью струи.

Введем функцию η, определяющую деформацию по-

верхности струи. Форма ее поверхности задается урав-

нением r = r0 + η(θ, z , t), где {r, θ, z} — цилиндри-

ческие координаты, t — время. В линейном при-

ближении, т. е. для деформаций малой амплитуды,

|∂η/∂z | ≪ 1 и |∂η/∂θ| ≪ r0, поведение системы полно-

стью описывается дисперсионным соотношением, соот-

ветствующим представлению η ∝ exp[i(nθ + kz − ωt)],
где n = 0, 1, 2 . . . — азимутальное волновое число, k —

аксиальное волновое число, ω — частота. Закон диспер-

сии имеет следующий вид [8]:

ω2 =
µ0H2

0(µ−1)2k2I ′n(kr0)
ρ[µI ′n(kr0)−AIn(kr0)]

+
αk[n2+(kr0)2−1]I ′n(kr0)

ρr20In(kr0)
,

(1)
где величина A задается выражением

A =
I ′n(kr0)Kn(kR0) − In(kR0)K′

n(kr0)
In(kr0)Kn(kR0) − In(kR0)Kn(kr0)

.

Здесь µ0 — магнитная постоянная, ρ — плотность

жидкости, α — коэффициент поверхностного натяжения,

In и Kn — модифицированные функции Бесселя первого

и соответственно второго рода порядка n, а L′
n и K′

n —

их производные по аргументу (для окружающей струю

среды считаем плотность равной нулю, а магнитную

проницаемость — единице). Первое слагаемое в правой

части (1) ответственно за влияние магнитного поля, а

второе — за влияние капиллярных эффектов.

Поверхность струи неустойчива по отношению к

возмущениям с такими волновыми числами k и n, для
которых правая часть отрицательна и соответственно

частота ω — мнимая. В работе [8] был проведен

детальный анализ устойчивости, свидетельствующий о

стабилизирующем влиянии магнитного поля на струю.

Отметим, что результаты [8] являются обобщением

результатов пионерской работы [6], в которой рассмат-

ривалась устойчивость струи магнитной жидкости в

однородном магнитном поле в неограниченном про-

странстве. Полученный в [6] закон дисперсии можно

найти из (1), рассматривая предел R0 ≫ r0 . В силу того,

что справедливы асимптотики

In(x) ≈ ex

√
2πx

, Kn(x) ≈ e−x

√
2x/π

, x → ∞,

имеем в этом пределе A → K′
n(kr0)/Kn(kr0), т. е. в (1)

исчезает зависимость от радиуса соленоида.

Пусть λ — характерный пространственный масштаб

возмущений поверхности струи. Из общих соображе-

ний понятно, что для мелкомасштабных возмущений

(λ ≪ r0) в законе дисперсии (1) будет доминировать

слагаемое, ответственное за капиллярные эффекты. Дей-

ствительно, в этом пределе геометрия задачи переходит

от цилиндрической в плоскую. Тогда первое слагаемое в

правой части (1) будет иметь порядок λ−2, а второе —

λ−3 [1–3]. Как следствие, при достаточно малых λ

капиллярные силы доминируют над магнитными.

Мы будем рассматривать крупномасштабные воз-

мущения поверхности, сравнимые с радиусом струи:

λ ∼ r0 или, в терминах волновых чисел k и n,
√

(n/r0)2 + k2 = O(r−1
0 ). Для таких возмущений в до-

статочно сильном магнитном поле ответственное за его

влияние слагаемое в законе дисперсии (1) будет доми-

нировать. Характерное магнитное давление оценивается

как pm = µ0µH2
0/2; капиллярное давление как pα = α/r0.

Введем безразмерный параметр δ = pm/pα, характеризу-
ющий относительный вклад магнитных и капиллярных

давлений. Будем считать сильным магнитное поле, для

которого δ ≫ 1 и, как следствие, капиллярными эффек-

тами можно пренебречь: распространение волн будет

целиком определяться влиянием магнитного поля.

В настоящей работе мы рассмотрим случай среды

с большой магнитной проницаемостью, µ ≫ 1, вполне

реализуемый для ферромагнитных жидкостей [28]. В ре-

зультате разложения правой части (1) по малому пара-

метру 1/µ закон дисперсии принимает простой алгебра-
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ический вид

ω2 =
µ0µH2

0k2

ρ

(

1 + O(µ−1)
)

.

При введении альфвеновской скорости

VA = H0

√
µ0µ/ρ получим

ω2 ≈ V 2
A k2. (2)

Таким образом, для случая µ ≫ 1 при выполнении

условия δ ≫ 1 (сильное магнитное поле) дисперсион-

ное соотношение радикально упрощается. Для крупно-

масштабных возмущений поверхности струи (λ ∼ r0)
исчезает зависимость от азимутального номера n, от

поверхностного натяжения α, а также от геометрических

параметров r0 и R0.

Для нашего последующего анализа существенным

является предположение, что магнитная проницаемость

µ постоянна, т. е. не зависит от магнитного поля. Для

ферромагнитных жидкостей такое приближение спра-

ведливо, если напряженность поля меньше некоторого

порога, который мы обозначим как Hc . Рассмотрим, как

такое требование может сочетаться с условием сильного

поля δ ≫ 1.

Оценим значение Hc для используемых в экспери-

ментах феррожидкостей. Как известно [3], для коллоид-

ной феррожидкости намагниченность M линейно зави-

сит от напряженности приложенного магнитного поля

при относительно малых H0. Справедливо соотношение

M ≈ χiH0, где коэффициент пропорциональности χi —

так называемая начальная магнитная восприимчивость.

При больших значениях H0 намагниченность выходит на

насыщение: M ≈ Ms = const. В качестве границы между

этими пределами естественно взять значение напря-

женности поля Hc , для которого M = Ms/2. Получим

тогда Hc = Ms/(2χi). Например, в исследованиях [29]
использовалась феррожидкость, для которой χi = 7.0,

Ms = 51.4 kA/m, α = 23.5mN/m. Для проницаемости

жидкости имеем µ = 1 + χi = 8.0, т. е. условие µ ≫ 1

вполне выполняется. Для пороговой напряженности по-

ля справедлива оценка Hc = 3.7 kA/m. Величина H0 не

должна превышать этого значения, чтобы магнитную

проницаемость можно было считать постоянной. При

H0 = Hc для r0 = 5mm находим δ = 14.4, т. е. условие

δ ≫ 1 доминирования магнитных сил над капиллярными

выполняется. Отсюда следует вывод, что можно по-

добрать такую магнитную жидкость и такие значения

напряженности внешнего поля, что будут одновременно

выполняться три условия: µ ≫ 1, δ ≫ 1 и H0 ≤ Hc ,

которые используются в настоящей работе.

Вернемся к обсуждению дисперсионного соотноше-

ния. В терминах возмущения η границы струи за-

кон дисперсии (2) соответствует линейному волновому

уравнению

∂2η

∂t2
≈ V 2

A
∂2η

∂z 2
. (3)

r

z

r0

H0

r = r  + η(z, t)0

Рис. 2. Пространственно-локализованное осесимметричное

возмущение поверхности цилиндрической струи (схематиче-
ски).

Его решением является

η ≈ η+(z −VAt, θ) + η−(z + VAt, θ), (4)

где η± — произвольные функции (с очевидными

для линейных волн ограничениями |∂η±/∂z | ≪ 1 и

|∂η±/∂θ| ≪ r0), задающие форму волн, распространяю-

щихся без искажений в положительном и отрицательном

направлениях оси z с постоянной скоростью VA.

Ниже мы проанализируем причины, приводящие к

подобному поведению системы, а также продемонстри-

руем, что частично наши выводы о динамике линейных

возмущений границы струи могут быть распространены

на общий, нелинейный случай.

2. Уравнения движения

Как было продемонстрировано в разд. 1, представляет

интерес рассмотрение поведения струи магнитной жид-

кости под действием только магнитных сил, т. е. без уче-

та влияния капиллярных сил. Будем считать движение

жидкости безвихревым. Тогда можно ввести скалярный

потенциал скорости φ так, что вектор скорости опре-

деляется как его градиент: ν = ∇φ. Для несжимаемой

жидкости имеем ∇ · ν ≡ 0 и, следовательно, потенциал

удовлетворяет уравнению Лапласа ∇2φ = 0.

Выше было показано, что в предельном случае µ ≫ 1

закон дисперсии не содержит азимутального номера

n. Это дает основание не рассматривать азимутальные

возмущения поверхности струи, т. е. ограничиться осе-

симметричными возмущениями η = η(z , t) (это соот-

ветствует n = 0) (рис. 2). В осесимметричном случае

φ = φ(r, z , t), и уравнение Лапласа для потенциала ско-

рости записывается как

∂2φ

∂r2
+

1

r
∂φ

∂r
+
∂2φ

∂z 2
= 0. (5)

Журнал технической физики, 2025, том 95, вып. 6
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Его следует решать со следующими граничными усло-

виями:

∂φ

∂t
+

1

2

(

∂φ

∂r

)2

+
1

2

(

∂φ

∂z

)2

=

− p
ρ

+ f (t), r = r0 + η(z , t), (6)

∂η

∂t
=
∂φ

∂r
− ∂η

∂z
∂φ

∂z
, r = r0 + η(z , t), (7)

∂φ

∂r
= 0, r = 0, (8)

где p = p(r, z , t) — давление в жидкости, а f — про-

извольная функция времени. Условие (6), которое часто

называют динамическим, имеет смысл нестационарного

уравнения Бернулли, взятого на свободной границе

струи. Кинематическое условие (7) связывает скорость

на свободной поверхности жидкости с функцией η,

задающей ее форму. Условие (8) соответствует тому,

что на оси струи скорость имеет лишь одну, аксиальную,

компоненту.

Ограничимся рассмотрением пространственно-

локализованных возмущений границы струи, т. е.

η → 0 при |z | → ∞ (рис. 2). Тогда на бесконечности

справедливо

∂φ

∂r
→ 0,

∂φ

∂z
→ 0, |z | → ∞. (9)

Входящее в (6) давление p, согласно [30], задается

выражением (здесь мы не учитываем капиллярные эф-

фекты)

p = patm +
µ0µ

2
(H2

n − H2
τ ) −

µ0

2
(H̃2

n − H̃2
τ ), (10)

где patm — постоянное внешнее (атмосферное) давле-

ние, Hτ и H̃τ — тангенциальные, а Hn и H̃n — нормаль-

ные по отношению к свободной границе компоненты

напряженности магнитного поля внутри жидкости и

соответственно вне ее. Для компонент магнитного поля

должны выполняться стандартные граничные условия

Hτ = H̃τ , µHn = H̃n. (11)

С их использованием можно выразить давление (10)
через компоненты напряженности магнитного поля

внутри жидкости Hτ и Hn:

p = patm − µ0(µ − 1)

2
(µH2

n − H2
τ ). (12)

Магнитное поле в струе магнитной жидкости

(H = {Hr , 0, Hz}) и в окружающем ее пространстве

(H̃ = {H̃r , 0, H̃z}) находится из уравнений Максвелла

для непроводящей среды в магнитостатическом прибли-

жении:

∇×H = 0, ∇ ·H = 0, ∇× H̃ = 0, ∇ · H̃ = 0. (13)

Эти уравнения следует решать совместно с условиями

на свободной границе (11), условиями на оси системы и

на поверхности соленоида

Hr = 0, r = 0, (14)

H̃r = 0, r = R0, (15)

а также с условиями на бесконечности

Hz → H0, Hr → 0, |z | → ∞, (16)

H̃z → H0, H̃r → 0, |z | → ∞. (17)

Пользуясь определенным произволом в выборе по-

тенциала скорости, можно использовать вместо пары

условий (9) единственное условие

φ → 0, |z | → ∞. (18)

В этом случае входящая в уравнение Бернулли функ-

ция f будет определена однозначно как

f =
patm

ρ
− µ0(µ − 1)H2

0

2ρ
.

В совокупности приведенные в разд. 2 уравнения

полностью описывают нелинейную эволюцию возмуще-

ний границы струи магнитной жидкости под влиянием

внешнего аксиального магнитного поля.

3. Предел большой магнитной
проницаемости

Рассмотрим реализуемый для ферромагнитных жидко-

стей случай большой магнитной проницаемости µ ≫ 1.

В разд. 1 мы на основе анализа закона дисперсии (1)
показали, что в этом пределе линейные волны рас-

пространяются вдоль оси струи в положительном и

отрицательном направлениях без искажений — см. ре-

шение (4). Условием применимости линейного прибли-

жения является малость деформаций струи, |∂η/∂z | ≪ 1.

Здесь мы будем рассматривать распространение силь-

нонелинейных волн, т. е. случай возмущений границы

струи с большими углами наклона, ∂η/∂z = O(1).
Анализируя условия (11) и (14)−(17), можно прийти

к выводу, что величины H̃τ /H0, Hτ /H0 и H̃n/H0 при раз-

ложении по малому параметру 1/µ относятся к порядку

O(1), а величина Hn/H0 — к более высокому порядку

малости O(1/µ). Нормальная компонента напряженно-

сти магнитного поля в жидкости оказывается много

меньше по абсолютному значению тангенциальной ком-

поненты, и можно считать, что силовые линии поля

направлены по касательной к искривленной границе.

Это приводит к тому, что задача нахождения распре-

деления магнитного поля внутри струи отщепляется от

общей задачи нахождения распределения поля во всем

пространстве. Для предельного случая µ ≫ 1 можно

положить тождественно

Hn = 0, (19)
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и искать распределение поля, для которого граничная

силовая линия будет лежать на свободной поверхности

жидкости.

Отметим, что задача нахождения распределения поля

вне жидкости не отщепляется от исходной задачи для

предела µ ≫ 1. Для ее решения сначала необходимо

найти распределение поля внутри струи, и тем самым

определить Hτ , а уже затем решать дополнительную

задачу вне струи с граничным условием H̃τ = Hτ . В ре-

зультате будет, в частности, найдено, распределение H̃n.

Это с учетом связи Hn = H̃n/µ позволит при большом,

но конечном, µ вычислить нормальную компоненту маг-

нитного поля внутри жидкости, т. е. фактически сделать

следующую итерацию (на первой итерации Hn ≡ 0).
Однако, как оказывается, для целей настоящей работы

реализовывать такую итерационную процедуру не тре-

буется. Для описания движения жидкости нам необхо-

димо найти обусловленное влиянием магнитного поля

давление (12) на границе жидкости, а оно может быть

найдено с использованием лишь распределения поля

внутри струи. Действительно, для входящих в правую

часть (12) слагаемых имеем

H2
τ /H2

0 = O(1), µH2
n/H2

0 = O(1/µ).

Таким образом, содержащее нормальную компоненту

магнитного поля слагаемое в (12) мало, и достаточно

ограничиться первым приближением, в котором Hn ≡ 0.

Тогда в основном порядке разложения по малому пара-

метру 1/µ имеем

p ≈ −µ0µH2
τ

2
, f ≈ −µ0µH2

0

2ρ
. (20)

Принимая во внимание уравнения магнитостати-

ки (13), можно уменьшить число неизвестных функций,

введя вспомогательный скалярный потенциал ψ(r, z , t)
так, что H = ∇ψ. Этот потенциал удовлетворяет уравне-

нию Лапласа ∇2ψ = 0, записываемому в случае осевой

симметрии задачи как

∂2ψ

∂r2
+

1

r
∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z 2
= 0. (21)

Граничные условия к (21) получим, переходя

в (14), (16), (19) от компонент магнитного поля к по-

тенциалу ψ посредством соотношений Hr = ∂ψ/∂r и

Hz = ∂ψ/∂z . Находим

∂ψ

∂r
= 0, r = 0, (22)

ψ → H0z , |z | → ∞, (23)

∂ψ

∂r
− ∂η

∂z
∂ψ

∂z
= 0, r = r0 + η(z , t). (24)

Здесь мы использовали выражение

Hn

√

1 +
(∂η

∂z

)2

= Hr −
∂η

∂z
Hz ,

связывающее нормальную компоненту напряженности

магнитного поля Hn с аксиальной и радиальной компо-

нентами Hz и Hr .

Наконец, при использовании потенциала ψ и с учетом

соотношений (19) и (20), нестационарное уравнения

Бернулли (6) перепишется как

∂φ

∂t
+

1

2

(

∂φ

∂r

)2

+
1

2

(

∂φ

∂z

)2

=
µ0µ

2ρ

(

∂ψ

∂r

)2

+
µ0µ

2ρ

(

∂ψ

∂z

)2

− µ0µH2
0

2ρ
, r = r0 + η(z , t). (25)

Остальные уравнения, определяющие динамику жид-

кости, остаются без изменений. Еще раз обратим вни-

мание на важную особенность получаемых для случая

µ ≫ 1 уравнений движения: поведение жидкости полно-

стью определятся парой скалярных потенциалов φ и ψ,

причем области их определения (0 ≤ r ≤ r0 + η(z , t) и

−∞ < z < ∞) совпадают.

4. Точные волновые решения

В разд. 4 мы найдем точные решения уравнений

движения магнитной жидкости, соответствующие пре-

дельному случаю µ ≫ 1. Понятно, что невозмущенное

состояние системы соответствует тривиальному реше-

нию

η = 0, φ = 0, ψ = H0z

уравнений движения. Представим потенциал ψ в виде

суммы невозмущенного решения и возмущения 9 (в
невозмущенном состоянии 9 = 0):

ψ(r, z , t) = H0z +9(r, z , t).

Возмущенный потенциал 9, как и исходный ψ, удо-

влетворяет уравнению Лапласа

∂29

∂r2
+

1

2

∂9

∂r
+
∂29

∂z 2
= 0. (26)

Граничные условия для него, как несложно получить

из (22)−(24), имеют вид

∂9

∂r
= 0, r = 0, (27)

9→ 0, |z | → ∞, (28)

H0

∂η

∂z
=
∂9

∂r
− ∂η

∂z
∂9

∂z
, r = r0 + η(z , t). (29)

Уравнения, описывающие нелинейные бегущие волны,

получаются из приведенных выше уравнений движения

посредством подстановки

η(z , t) = η±(z ∓Ct), φ(r, z , t) = φ±(r, z ,∓Ct),

9(r, z , t) = 9±(r, z ,∓Ct), (30)
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где верхние знаки соответствуют волнам, распространя-

ющимся в положительном направлении оси z с неко-

торой скоростью C > 0, а нижние — в отрицательном.

Соответствующие подстановке (30) волны распростра-

няются без искажений — их профиль не меняется в

движущихся с волнами системах координат. Как следует

из (5) и (26), функции φ± и 9± удовлетворяют уравне-

ниям Лапласа

∂2φ±

∂r2
+

1

2

∂φ±

∂r
+
∂2φ±

∂z 2
= 0,

∂29±

∂r2
+

1

2

∂9±

∂r
+
∂29±

∂z 2
= 0 (31)

с условиями, вытекающими из (7), (8), (18), (27)−(29):

∂φ±

∂r
= 0,

∂9±

∂r
= 0, r = 0, (32)

φ± → 0, 9± → 0, |z | → ∞, (33)

∓C
∂η±

∂z
=
∂φ±

∂r
− ∂η±

∂z
∂φ±

∂z
,

H0

∂η±

∂z
=
∂9±

∂r
− ∂η±

∂z
∂9±

∂z
, r = r0 + η±. (34)

Отсюда видно, что функции φ± и 9± задаются

совпадающими (с точностью до констант в (34)) урав-

нениями, и потому связаны простым соотношением:

C9± = ∓H0φ
±. (35)

Такая простая линейная связь обусловлена тем, что

для рассматриваемых бегущих волн в системах коорди-

нат, движущихся вместе с волнами, скорость жидкости

направлена по касательной к границе, т. е. ведет себя

также как магнитное поле в пределе µ ≫ 1.

С учетом связи (35) нестационарное уравнение Бер-

нулли (25) примет вид

∓C
∂φ±

∂z
+

1

2

(

∂φ±

∂r

)2

+
1

2

(

∂φ±

∂z

)2

= ∓µ0µH2
0

ρC
∂φ±

∂z

+
µ0µH2

0

2ρC2

(

∂φ±

∂r

)2

+
µ0µH2

0

2ρC2

(

∂φ±

∂z

)2

, r = r0 + η±

и, как несложно заметить, факторизуется как

(

µ0µH2
0

2ρC2
− 1

2

)[(

∂φ±

∂r

)2

+

(

∂φ±

∂z

)2

∓ 2C
∂φ±

∂z

]

= 0,

r = r0 + η±.

Очевидно, что последнее уравнение превращается в

тождество при

C = H0

√

µ0µ/ρ = VA.

Как следствие, не возникает никаких ограничений на

профиль бегущих волн η± — он оказывается произ-

вольным. При этом потенциал φ± (и, следовательно,

связанный с ним потенциал 9±) находится по за-

данным η± из уравнения Лапласа (31) с граничными

условиями (32)−(34). Приведем возникающие при рас-

смотрении бегущих волн связи между потенциалами φ

и ψ, а также векторами скорости ν и магнитного поля H:

ψ = H0z ∓ φ
√

ρ/(µ0µ), H = H0ez ∓ ν

√

ρ/(µ0µ). (36)

Для найденных решений скорость распространения

нелинейных волн вдоль оси z не зависит от их профи-

ля, и по абсолютному значению равна альфвеновской

скорости VA. Фактически это означает, что эволюция

свободной поверхности струи описывается простейшим

линейным уравнением

∂η

∂t
±VA

∂η

∂z
= 0, (37)

к которому редуцируется волновое уравнение (3) при от-

дельном рассмотрении распространяющихся по направ-

лению (верхний знак) и против направления (нижний
знак) оси z волн.

Таким образом, нелинейность не приводит к иска-

жению профиля волн произвольной амплитуды, что

обеспечивает их структурную устойчивость.

5. Аналогия с альфвеновскими
волнами

В полученных нами выше точных волновых решениях

прослеживается определенная аналогия с альфвенов-

скими волнами, распространяющимися в неограничен-

ном пространстве. Уравнения магнитной гидродинамики

несжимаемой идеально проводящей невязкой жидкости

c µ = 1 во внешнем однородном магнитном поле имеют

следующий вид [22]:

∂H

∂t
+ (ν∇)H = (H∇)ν, (38)

ρ

[

∂ν

∂t
+ (ν∇)ν

]

= −∇
(

p +
µ0|H|2

2

)

+ µ0(H∇)H,

(39)

∇ ·H = 0, ∇ · ν = 0, (40)

ν → 0, H → H0ez , |r| → ∞. (41)

Нетривиальное семейство точных решений этих урав-

нений можно получить, используя следующие связи

между неизвестными функциями ν , H и p [22]:

H = H0ez ∓ ν

√

ρ/µ0, (42)

p +
µ0|H|2

2
= const. (43)

Связь (42) совпадает с использованной нами выше

связью (36) при µ = 1. Уравнения (38)−(41) оказыва-

ются совместными с условиями (42) и (43), при этом
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пара уравнений (38) и (39) сводится к единственному

простейшему волновому уравненнию

∂ν

∂t
±VA

∂ν

∂z
= 0, VA = H0

√

µ0/ρ, (44)

по форме совпадающему с (37). Решением (44) является

ν = ν
±(x , y, z ,∓VAt),

где ν
± — произвольные вектор-функции, описывающие

возмущения поля скоростей (а также связанных с ним

полей H и p), распростаняющиеся без искажений с

альфвеноской скоростью VA вдоль направления (верхний
знак), либо против направления (нижний знак) внешнего

магнитного поля, т. е. оси z . Единственными ограничени-

ями на ν
± являются следующие из уравнений (40), (41)

необременительные условия

∇ · ν± = 0,

ν
± → 0, |r| → ∞.

Таким образом, несмотря на очевидные принципи-

альные различия в постановке задач (в нашем случае

жидкость неэлектропроводная и занимает область, огра-

ниченную свободной поверхностью; для классических

альфвеновских волн жидкость идеально проводящая и

занимает все пространство), динамика нелинейных бе-

гущих волн в обеих системах аналогична. Нелинейные

волны способны распространяться (по отдельности) по

направлению и против направления внешнего магнитно-

го поля без искажений.

Заключение

В работе продемонстрировано, что по поверхности ци-

линдрической струи магнитной жидкости, помещенной в

сильное магнитное поле коаксиального с ней соленоида,

могут без искажений распространяться волны с произ-

вольной амплитудой. Эта ситуация реализуется для жид-

кости с большим значением магнитной проницаемости.

Подобное поведение волн на поверхности струи со-

ответствует тому, что их распространение описывается

парой линейных уравнений (37) — одно уравнение для

волн в положительном, а другое — отрицательном на-

правлении оси z . Однако это не означает, что влиянием

нелинейности можно пренебречь. Нелинейность будет

определять взаимодействие противоположно направлен-

ных волн. Для волн на плоской поверхности диэлектри-

ческой/магнитной жидкости в тангенциальном электри-

ческом/магнитном поле подобное взаимодействие было

рассмотрено в работах [31–35]. Было установлено, что

при столкновении встречные уединенные волны сохра-

няют импульс и энергию [31]. При этом волны не сохра-

няют свою форму. Они деформируются, что, в конечном

итоге, приводит к формированию сингулярностей — об-

ластей с большими градиентами скоростей и полей [32].

Аналогичное рассмотрение для струи затруднено тем,

что в цилиндрической геометрии не применим исполь-

зовавшийся в [31,32] метод динамических конформных

преобразований. Тем не менее естественно предполо-

жить, что взаимодействие встречных волн будет носить

сходный характер.
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