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Найдено точное решение модели, состоящей из трех идентичных двухуровневых атомов (кубитов), один
из которых находится в свободном состоянии, а два других заперты в индивидуальных одномодовых

резонаторах без потерь и резонансно взаимодействуют с выделенной модой своего резонатора. На основе

точного решения проведен расчет отрицательностей пар кубитов и степени совпадения для двух начальных

истинно перепутанных состояний кубитов W-типа и истинно перепутанного состояния GHZ-типа, а также

тепловых состояний полей резонаторов. Исследовано влияние интенсивностей тепловых шумов резонаторов

и начальных состояний кубитов на степень их перепутывания в процессе дальнейшей эволюции, а также на

особенности проявления эффекта мгновенной смерти перепутывания кубитов.

Ключевые слова: кубиты, истинно перепутанные состояния W- и GHZ-типа, тепловые поля, перепутыва-

ние, парная отрицательность, степень совпадения, мгновенная смерть перепутывания.

DOI: 10.61011/JTF.2025.05.60275.433-24

Введение

Квантовые перепутанные состояния являются основ-

ным физическим ресурсом, используемым при кванто-

вой обработке информации, в частности для физики

квантовых вычислений и квантовых коммуникаций [1,2].
Квантовая электродинамика резонаторов (РКЭД), в ко-

торой изучается взаимодействие систем кубитов с кван-

товыми полями резонаторов в условиях, которые наибо-

лее просто могут быть реализованы экспериментально,

является приоритетным инструментом для исследова-

ний свойств перепутанных состояний многокубитных

систем [3,4]. В последние годы в рамках РКЭД удалось

экспериментально наблюдать перепутанные состояния

кубитов различной физической природы, такие, как

нейтральные атомы, ионы в магнитных ловушках, сверх-

проводящие кольца с джозефсоновскими переходами,

квантовые точки и примесные спины [5–10]. Теоретиче-
ские исследования систем кубитов, взаимодействующих

с выделенными модами резонаторов в рамках РКЭД,

основаны на модели Джейнса−Каммингса (МДК) и

ее обобщениях и расширениях (см. ссылки в [11]).
МДК является простейшей полностью квантовой точ-

но решаемой физической моделью, которая описыва-

ет взаимодействие естественного или искусственного

двухуровневого атома (кубита) с одномодовым полем

резонатора без потерь. В последние годы МДК была

использована для описания широкого круга квантовых

эффектов взаимодействия одиночного атома с кванто-

вым электромагнитным полем. Для исследования более

широкого спектра квантовых явлений, обусловленных

взаимодействием кубитов с квантовыми полями резона-

торов, в последние годы были рассмотрены многочис-

ленные обобщения и расширения МДК, в частности,

различные версии многоатомной МДК. Использование

перепутанных состояний для квантовых вычислений

и коммуникаций предполагает необходимость выбора

критериев количественной оценки степени перепутыва-

ния кубитов [12]. Хотя общие свойства перепутанных

состояний достаточно подробно изучены, количествен-

ные критерии перепутывания кубитов до настоящего

времени удалось ввести только для двухкубитных си-

стем [13–15]. В случае многокубитных систем ана-

логичные критерии не удалось ввести до настоящего

времени. Ненулевые значения используемых критериев

перепутывания, введенных для многокубитных систем,

свидетельствуют лишь о наличии перепутанности в

системе, но не позволяют провести строгую количе-

ственную оценку степени перепутывания кубитов [16].
Трудности теоретического описания перепутанных со-

стояний существенно возрастают при увеличении числа

кубитов в системе. Поэтому в настоящее время особое

внимание уделяется изучению динамики перепутыва-

ния трехкубитных систем. Интерес к таким системам

обусловлен также возможностью использования трехку-

битных моделей при теоретическом анализе динамики

универсальных квантовых вентилей, манипулирующих

трехкубитными квантовыми перепутанными состояния-

ми [17–19]. Для выполнения произвольных вычислений

в квантовом компьютере должен быть реализовать на-

бор универсальных вентилей. В качестве такого набора

можно выбрать, например, двухкубитные вентили, такие,

как контролируемый-
”
НЕ“ (CNOT) [17], и однокубитные

вращения. В качестве альтернативы можно использовать
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трехкубитные вентили, такие, как вентили Тоффоли или

Фредкина [18,19]. Трехкубитные вентили также важны в

таких приложениях, как, например, квантовая коррекция

ошибок [20]. Трехкубитные квантовые перепутанные

состояния были экспериментально реализованы в серии

опытов в системах сверхпроводящих кубитов, ионов в

ловушках и примесных спинов [21–27].

В последнее время было выполнено большое коли-

чество теоретических исследований, посвященных изу-

чению динамики различных версий трехатомных МДК.

Авторы статей [28–35] рассматривали трехчастичную

модель, состоящую из трех одинаковых двухуровневых

атомов, каждый из которых заперт в индивидуальном

одномодовом резонаторе. При этом каждый атом ре-

зонансно взаимодействует с полем собственного резо-

натора посредством однофотонных процессов. Авторы

рассмотрели динамику такой тройной МДК для различ-

ных начальных коррелированных состояний кубитов и

полей резонаторов. Другая версия трехатомной МДК

рассматривалась в работах [36–44]. Авторы указанных

работ рассмотрели динамику перепутывания трех оди-

наковых двухуровневых атомов, взаимодействующих с

выделенной модой общего квантованного поля резона-

тора для фоковских, когерентных и тепловых состояний

поля резонатора, а также для сепарабельных, бисепара-

бельных и истинно перепутанных состояний атомов. На-

конец, в работах [45–48] рассматривалась трехкубитная

система, состоящая из изолированного атома и двух ато-

мов, запертых в одномодовом оптическом резонаторе.

Авторы исследовали динамику перепутывания атомов

для различных начальных состояний поля резонатора и

перепутанных состояний атомов.

В настоящей работе мы исследовали точную дина-

мику перепутывания трех идентичных трехуровневых

атомов в рамках новой трехатомной модели, состоящей

из изолированного атома и двух атомов, каждый из

которых захвачен в индивидуальном оптическом или

микроволновом резонаторе и резонансно взаимодей-

ствуют с одномодовым полем такого индивидуального

резонатора посредством однофотонных переходов. Нами

найдено точное выражение для оператора эволюции рас-

сматриваемой трехатомной модели. На основе точного

решения нами исследована динамика рассматриваемой

модели для начальных перепутанных состояний атомов

W- и GHZ-типа, а в качестве начальных состояний

полей резонатора — тепловые состояния. В качестве

критерия атомного перепутывания в случае начальных

W-состояний использовалась парная отрицательность

и степень совпадения, а в случае GHZ-состояний —

степень совпадения. Выбор тепловых состояний полей

резонаторов был обусловлен следующим обстоятель-

ством. Для управления состояниями естественных и

искусственных атомов (кубитов) используют электро-

магнитные поля резонаторов, при этом в резонаторах

всегда присутствуют тепловые фотоны. Температуры ре-

зонаторов меняются от nK в случае ионов в магнитных

ловушках до комнатных температур в случае азото-

замещенных вакансий в алмазе, что означает широкий

разброс интенсивностей тепловых полей таких резонато-

ров. За счет взаимодействия атомов с тепловыми поля-

ми резонаторов возможны осцилляции Раби параметра

перепутывания атомов, а также мгновенная смерть пе-

репутывания атомов, т. е. исчезновение перепутывания

на временах, меньших времени декогеренции. Наличие

осцилляций Раби и разрушение начального перепуты-

вания могут приводить к ошибкам при считывании

информации о состоянии кубитов. Поэтому изучение

динамики теплового перепутывания атомов в трехатом-

ных моделях представляет несомненный интерес для

квантовой информатики.

1. Модель и ее точное решение

Опишем интересующую нас модель. Рассмотрим три

идентичных двухуровневых атома (кубита) A, B и C .

Кубит A свободно перемещается вне резонаторов, а

два других кубита B , C находятся в двух независимых

резонаторах и каждый резонансно взаимодействует с

одномодовым квантованным полем своего идеального

резонатора. Гамильтониан такой системы в дипольном

приближении и приближении вращающейся волны запи-

шется в виде

Ĥint = ~γ
(

σ̂+
B b̂ + σ̂−

B b̂+
)

+ ~γ
(

σ̂+
C ĉ + σ̂−

C ĉ+
)

, (1)

где σ̂+
i = |+〉ii〈−| и σ̂−

i = |−〉ii〈+| — повышающий и

понижающий операторы в i-м кубите, b̂(ĉ) и b̂+(ĉ+) —

операторы уничтожения и рождения фотонов nB(nC)
в моде резонатора. При записе гамильтониана (1) мы

предположили, что константы взаимодействия кубитов

B и C с резонаторами равны γC = γB = γ .

Чтобы найти вектор состояния модели, описываемой

гамильтонианом (1), в последующие моменты времени t
удобно квалифицировать все начальные состояния си-

стемы, введя новый параметр N = NB + NC . Здесь

NB(nB , nqB ) =

{

0, если nqB = nB = 0,

1, если nqB =0, nB≥1 или nqB =1, nB≥0,

NC(nC , nqC )=

{

0, если nqC = nC = 0,

1, если nqC =0, nC≥1 или nqC =1, nC≥0,

где nqB и nqC — число возбужденных кубитов в ре-

зонаторах B и C соответственно, nB и nC — число

фотонов в моде резонатора B и C соответственно.

Таким образом, параметр N может принимать только

следующие значения: 0, 1 и 2.

В случае N = 2 эволюция вектора состояния происхо-

дит в 4-мерном гильбертовом пространстве. Существует

два набора базисных векторов. Различия между ними

обусловлены состоянием атома A. Для возбужденного

атома A базисные векторы можно записать в виде:

|+A,+B,+C , nB , nC〉, |+A,+B ,−C , nB , nC + 1〉,
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|+A,−B ,+C , nB + 1, nC〉, |+A,−B ,−C , nB + 1, nC + 1〉,
(2)

а для основного состояния атома A будет удобнее

записать базисные векторы в виде:

|−A,+B ,+C , nB , nC〉, |−A,+B ,−C , nB , nC + 1〉,

|−A,−B ,+C , nB + 1, nC〉, |−A,−B ,−C , nB + 1, nC + 1〉.
(3)

Если выполняется условие N = 1, то эволюция век-

тора состояния рассматриваемой системы происходит

в 2-мерном гильбертовом пространстве. Существует

четыре набора базисных векторов. Два набора базисных

векторов возникают из-за кубита A, а другие два набора

возникают из-за эволюции вектора состояния либо ку-

бита B , либо кубита C . Далее удобно представить эти

наборы в виде:

|+A,+B ,−C , nB , 0〉, |+A,−B ,−C , nB + 1, 0〉;

|+A,−B ,+C , 0, nC〉, |+A,−B ,−C, 0, nC + 1〉, (4)

|−A,+B ,−C , nB , 0〉, |−A,−B,−C , nB + 1, 0〉;

|−A,−B ,+C , 0, nC〉, |−A,−B ,−C , 0, nC + 1〉. (5)

В случае N = 0 эволюция векторов отсутствует. Соот-

ветствующих два базисных набора:

|+A,−B ,−C , 0, 0〉, (6)

|−A,−B ,−C , 0, 0〉. (7)

Для случая N = 2 нами был найден оператор эволю-

ции Û в базисе (2), (3):

Û =

























U11 U12 U13 0 U15 0 0 0

U21 U22 U23 0 U25 0 0 0

U31 U32 U33 0 U35 0 0 0

0 0 0 U44 0 U46 U47 U48

U51 U52 U53 0 U55 0 0 0

0 0 0 U64 0 U66 U67 U68

0 0 0 U74 0 U76 U77 U78

0 0 0 U84 0 U86 U87 U88

























,

























|+A,+B ,+C , nB , nC〉
|+A,+B ,−C , nB, nC + 1〉
|+A,−B ,+C , nB + 1, nC〉
|−A,+B ,+C , nB , nC〉

|+A,−B ,−C , nB + 1, nC + 1〉
|−A,+B ,−C , nB, nC + 1〉
|−A,−B ,+C , nB + 1, nC〉
|−A,−B ,−C , nB + 1, nC + 1〉

























↔

























1

2

3

4

5

6

7

8

























, (8)

где элементы оператора эволюции Ui j ≡ Ui j (nB , nC , t)
записываются в виде

U11 =

{

cos2
[

γt
√

nB + 1
]

, if nB = nC ,

1
2

[

cos(tθ1) + cos(tθ2)
]

, in other cases,

U21 =



















−i cos
[

γt
√

nB + 1
]

sin
[

γt
√

nC + 1
]

, if nB = nC ,

− i
[√

(nB +1)(sin(tθ2)θ1− sin(tθ1)θ2)+
√

(nC+1)(sin(tθ2)θ1+ sin(tθ1)θ2)
]

2γ
√

(nC−nB )2
,

in other cases,

U31 =



















−i cos
[

γt
√

nC + 1
]

sin
[

γt
√

nB + 1
]

, if nB = nC ,

− i
[√

(nC+1)(sin(tθ2)θ1−sin(tθ1)θ2)+
√

(nB +1)(sin(tθ2)θ1+sin(tθ1)θ2)
]

2γ
√

(nC−nB )2
,

in other cases,

U51 =







− sin2
[

γt
√

nB + 1
]

, if nB = nC ,

1
2

[

cos(tθ2)− cos(tθ1)
]

, in other cases,

U11 = U22 = U33 = U44 = U55 = U66 = U77 = U88,

U21 = U12 = U53 = U35 = U64 = U46 = U87 = U78,

U31 = U13 = U52 = U25 = U74 = U47 = U86 = U68,

U51 = U15 = U32 = U23 = U84 = U48 = U76 = U67,

где

θ1 = γ

√

(
√

nC + 1−
√

nB + 1
)2
,

θ2 = γ

√

(
√

nC + 1 +
√

nB + 1
)2
.

Для случая N = 1 нами был найден оператор эволю-

ции Ŝ в базисе (4), (5):

Ŝ =

























S11 S12 0 0 0 0 0 0

S21 S22 0 0 0 0 0 0

0 0 S33 S34 0 0 0 0

0 0 S43 S44 0 0 0 0

0 0 0 0 S55 S56 0 0

0 0 0 0 S65 S66 0 0

0 0 0 0 0 0 S77 S78

0 0 0 0 0 0 S87 S88

























,

























|+A,+B ,−C , nB , 0〉
|+A,−B ,−C , nB + 1, 0〉
|+A,−B ,+C , 0, nC〉
|+A,−B ,−C , 0, nC + 1〉
|−A,+B ,−C , nB , 0〉
|−A,−B ,−C , nB + 1, 0〉
|−A,−B ,+C , 0, nC〉
|−A,−B ,−C , 0, nC + 1〉

























←→

























1

2

3

4

5

6

7

8

























, (9)

где элементы оператора эволюции Ŝ записываются

в виде

S11(nB , t) = S22(nB , t) = S55(nB , t)

= S66(nB , t) = cos(γt
√

nB + 1),

S21(nB , t) = S12(nB , t) = S65(nB , t)

= S56(nB , t) = −i sin(γt
√

nB + 1),
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S33(nC , t) = S44(nC , t) = S77(nC , t)

= S88(nC , t) = cos(γt
√

nC + 1),

S43(nC , t) = S34(nC , t) = S87(nC , t)

= S78(nC , t) = −i sin(γt
√

nC + 1).

В качестве начальных состояний подсистемы кубитов

выберем состояния W-типа:

|W1(0)〉ABC = cos θ|+A,+B ,−C〉+ sin θ sinϕ|+A,−B ,+C〉

+ sin θ cosϕ|−A,+B,+C〉,
(10)

|W2(0)〉ABC = cos θ|−A,−B ,+C〉+ sin θ sinϕ|−A,+B ,−C〉

+ sin θ cosϕ|+A,−B ,−C〉,
(11)

или состояния GHZ-типа:

|G1(0)〉ABC = cosφ|+A,+B ,+C〉+ sinφ|−A,−B ,−C〉.
(12)

Здесь θ, ϕ, φ — параметры, определяющие начальную

степень перепутанности кубитов A, B и C . В качестве

начального состояния поля резонаторов выберем одно-

модовое тепловое поле, матрица плотности которого

выражается формулой:

4FnB
(0) =

∑

nB

pnB |nB〉〈nB |, 4FnC
(0) =

∑

nC

pnC |nC〉〈nC |.

(13)
Здесь статистические веса pnB и pnC выражаются

следующей формулой:

pnB =
n̄nB

B

(n̄B + 1)nB +1
, pnC =

n̄nC
C

(n̄C + 1)nC +1
,

где n̄B и n̄C — среднее число тепловых фотонов в ре-

зонаторах B и C соответственно, которое определяется

стандартной формулой Бозе−Эйнштейна:

n̄B(C) = (exp[~ω/kBTB(C)]− 1)−1.

Здесь kB — постоянная Больцмана, TB(C) — темпера-

тура резонатора B(C).
Теперь благодаря операторам эволюции (8) и (9)

можно найти волновую функцию в момент времени t для
любого начального состояния кубитов для фоковского

состояния полей резонаторов с помощью уравнения

|ψnB nC (t)〉 = Û |ψ(0)〉ABC |nB〉|nC〉, где |ψnB nC (t)〉 — волно-

вая функция, описывающая состояние системы, которая

включает кубиты и моду поля резонаторов B и C, в

произвольный момент времени t .
Для расчета различных известных критериев пере-

путывания систем трех кубитов нам необходимо бу-

дет рассчитать редуцированные двух- и трехкубитные

матрицы плотности полной системы. Для реализации

поставленной задачи в качестве первого шага нужно

вычислить матрицу плотности полной системы
”
три

кубита+мода поля резонатора B +мода поля резонато-

ра C“. Используя явный вид временных волновых функ-

ций |ψnB nC (t)〉, мы можем построить матрицу плотности

полной системы

4ABCFnB FnC
=

∞
∑

nB=0

∞
∑

nC=0

pnB pnC |ψnB nC (t)〉〈ψnB nC (t)|. (14)

Для состояний (10)−(12) формула (14) запишется

в виде:

4ABCFnB FnC
=

∞
∑

nB=0

∞
∑

nC=0

pnB pnC |ψnB nC (t)〉〈ψnB nC (t)|

=p0B p0C |ψ0B0C (t)〉〈ψ0B0C (t)|+
∞
∑

nC=1

pnC p0B |ψ0B nC (t)〉

× 〈ψ0B nC (t)| +
∞
∑

nB =1

pnB p0C |ψnB0C (t)〉〈ψnB0C (t)|

+
∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB |ψnB nC (t)〉〈ψnB nC (t)|.

Чтобы получить трехкубитную матрицу плотности

4ABC , достаточно взять след по переменным поля ре-

зонатора B и резонатора C :

4ABC(t) = TrFnB
TrnC4ABCFnB FnC

. (15)

Для вычисления двухкубитной матрицы плотности

необходимо будет усреднить трехкубитную матрицу

плотности (15) по переменным третьего кубита, т. е.

4i j(t) = TrkρABC(t)(i, j, k = A, B,C; i 6= j, j 6= k, i 6= k).
(16)

2. Вычисление критерия
отрицательности и степени
совпадения

При изучении перепутывания кубитов в рассматрива-

емой модели для истинно перепутанных состояний W-

типа в качестве количественного критерия перепутыва-

ния мы будем использовать критерий отрицательности

пар кубитов. Мы определяем отрицательность для куби-

тов i и j стандартным образом [13–15]:

εi j = −2
∑

k

(λi j)
−

k , (17)

где λi j — отрицательные собственные значения ча-

стично транспонированной по переменным одного ку-

бита редуцированной двухкубитной матрицы плотности
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4T
i j(t), которая имеет для W-состояний (10), (11) следу-

ющий вид:

4T
i j(t)=









4
i j
11 0 0 4

i j
32

0 4
i j
22 0 0

0 0 4
i j
33 0

4
i j
23 0 0 4

i j
44









,









|+i,+ j〉
|+i,− j〉
|−i,+ j〉
|−i,− j〉









←→









1

2

3

4









.

(18)
Тогда формула для критерия отрицательности (17)

запишется в виде:

εi j =

√

(4i j
44 − 4

i j
11)

2 + 4|4i j
23|2 − 4

i j
11 − 4

i j
44. (19)

Запишем элементы двухкубитной матрицы плотно-

сти (18) 4AB , которые используются в формуле (19) для

вычисления отрицательности, для состояния (10):

4AB
11 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

cos2 θ
(

|U12(nB , nC − 1, t)|2

+ |U22(nB , nC−1, t)|2
)

+ sin2 θ sin2 ϕ
(

|U13(nB−1, nC , t)|2

+ |U23(nB − 1, nC , t)|2
)

]

+ cos2 θp0B

×
∞
∑

nC=1

pnC

[

|U12(0, nC − 1, t)|2 + |U22(0, nC − 1, t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

cos2 θ|S11(nB , t)|2 + sin2 θ sin2

× ϕ
(

|U13(nB − 1, 0, t)|2 + |U23(nB − 1, 0, t)|2
)

]

+ p0B p0C cos
2 θ|S11(0, t)|2,

4AB
23 = sin2 θ sinϕ cosϕ

{

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

U33(nB−1, nC , t)

×U∗

44(nB , nC , t) + U53(nB − 1, nC , t)U∗

64(nB , nC , t)
]

+p0B

×
∞
∑

nC=1

pnC

[

S33(nC , t)U∗

44(0, nC , t)+S43(nC , t)U∗

64(0, nC , t)
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

U33(nB − 1, 0, t)U∗

44(nB , 0, t)

+U53(nB−1, 0, t)U∗

64(nB , 0, t)
]

+p0B p0C

[

S33(0, t)

×U∗

44(0, 0, t) + S43(0, t)U∗

64(0, 0, t)
]

}

,

4AB
44 = sin2 θ cos2 ϕ

∞
∑

nC=0

pnC

∞
∑

nB =0

pnB

[

|U74(nB , nC , t)|2

+ |U84(nB , nC , t)|2
]

.

Элементы двухкубитной матрицы плотности (18) 4BC ,

которые используются в формуле (19) для вычисления

отрицательности, для состояния (10):

4BC
11 =

∞
∑

nB =1

pnB

∞
∑

nC=1

pnC

[

cos2 θ|U12(nB , nC − 1, t)|2

+ sin2 θ sin2 ϕ|U13(nB − 1, nC , t)|2 + sin2 θ cos2

×ϕ|U44(nB , nC , t)|2
]

+p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

cos2 θ|U12(0, nC−1, t)|2

+ sin2 θ cos2 ϕ|U44(0, nC , t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ sin2

× ϕ|U13(nB − 1, 0, t)|2 + sin2 θ cos2 ϕ|U44(nB , 0, t)|2
]

+ sin2 θ cos2 ϕp0B p0C |U44(0, 0, t)|2,

4BC
23 = sin θ cos θ sinϕ

{

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

U22(nB , nC − 1, t)

×U∗

33(nB − 1, nC, t)
]

+ sin θp0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

U22(0, nC − 1, t)

× S∗

33(nC , t)
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

S11(nB , t)U∗

33(nB − 1, 0, t)
]

+ p0B p0C S11(0, t)S∗

33(0, t)

}

,

4BC
44 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

cos2 θ|U52(nB , nC − 1, t)|2

+ sin2 θ sin2 ϕ|U53(nB − 1, nC , t)|2 + sin2 θ cos2

× ϕ|U84(nB , nC , t)|2
]

+ p0B

∞
∑

nC=1

[

sin2 θ sin2 ϕ|S43(nC , t)|2

+ cos2 θ|U52(0, nC − 1, t)|2 + sin2 θ cos2 ϕ|U84(0, nC , t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

cos2 θ|S21(nB , t)|2 + sin2 θ sin2

× ϕ|U53(nB − 1, 0, t)|2 + sin2 θ cos2 ϕ|U84(nB , 0, t)|2
]

+ p0B p0C

[

cos2 θ|S21(0, t)|2 + sin2 θ sin2 ϕ|S43(0, t)|2

+ sin2 θ cos2 ϕ|U84(0, 0, t)|2
]

.

Запишем элементы двухкубитной матрицы плотно-

сти (18) 4AB , которые используются в формуле (19) для
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вычисления отрицательности, для состояния (11):

4AB
11 = sin2 θ cos2 ϕ

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

|U15(nB−1, nC−1, t)|2

+ |U25(nB − 1, nC − 1, t)|2
]

+ sin2 θ cos2 ϕp0C

×
∞
∑

nB =1

pnB |S12(nB − 1, t)|2,

4AB
33 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ sin2 ϕ
(

|U46(nB , nC − 1, t)|2

+ |U66(nB , nC − 1, t)|2
)

+ cos2 θ
(

|U47(nB − 1, nC , t)|2

+ |U67(nB − 1, nC , t)|2
)]

+ sin2 θ sin2 ϕp0B

∞
∑

nC=1

pnC

×
[

|U46(0, nC − 1, t)|2 + |U66(0, nC − 1, t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ sin2 ϕ|S55(nB , t)|2

+ cos2 θ
(

|U47(nB − 1, 0, t)|2 + |U67(nB − 1, 0, t)|2
)]

+ p0B p0C sin
2 θ sin2 ϕ|S55(0, t)|2,

4AB
44 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ sin2 ϕ
(

|U76(nB , nC − 1, t)|2

+ |U86(nB , nC − 1, t)|2
)

+ cos2 θ
(

|U77(nB − 1, nC , t)|2

+|U87(nB−1, nC , t)|2
)]

+p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

cos2 θ
(

|S77(nC , t)|2

+ |S87(nC , t)|2
)

+ sin2 θ sin2 ϕ
(

|U76(0, nC − 1, t)|2

+|U86(0, nC−1, t)|2
)]

+p0C

∞
∑

nB=1

pnB

[

sin2 θ sin2 ϕ|S65(nB , t)|2

+ cos2 θ
(

|U77(nB − 1, 0, t)|2 + |U87(nB − 1, 0, t)|2
)]

+ p0B p0C

[

sin2 θ sin2 ϕ|S65(0, t)|2

+ cos2 θ
(

|S77(0, t)|2 + |S87(0, t)|2
)]

.

Элементы двухкубитной матрицы плотности (18) 4BC ,

которые используются в формуле (19) для вычисления

отрицательности, для начального состояния (11):

411 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ cos2 ϕ|U15(nB−1, nC−1, t)|2

+ sin2 θ sin2 ϕ|U46(nB , nC − 1, t)|2 + cos2 θ

× |U47(nB − 1, nC, t)|2
]

+ sin2 θ sin2 ϕp0B

×
∞
∑

nC=1

pnC

[

|U46(0, nC − 1, t)|2
]

+ cos2 θp0C

×
∞
∑

nB =1

pnB

[

|U47(nB − 1, 0, t)|2
]

,

423 = sin θ cos θ sinϕ
{

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

U66(nB , nC − 1, t)

×U∗

77(nB − 1, nC , t)
]

+ p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

U66(0, nC − 1, t)

× S∗

77(nC , t)
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

S55(nB , t)U∗

77(nB − 1, 0, t)
]

+ p0B p0C S55(0, t)S∗

77(0, t)
}

,

444 =

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

sin2 θ cos2 ϕ|U55(nB−1, nC−1, t)|2

+ sin2 θ sin2 ϕ|U86(nB , nC − 1, t)|2 + cos2 θ

× |U87(nB − 1, nC , t)|2
]

+ p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

cos2 θ|S87(nC , t)|2

+ sin2 θ cos2 ϕ|S44(nC − 1, t)|2 + sin2 θ sin2

× ϕ|U86(0, nC − 1, t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB=1

pnB

[

sin2 θ cos2 ϕ

× |S22(nB − 1, t)|2 + sin2 θ sin2 ϕ|S65(nB , t)|2

+ cos2 θ|U87(nB − 1, 0, t)|2
]

+ p0B p0C

[

cos2 θ|S87(0, t)|2

+ sin2 θ sin2 ϕ|S65(0, t)|2 + sin2 θ cos2 ϕ
]

.

В случае GHZ-состояний критерий отрицательности

малоинформативен, поскольку после усреднения трех-

кубитной матрицы плотности 4ABC(t) по переменным

одного из кубитов два оставшихся кубита оказываются

неперепутанными. Поэтому в настоящей работе мы,

в качестве количественного критерия перепутывания

кубитов, используем cтепень совпадения (fidelity) те-

кущего состояния кубитов в момент времени t и их

начального GHZ-состояния. В случае теплового поля
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резонатора состояние кубитов в произвольный момент

времени является смешанным. Количественная мера

степени совпадения для смешанных состояний кубитов

определяется следующей формулой [49]:

F(4, 4′) =
(

tr
√
41/24′41/2

)2

. (20)

Здесь 4 — начальная матрица плотности системы

и 4′ — матрица плотности кубитов в последующие мо-

менты времени t > 0. Выражение (20) сильно упрощает-

ся если предположить, что в начальный момент времени

система находится в чистом состоянии(4 = |ψ〉〈ψ|):

F(4, 4′) =
(

tr
√

|ψ〉〈ψ|4′|ψ〉〈ψ|
)2

= 〈ψ|4′|ψ〉 = tr(44′).

(21)

Для GHZ-состояния вида (12) матрица плотности

4′

ABC(t) в последующие моменты времени имеют сле-

дующий вид:

4′

ABC(t)=

























411 0 0 0 0 0 0 418

0 422 0 0 0 0 0 0

0 0 433 0 0 0 0 0

0 0 0 444 0 0 0 0

0 0 0 0 455 0 0 0

0 0 0 0 0 466 0 0

0 0 0 0 0 0 477 0

481 0 0 0 0 0 0 488

























.

(22)

Тогда формула (21) преобразуется для GHZ-

состояния (12) в следующее выражение:

F = cos2 φ411 + sin2 φ488 + cosφ sinφ (418 + 481) ,

(23)

где элементы трехкубитной матрицы плотности 4′

ABC(t)
для начального состояния (12):

411 = cos2 φ

∞
∑

nC=0

pnC

∞
∑

nB=0

pnB

[

|U11(nB , nC , t)|2
]

,

418 = cosφ sinφ

{

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

U11(nB , nC , t)

×U∗

88(nB − 1, nC − 1, t)
]

+ p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

U11(0, nC , t)

× S∗

88(nC−1, t)
]

+p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

U11(nB , 0, t)S∗

66(nB−1, t)
]

+ p0B p0CU11(0, 0, t)

}

,

488 = sin2 φ

{

∞
∑

nC=1

pnC

∞
∑

nB =1

pnB

[

|U88(nB − 1, nC − 1, t)|2
]

+ p0B

∞
∑

nC=1

pnC

[

|S88(nC − 1, t)|2
]

+ p0C

∞
∑

nB =1

pnB

[

|S66(nB − 1, t)|2
]

+ p0B p0C

}

,

481 = 4∗

18.

3. Результаты компьютерного
моделирования и обсуждение

На рис. 1, a показана зависимость параметра пе-

репутывания εAB(γt) кубитов A и B (или A и C)
от безразмерного времени γt для истинно перепутан-

ного начального состояния кубитов (10) с ϕ = π/4,

θ = arccos[1/
√
3] и различных значений среднего чис-

ла фотонов в модах резонаторов (13). Аналогичные

зависимости для параметра перепутывания εBC(γt) ку-

битов B и C представлены на рис. 1, b. Из рисунков

хорошо видно наличие как для кубитов A и B , так

и B и C эффекта мгновенной смерти и возрождения

перепутывания в случае теплового поля резонатора. При

этом для кубитов A и B указанный эффект отсутствует

в случае вакуумных начальных состояний полей. Для

кубитов B и C мгновенная смерть перепутывания имеет

место и для вакуумных полей. Из рисунков хорошо

видно, что для кубитов B и C время возрождения

перепутывания существенно больше, чем для кубитов

A и B для любых интенсивностей тепловых полей ре-

зонаторов. Из рисунков также видно, что с увеличением

среднего числа тепловых фотонов максимальная степень

перепутывания кубитов быстро уменьшается. При этом

уменьшение максимальной степени перепутывания для

соседних осцилляций Раби происходит для всех пар

кубитов значительно быстрее, чем для случая систем

”
три кубита в общем резонаторе“ [44] или

”
свободный

кубит+ два кубита в общем резонаторе“ [48]. На рис. 2

представлены аналогичные зависимости для другого

истинно перепутанного начального состояния кубитов

вида (11). Из рисунка хорошо видно, что поведение

отрицательностей кубитов A и B (или A и C) для

рассматриваемого начального состояния кубитов (11)
аналогично поведению указанной величины для началь-

ного состояния кубитов (10) для любых тепловых полей,

в то время как для кубитов B и C имеются существенные

различия в поведении парной отрицательности для на-

чальных состояний кубитов (11) и (10) в случае малых

интенсивностей тепловых полей резонаторов, включая

вакуумные состояния. Для вакуумных состояний полей

эффект мгновенной смерти перепутывания отсутству-

ет, а для малых интенсивностей полей существенно

уменьшаются промежутки времени, в течение которых
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Рис. 1. Зависимость критерия отрицательности εAB(AC)(γt) (a) и εBC(γt) (b) от приведенного времени γt для начального состояния

кубитов (10) для ϕ = π/4, θ = arccos[1/
√

3]. На всех графиках: вакуумное поле n = nB = nC = 0 (черная сплошная линия),
n̄B = n̄C = 0.5 (красная пунктирная линия), n̄B = n̄C = 1 (синяя точечная линия).
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Рис. 2. Зависимость критерия отрицательности εAB(γt) (a) и εBC (γt) (b) от приведенного времени γt для начального состояния

кубитов (11) для ϕ = π/4, θ = arccos[1/
√

3]. На всех графиках: вакуумное поле n = nB = nC = 0 (черная сплошная линия),
n̄B = n̄C = 0.5 (красная пунктирная линия), n̄B = n̄C = 1 (синяя точечная линия).

перепутывание отсутствует. Заметим, что, в отличие от

рассматриваемой модели для рассмотренных нами ранее

трехкубитных моделей
”
свободный кубит+ два кубита

в общем резонаторе“ или
”
три кубита в общем резона-

торе“ поведение парных отрицательностей существенно

различается для начальных состояний W-типа вида (10)
и (11) для любых интенсивностей тепловых полей.

Для этих моделей продолжительность промежутков вре-

мени между мгновенной смертью и возобновлением

перепутывания кубитов существенно зависит от выбора

типа W -состояния. Кроме того, для модели
”
свободный

кубит+ два кубита в общем резонаторе“ в случае ма-

лых интенсивностей теплового поля резонатора эффект

мгновенной смерти перепутывания возникает только в

том случае, когда кубиты первоначально приготовлены

в состоянии вида (10).

Представляет интерес дополнить численные расчеты

параметров перепутывания кубитов для состояний (10)
и (11) анализом аналитических выражений для пар-

ных отрицательностей и степени совпадения в случае

вакуумных начальных состояний полей резонаторов и

параметров ϕ = π/4 и θ = arccos[1/
√
3]. Для полноты

картины проведем в рассматриваемом случае также

расчет степени совпадения F(γt). Для начального со-

стояния (10) парные отрицательности εAB(γt), εBC(γt)
и степень совпадения F(γt) равны

εAB(γt) =

√
2

6

(

√

5 + 4 cos(2γt) + cos(4γt) −
√
2
)

,

εBC(γt) =
1

12

(

2
√
2
√

9− 4 cos(2γt) + 5 cos(4γt)

+ 4 cos(2γt)− cos(4γt)− 7
)

и

F(γt) =
1

9
cos2(γt)

[

2 + cos(γt)
]2

соответственно. Для начального состояния (11) анало-

гичные формулы есть

εAB(γt) =
1

12

(√
2
√

cos(4γt) + 4 cos(2γt) + 35

+ 2 cos(2γt)− 6
)

,
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εBC(γt)=
1

3

(

√

cos(4γt)−2 cos(2γt) + 6 + cos(2γt)−2
)

,

F(γt) =
1

9

[

1 + 2 cos(γt)
]2

соответственно. Анализ парных отрицательностей и сте-

пеней совпадения для состояний (10) и (11) показывает,

что для вакуумных начальных состояний полей резо-

наторов максимумы значений парных отрицательностей

в моменты времени tk1
= 2πk1/γ (k1 = 1, 2, . . .) соот-

ветствуют максимальным значениям степени совпадения

F(γtk1
) = 1. В эти моменты времени система кубитов

возвращается в исходное истинно перепутанное W-

состояние (вида (10) или (11) соответственно), а поля

резонаторов — в вакуумные состояния, в то время

как максимумы значений парных отрицательностей в

моменты времени tk2
= π(1 + 2k2)/γ (k2 = 0, 1, 2, . . .)

соответствуют локальным максимумам степени совпа-

дения, равным F(γtk2
) = 1/9. В указанные моменты

времени трехкубитная система также оказывается в

истинно перепутанных состояниях W-типа, отличных от

исходных состояний, а поля резонаторов возвращаются в

исходные вакуумные состояния. Для начального состоя-

ния (10) и (11) полные волновые функции системы
”
три

кубита+ две моды“ в указанные моменты времени есть

|ψ0B0C (γtk2
)〉 =

1√
3

[

|−A,+B ,+C, 0B , 0C〉

− |+A,+B ,−C, 0B , 0C〉 − |+A,−B ,+C , 0B , 0C〉
]

,

|ψ0B0C (γtk2
)〉 = 1√

3

[

−|−A,−B ,+C , 0B , 0C〉

− |−A,+B ,−C , 0B , 0C〉+ |+A,−B ,−C , 0B , 0C〉
]

соответственно. В случае начального состояния куби-

тов (10) интервалам времени

(1/2) arccos(3− 2
√
2) + πk3 ≤ γt ≤ −(1/2)

× arccos(3− 2
√
2) + π(k3 + 1) (k3 = 0, 1, 2, . . .),

для которых εBC(γt) = 0 (напомним, что в слу-

чаях, когда расчетная отрицательность отрицатель-

на, ее значение принимается равным нулю), име-

ет место явление мгновенной смерти перепуты-

вания, соответствуют значения степени совпадения

0 ≤ F(γt) ≤ (1/9)(2 −
√
2)(2 +

√

2−
√
2)2. На указан-

ных временны́х отрезках система трех кубитов, есте-

ственно, находится в сепарабельном состоянии, а полная

система
”
три кубита+ две моды поля“ —- в атом-

полевом перепутанном состоянии. Так, в моменты вре-

мени tk4
= π(1/2 + 2k4)/γ (k4 = 0, 1, 2, . . .), соответ-

ствующем минимальным значениям степени совпадения

F(γtk4
) = 0, волновая функция полной системы есть

|ψ0B0C (γtk4
)〉 = 1√

3

[

−i|+A,−B ,−C , 1B , 0C〉

− i|+A,−B ,−C , 0B , 1C〉 − |−A,−B ,−C , 1B , 1C〉
]

.

Такому состоянию полной системы соответствует реду-

цированная трехкубитная матрица плотности

4ABC = |−A,−B,−C〉〈−A,−B ,−C |.

На рис. 3, a показана зависимость степени совпадения

F(γt) от безразмерного времени γt для истинно перепу-

танного начального состояния кубитов GHZ-типа (12)
для значения параметра φ = π/4 и различных значе-

ний среднего числа фотонов в модах резонаторов. Для

сравнения на рис. 3, b показана зависимость степени

совпадения F(γt) от безразмерного времени γt для того

же начального GHZ-состояния и тех же значений ин-

тенсивностей теплового поля, но для модели, в которой

один кубит изолирован, а два других заперты в общем

одномодовом резонаторе. Для более полного анализа

динамики рассматриваемой системы для состояния (12)
на рис. 4 показано поведение среднего значения ин-

версии населенностей всех трех кубитов для тех же

значений среднего числа фотонов, что и на рис. 3, a.

Анализ временно́й эволюции степени совпадения со-

стояний трех кубитов в аналитическом виде может быть

проведен для случая вакуумных начальных состояний

полей резонаторов. Для вакуумных начальных состо-

яний полей nB = nC = 0 и начального GHZ-состояний

кубитов (12) для φ = π/4 степень совпадения принима-

ет вид

F(γt) =
1

16

[

3 + cos(2γt)
]2

. (24)

Максимальные значения, равные единице, степень

совпадения (28) принимает в моменты времени

tk5
= πk5/γ (k5 = 0, 1, . . .). В эти моменты времени для

волновой функции системы получаем

|ψ0B0C (γtk5
)〉 = 1√

2

[

|+A,+B ,+C , 0B , 0C〉

+ |−A,−B ,−C , 0B , 0C〉
]

.

Таким образом, в указанные моменты времени систе-

ма возвращается в начальное состояние.

В моменты времени tk6
= π

2γ

(

1+2k6

)

, где k6=0, 1, . . .,

степень совпадения имеет минимальные значения, рав-

ные 1/4. Соответствующая этим моментам времени

волновая функция есть

|ψ0B0C (γtk6
)〉 =

1√
2

[

|−A,−B ,−C , 0B , 0C〉

− |+A,−B ,−C , 1B , 1C〉
]

. (25)

Трехкубитная редуцированная матрица плотности, со-

ответствующая (25), есть

4ABC =
1

2
(|−A,−B ,−C〉〈−A,−B ,−C |+ |+A,−B ,−C〉

× 〈+A,−B ,−C |) = 4A ⊗ 4B ⊗ 4C ,
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Рис. 3. Зависимость степени совпадения F(γt) от приведенного времени γt для начального состояния кубитов (12) в случае

φ = π/4. На графиках: вакуумное поле n = nB = nC = 0 (черная сплошная линия), n̄B = n̄C = 0.5 (красная пунктирная линия),
n̄B = n̄C = 1 (синяя точечная линия). На графике (b) построена зависимость степени совпадения для модели

”
изолированный

кубит+ два кубита в резонаторе“.
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Рис. 4. Зависимость инверсии населенности WA(γt) + 0.5 (a) и WB(C)(γt) (b) от приведенного времени γt для начального состояния

кубитов (12) для φ = π/4. На всех графиках: вакуумное поле n = nB = nC = 0 (черная сплошная линия), n̄B = n̄C = 0.5 (красная
пунктирная линия), n̄B = n̄C = 1 (синяя точечная линия).

где

4A =
1

2
(|−A〉〈−A|+ |+A〉〈+A|),

4B = |−B〉〈−B |, 4C = |−C〉〈−C |.
Таким образом, в моменты времени tk6

для начальных

вакуумных полей резонаторов кубиты оказываются в

сепарабельном смешанном состоянии, в котором кубиты

B и C находятся в основном состоянии, а кубит A —

в равновероятной смеси основного и возбужденного

состояний. Такой анализ эволюции системы полностью

подтверждается поведением средних инверсий населен-

ностей кубитов для вакуумных полей, представлен-

ных на рис. 4. С увеличением интенсивностей теп-

ловых полей резонаторов отклонение трехкубитного

состояния от начального истинно перепутанного со-

стояния GHZ-типа существенно увеличивается. Допол-

нительные расчеты парных отрицательностей εi j(γt)
(i, j = A, B,C, j 6= i) для GHZ-состояния вида (12) по-

казывают, что между парами кубитов перепутывание

не возникает ни при каких значениях интенсивностей

тепловых полей.

Аналогичный анализ для модели
”
изолированный ку-

бит+ два кубита в резонаторе
”

(рис. 3, b) показывает,

что система кубитов возвращается в начальное истин-

но перепутанное GHZ-состояние в моменты времени

tk7
=
√
2/3πk7/γ (k7 = 1, 2, . . .). При этом минимальное

значение, равное 4/9, достигается в моменты времени

tk8
= π

(

1 + 2k8

)

/(
√
6γ), где k8 = 0, 1, . . .. Таким обра-

зом, начальное истинно перепутанное GHZ-состояние

для рассматриваемой модели является менее устойчи-

вым по отношению к воздействию теплового шума,

чем модель
”
изолированный кубит+ два кубита в ре-

зонаторе“.

Заключение

В работе мы исследовали динамику системы трех

идентичных двухуровневых атомов (кубитов), один из

которых находится в свободном состоянии, а каждый

из двух оставшихся заперт в отдельном идеальном

резонаторе и резонансно взаимодействует с модой элек-
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тромагнитного поля этого резонатора. Нами получено

точное решение квантового уравнения для оператора

эволюциии рассматриваемой модели. На его основе на-

ми найдена точная временная динамика полной матрицы

плотности системы
”
три кубита+ две моды поля“ для

начальных истинно перепутанных состояний кубитов

W- и GHZ-типа и тепловых полей резонаторов, а так-

же вычислены редуцированные трехкубитная и парные

двухкубитные матрицы плотности. Редуцированная трех-

кубитная матрица плотности использована для расчета

степени совпадения состояний подситемы кубитов, а

парные двухкубитные матрицы потности — для расче-

та парных отрицательностей кубитов. Расчеты времен-

ных зависимостей парных отрицательностей для двух

истинно перепутанных нормализованных W-состояний

кубитов вида (10) и (11) и тепловых состояний элек-

тромагнитного поля резонатора для различных средних

чисел фотонов показали, что тепловое поле резонатора

не разрушает полностью начальное перепутывание ку-

битов даже для относительно высоких интенсивностей

тепловых шумов резонаторов, однако с увеличением

среднего числа тепловых фотонов максимальная степень

перепутывания кубитов быстро уменьшается. Показано

также, что для тепловых полей резонаторов для всех

пар кубитов имеет место эффект мгновенной смерти и

возрождения перепутывания. При этом для свободного

кубита и одного из запертых кубитов указанный эффект

отсутствует в случае вакуумных полей резонаторов

как для начального состояния (10), так и для (11).
Аналогичное поведение характерно и для пары кубитов

в резонаторах для начального состояния (11), в то

время как для тех же кубитов в случае начального

состояния (10) мгновенная смерть перепутывания имеет
место и для вакуумных полей резонаторов. При увеличе-

нии интенсивности тепловых полей резонаторов время,

в течение которого перепутывание кубитов исчезает,

существенно возрастает. Анализ временно́го поведения

рассматриваемой системы для вакуумных состояний

показал, что для начальных состояний кубитов (10)
и (11) нечетные максимумы парных отрицательностей

кубитов соответствуют возвращению системы в исход-

ное перепутанное состояние для кубитов и вакуумные

состояния для полей, а четные максимумы — переходу

системы в состояния вида (10) и (11), но с другими

значениями параметров ϕ и θ.

Расчеты парных отрицательностей для истинно пе-

репутанного GHZ-состояния вида (12) показали, что

между парами кубитов перепутывание не возникает ни

при каких значениях интенсивностей тепловых полей.

Вычисления также показали, что с увеличением ин-

тенсивностей тепловых полей резонаторов отклонение

трехкубитного состояния от начального истинно пере-

путанного состояния GHZ-типа существенно увеличи-

вается. Анализ временного поведения рассматриваемой

системы в случае начального состояния (12) и вакуум-

ных состояний полей позволяет сделать вывод, что мак-

симальные значения степени совпадения соответствуют

возвращению подсистемы кубитов в исходное состоя-

ние (12), а полей резонаторов — в вакуумные состояния.

Минимальным значениям степени совпадения соответ-

ствует сепарабельное смешанное состояние, в котором

запертые кубиты находятся в основном состоянии, а

свободный кубит — в равновероятной смеси основно-

го и возбужденного состояний. При этом подсистема

атомов и полей резонаторов находятся в атом-полевом

перепутанном состоянии.
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