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1. Введение

Степенные распределения величин в физических си-

стемах возникают обычно в критических ситуациях, та-

ких как фазовые переходы [1], на пороге перколяции [2],
в состоянии самоорганизованной критичности [3]. По-

добные распределения наблюдаются и в физике разру-

шения механически нагруженных материалов: например,

хорошо известный закон Гутенберга-Рихтера, распреде-

ление сигналов акустической эмиссии (АЭ) по энергиям

при приближении материала к разрушению [4], а также

распределение образовавшихся в результате нагружения

дефектов по размерам [5].

Настоящая работа посвящена изучению распределе-

ния связей по деформациям и напряжениям, а также кор-

реляции между ними. Расчеты были проведены методом

дискретных элементов в модели связанных частиц BPM,

предложенной в работе [6]. Модельные эксперименты

выполнялись в свободно распространяемом пакете про-

грамм MUSEN [7].

2. Описание компьютерного
эксперимента

Моделировались образцы цилиндрической формы диа-

метром 10mm и высотой 20mm. Образец помещался

в виртуальный пресс. Нижняя плита была неподвижна,

а верхняя перемещалась вниз с постоянной скоро-

стью ν = 0.02m/s. Тем самым имитировалось одноосное

сжатие. Схема эксперимента аналогична изложенной в

работе [8].

Изучались две серии образцов. Образцы первой серии

содержали 48695 сферических частиц с диаметрами и

процентным составом, указанными в табл. 1. Размеры

частиц представляют собой набор величин со средним

значением 0.3mm и стандартным отклонением 0.1mm,

полученный генератором случайных чисел с нормаль-

ным распределением.

Во второй серии образцов было 33670 сферических

частиц с диаметрами и процентным составом, указанны-

ми в табл. 2. Эти размеры представляют собой набор

величин со средним значением 0.08mm и стандартным

Таблица 1. Диаметры зерен (mm) и процентный состав

каждой из фракций

Диаметр зерен различных Доля каждой

фракций di , mm фракции

Кварц 0.36 0.188 0.52 0.28 0.42 0.0595745

Ортоклаз 0.27 0.28 0.4 0.36 0.26 0.0702128

Олигоклаз 0.16 0.168 0.288 0.24 0.4 0.0702128

Таблица 2. Диаметры зерен (mm) и процентный состав

каждой из фракций

Диаметр зерен различных Доля каждой

фракций di , mm фракции

Кварц 0.09 0.047 0.132 0.079 0.106 0.0595745

Ортоклаз 0.068 0.07 0.096 0.91 0.064 0.0702128

Олигоклаз 0.041 0.042 0.077 0.063 0.098 0.0702128
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Таблица 3. Параметры материалов, использованные при моделировании

№ Материал ρ, kg/m3 E, GPa ν σn, MPa σt , MPa η, Pa·s

1 Кварц 2650 94 0.29 600 600 5E19

2 Ортоклаз 2560 62 0.29 420 420 1E19

3 Олигоклаз 2560 70 0.29 480 480 1E19

4 Стекло 2500 50 0.22 50 50 1E40

5 Связь кварц-ортоклаз 2500 5.8 0.2 200 200 5E19

6 Связь кварц-олигоклаз 2500 5.8 0.2 300 300 5E19

7 Связь ортоклаз-олигоклаз 2500 5.8 0.2 100 100 5E19

Пр име ч а н и е. ρ — плотность материала, E — модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона, σn — прочность материала на разрыв, σt — прочность

материала на сдвиг, η — динамическая вязкость.

Таблица 4. Параметры связей

№ образца 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Число связей 33670 33670 48695 48695 48695 48695 48695 48695 33670

Тип связей 1 1 1 1 2 3 3 3 3

Диаметр связей (mm) d = 0.04 d ≤ 0.1 d = 0.1 d ≤ 0.6 d ≤ 0.6 d ≤ 0.2 d = 0.1 d ≤ 0.6 d ≤ 0.1

отклонением 0.025mm, полученный генератором слу-

чайных чисел с нормальным распределением. Диаметр

фракции 4 для ортоклаза увеличен на порядок для

повышения степени гетерогенности.

Физические параметры материалов для частиц и свя-

зей выбирались из табл. 3.

Всего исследовалось 9 образцов с параметрами связей

из табл. 4. Использовалось три типа связей между части-

цами: тип 1 соответствовал связям из ортоклаза, тип 2

отвечал случаю, когда частицы из одного материала

соединялись связями из того же материала, а частицы

из разных материалов соединялись низкомодульными

связями 5−7 (табл. 3). Тип 3 отвечал случаю, когда

связи между частицами из одного материала соеди-

нялись связями из того же материала, а частицы из

разных материалов соединялись хрупкими стеклянными

связями (табл. 3).

В процессе разрушения через равные промежутки вре-

мени (интервал времени сохранения данных) записывал-
ся большой набор различных механических параметров

образцов, который мог быть использован для дальней-

шего анализа. В настоящей работе в качестве таких

параметров выступали распределения растягивающих

деформаций и напряжений на связях по их величинам.

3. Результаты компьютерного
эксперимента и их обсуждение

Полученные в результате компьютерного эксперимен-

та длинноволновые хвосты распределений напряжений

и деформаций на каждом временном шаге аппроксими-

ровались экспоненциальными и степенными функциями,

так как именно такие функции отвечают за Марковские

процессы с короткой памятью (экспонента) и скейлинг

(степенная зависимость), проявляющийся в критиче-

ских состояниях (фазовые переходы, самоорганизован-

ная критичность и т. д.). Качество аппроксимации опре-

делялось по коэффициенту детерминации R2. В качестве

примера на рис. 1 приведены типичные зависимости

от времени этих коэффициентов для образца № 5

(распределение напряжений).

Видно, что экспоненциальная зависимость хорошо

описывает распределение на всем протяжении процесса.

Степенная зависимость описывает процесс несколько

хуже в его начале (но тоже неплохо, R2
> 0.93), но

превосходит экспоненциальную аппроксимацию в его

конце, что характерно для процесса самоорганизованной

критичности. Аналогичный характер имеют временные

зависимости R2 и для других образцов.
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Рис. 1. Коэффициенты детерминации при аппроксимации

зависимости от времени распределения напряжений в образ-

це №5.
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Рис. 2. Диаграмма нагружения, временная зависимость скейлингового коэффициента для напряжений (bstress) и деформаций (bstrain)
образца с ортоклазовыми связями 48695 d ≤ 0.6 (a−с), для образца со стеклянными связями (d−f) и для образца с

низкомодульными связями (g−i).

Так как нас в первую очередь интересуют скей-

линговые коэффициенты (показатели степени), мы в

этой работе будем в дальнейшем говорить именно о

них. На рис. 2 представлены диаграммы нагружения и

временные зависимости скейлинговых показателей для

образцов 4, 5 и 8, имеющих одинаковые размеры зерен и

связей между ними, но разный тип этих связей (табл. 4
и текст к ней).

Видно, что в целом распределения напряжений и де-

формаций расширяются по мере приближения системы

к разрушению. Некоторые детали можно понять, исходя

из диаграммы нагружения, а также из кинетики разрыва

связей в этих образцах, представленной на рис. 3.

Так насыщение зависимостей на рис. 2, d−f при

t ≈ 0.088 s связано с исчерпанием разрывов
”
стеклян-

ных“ связей и низкой скоростью разрыва остальных свя-

зей. Максимум на зависимости рис. 2, g−i для скейлин-

гового коэффициента напряжений при t ≈ 0.02 s можно

понять, если построить временную зависимость скей-

лингового коэффициента напряжений для каждого типа

связей, присутствующих в данном материале (рис. 4).

Как следует из этих графиков распределения для отдель-

ных типов связей также уширяются при приближении

образца к разрушению, для всех типов связей, за ис-

ключением 7 (ортоклаз–олигоклаз). (Для связи типа 7

степенная аппроксимация оказывается неудовлетвори-

тельной в значительной временной области). За счет

того, что
”
межзеренные связи“ (т. е. низкомодульные

связи, соединяющие частицы из разных материалов)

начинают разрушаться гораздо позже
”
внутризеренных“

(т. е. связей, соединяющих частицы из одного материа-

ла), и изменение скейлингового коэффициента в области

t ≈ 0.02 s носит нерегулярный характер, и появляется

этот максимум. Таким образом он имеет характер ар-

Физика твердого тела, 2025, том 67, вып. 2



380 В.Л. Гиляров, Е.Е. Дамаскинская

0 0.01 0.02 0.03

0

0.1

0.2

0.3

0.4

B
ro

k
en

 b
o

n
d

s,
 f

ra
ct

io
n

Time, s

t = 0.0167

0 0.01 0.02 0.03

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Time point, s

 Quartz
 Oligoclase
 Orthoclase
 Glass

t = 0.0036

t = 0.0088

0 0.02 0.04 0.06

0

0.5

1.0

 Quartz
 Oligoclase
 Orthoclase
 Quartz-orthoclase
 Quartz-oligoclase
 Orthoclase-oligoclase

t = 0.037

a b

B
ro

k
en

 b
o

n
d

s,
 f

ra
ct

io
n

Time, s

t  = 0.021

t  = 0.03175max

c

B
ro

k
en

 b
o

n
d

s,
 f

ra
ct

io
n

Рис. 3. Кинетика разрыва связей в образцах 4 (a), 8 (b) и 5 (c).

тефакта. При этом распределение деформаций для этого

образца продолжает расширяться, поскольку его показа-

тель степени монотонно уменьшается по величине.

Коэффициенты корреляции скейлинговых коэффици-

ентов деформации и напряжения для всех исследован-

ных образцов (ρσ ε) приведены в табл. 5.
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Рис. 4. Временная зависимость скейлингового коэффициента

напряжений для образца с низкомодульными связями.

Таблица 5. Коэффициенты корреляции скейлинговых коэф-

фициентов деформации и разрушения

Образец 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ρσ ε 0.971 0.967 0.921 0.994 0.644 0.845 0.835 0.846 0.815

Как следует из табл. 5, наибольшие коэффициенты

корреляции наблюдаются для более однородных образ-

цов (1−4) с одним типом ортоклазовых связей. Такие

образцы деформируются упруго вплоть до момента

разрушения (хрупкое разрушение), поэтому соблюдение

в них закона Гука и обеспечивает сильные корреляции

между напряжениями и деформациями (рис. 2, a−с).
Менее значимые корреляции наблюдаются для образ-

цов со стеклянными связями (7−9). В этом случае

повышенная гетерогенность обуславливается более низ-

кой (на порядок) прочностью стеклянных связей при

небольшом отличии их модулей от других связей. До

момента начала разрушения этих связей выполняется

закон Гука. После того, как почти все они разрушились,

закон Гука опять выполняется, так как за счет более

высокой прочности остальных связей они еще имеют

Физика твердого тела, 2025, том 67, вып. 2
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возможность упруго деформироваться. Для образца с

низкомодульными связями (5) коэффициент корреляции

еще меньше.

Были также рассчитаны коэффициенты корреляции

между максимальными значениями показателей степени

(критическими индексами [1]) перед разрушением для

всех изученных материалов. Наибольшими оказались

корреляции между индексами деформации и напряжения

(−0.601). Такие соотношения между ширинами распре-

делений можно объяснить тем, что как установлено в

работе [8], неоднородность по структуре приводит к

большей однородности по напряжениям (множествен-
ность мест с повышенными напряжениями) и наоборот,

более однородные материалы разрушаются от одного

очага (трещины). Значительный разброс величин самих

критических индексов не позволяет однозначно утвер-

ждать, что они не зависят от физической природы

материала.

4. Заключение

Таким образом, показано, что распределения деформа-

ций связей и напряжений на них уширяются в процессе

деформирования материалов и становятся степенны-

ми. Коэффициенты корреляции временных зависимостей

скейлинговых коэффициентов деформаций и разрушений

определяются соответствием зависимости σ (ε) закону

Гука. Коэффициенты корреляции критических индексов

(максимальных значений скейлинговых коэффициентов)
связаны с характером гетерогенности материала (по
структуре или по внутренним напряжениям). При этом,

достижение максимума значения (минимума по абсо-

лютной величине) предшествует моменту разрушения.

Формирование степенных распределений перед раз-

рушением материала отражает масштабную инвариант-

ность физических систем в критическом состоянии,

которая, по нашему мнению, в случае процесса разруше-

ния является реализацией процесса самоорганизованной

критичности.
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