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используемой эмпирической модели Боднера–Партома (Bodner–Partom) для описания экспериментальной
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1. Введение

В настоящее время определение целого ряда важ-

ных механических параметров материала производится

с использованием нагружающих устройств, задающих

определенную скорость деформации и регистрирующих

соответствующее этой деформации значение приложен-

ного напряжения [1,2]. В начале упругого участка кривой

напряжение–деформация ее линейная часть определяет-

ся модулем Юнга материала. В области пластической

деформации ее анализ позволяет определить напряже-

ние течения и параметры деформационного упрочнения.

Сложность физических процессов, протекающих в мате-

риале при переходе от упругих деформаций к пластиче-

ским, требуют разработки достаточно сложных физико-

механических моделей деформирования, учитывающих

процессы образования, взаимодействия и перемещения

дефектов. Отсутствие подобных моделей способствовало

широкому распространению целого ряда эмпирических

моделей, описывающих связь напряжения с деформа-

цией в пластической области. Их использование для ин-

терпретации экспериментальных результатов позволяет

получить количественные характеристики для описания

неупругого поведения материала с помощью набора

параметров, физический смысл которых часто остается

не вполне понятным.

Как было нами показано в работе [3], использова-

ние акустопластической модели деформирования мате-

риалов позволяет обосновать ряд эмпирических моде-

лей деформирования и выяснить физико-механическую

природу используемых в них параметров. Результа-

тивность подобного подхода была продемонстрирована

для эмпирической модели Джонсона–Кука (Johnson–
Cook) [4–6], а также более специализированных моделей
Воса (Voce) [7,8] и Холломона (Hollomon) [9,10]. При

этом были установлены условия, при которых результа-

ты акустопластической модели позволяют использовать

указанные эмпирические модели для описания связи

напряжения с деформацией в пластической области.

В 1975 г. Боднер и Партом предложили свою эмпи-

рическую модель [11], основанную на подходе, отлича-

ющемся от модели Джонсона–Кука. В настоящее время

она развивается и, так же как и модель Джонсона–Кука,
широко используется для описания кривых напряжение–
деформация [12,13].

2. Физико-механическое обоснование

Проведем физико-механическое обоснование эмпири-

ческой модели Боднера–Партома с точки зрения аку-

стопластического эффекта, рассмотрим вопрос о воз-

можности ее обоснования в рамках модели акусто-

пластического эффекта и дадим физическую интерпре-

тацию использующихся в ней параметров. Для этого

воспользуемся основным уравнением для описания ди-

намики поведения напряжения на образце в рамках

акустопластического эффекта при его нестационарном

деформировании [14,15]

1

E
∂σ

∂t
= ε̇ − ε̇p, (1)

где E — модуль Юнга материала, ε̇ — скорость измене-

ния полной деформации объекта, задаваемая внешним
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источником, ε̇p — скорость изменения пластической

деформации материала.

Для определения скорости пластической деформации

ε̇p обычно считают, что генерация дефектов в материале

происходит по активационному закону Аррениуса, и ее

можно найти из соотношения

ε̇p = ε̇ν exp

(

�
(

σ − σ f − σp(ε)
)

kBT

)

, (2)

где σ f — напряжение, обусловленное наличием внутрен-

него трения для дефектов, σp — напряжение в образце,

связанное с генерацией в нем дефектов, предэкспонен-

циальный фактор ε̇ν описывает скорость деформации

материала за счет перемещения дислокаций и обычно

предполагается постоянным, � — активационный объем

дефекта, kB — постоянная Больцмана, T — температура

образца.

При традиционном использовании модели акустопла-

стического эффекта рассмотрение обычно производится

в рамках уравнений (1) и (2). При этом зависимость

деформационного упрочнения σp от ε приходится вво-

дить эмпирически [14]. В работах [3,16–18] нами бы-

ло показано, что вид этой зависимости может быть

определен из кинетического уравнения для концентра-

ции дефектов с учетом их релаксационных свойств

и характера взаимодействия. Анализ подобного подхода

показывает, что он позволяет получить связь между

напряжением и деформацией в пластической области

при использовании соотношения

σp(εp) ≃ σ f �n(εp) − n(εp)ep, (3)

где ep — энергия пластической деформации, приходяща-

яся на один дефект.

Выражение (3) является обобщением известного со-

отношения σ = E�n [19], используемого для учета на-

пряжения в упругой области материала при присутствии

в нем дефектов с концентрацией n(ε). При этом общее

напряжение на образце в области пластических дефор-

маций определяется выражением σ (εp) ∼= σ f + σp(εp).
При рассмотрении поведения материала в пластической

области представляется более правильным использовать

σ f вместо E . Последнее слагаемое в выражении (3)
отражает изменение напряжения в образце из-за выде-

ления энергии ep вблизи дефекта.

В работе [3] было показано, что решение уравне-

ния (1) относительно напряжения σ с использованием

выражений (2) и (3) может быть представлено в виде

σ (ε) = Eε −
kBT
�

ln

[

1 +
�E
kBT

ε̇ν

ε
∫

0

dε′
1

ε̇′

× exp

(

�(Eε′ − σ f −�σ f n(ε′) + n(ε′)ep(ε
′))

kBT

)]

,

(4)

где n(ε) в соответствии с работами [3,16] изменяется по

закону
n(ε) = nr

[

1− exp
(

−(ε/ε̇ν τ )β
)]

,

nr — равновесная концентрация дефектов, τ — время

релаксации дефектов, β — коэффициент, характеризу-

ющий степень взаимодействия дефектов [20]. Уравне-

ние (4) можно рассматривать как достаточно общее

уравнение состояния материала при деформировании,
как в упругой, так и в пластической областях.

Для получения феноменологической зависимости

Боднера–Партома следует рассмотреть поведение соот-

ношения (4) в области пластических деформаций при

ε ≥ εe , где εe — максимальная деформация, соответству-

ющая упругой области. В этом случае основной вклад

в интеграл дает первое слагаемое в показателе экспо-

ненты, а остальные слагаемые можно рассматривать как

медленно меняющиеся функции от деформации. При

указанных условиях в зоне пластических деформаций

выражение (4) можно преобразовать к виду

σ (εp)≃−
kBT
�

ln
ε̇ν

ε̇p
− kBT n(εp) ln

ε̇ν

ε̇p
+ σ f + �σ f n(εp).

(5)
В соответствии с выражением (5) для скорости пла-

стической деформации получим соотношение

ε̇p ≃ ε̇ν exp

(

�

kBT
σ (εp) − σ f (1 + n(εp)�)

1 + n(εp)�

)

. (6)

С использованием выражения (3) это соотношение
запишется в виде

ε̇p = ε̇ν exp

(

−
�

kBT
n(εp)ep

1 + n(εp)�

)

. (7)

При проведении деформационных экспериментов

с материалами релаксационные процессы обычно про-

текают достаточно медленно, и можно считать выпол-

ненным условие εp ≤ ε̇ντ . Тогда концентрацию дефектов

можно определить из соотношения n(εp) ≃ nr(εp/ε̇ντ )β .
Будем также считать, что ep = κn(εp), где κ —

некоторая постоянная величина. При объеме дефекта

� ≈ 10−28m3 неравенство n� ≪ 1 выполняется вплоть

до достаточно высоких концентраций дефектов 1027 m−3.

Если считать перечисленные условия выполненными, то

для выражения (7) получим

ε̇p ≃ ε̇ν exp

(

−
κ�n2

r

kBT

( εp

ε̇ντ

)2β
)

. (8)

В правой части уравнения (8) деформацию εp можно

выразить через напряжения с помощью равенства (3).
Тогда с учетом того, что εp

∼= �n(εp), получим

εp =
�2

2κ

[

σ f −
√

σ 2
f − 4

κ

�2
(σp − σ f )

]

. (9)

При выполнении условия (σp − σ f )κ/(�σ f )
2 ≪ 1 ра-

венство (8) приводится к виду

ε̇p ≃ ε̇ν exp

(

−
κ�n2

r

kBT

( 1

ε̇ντ

)2β(σp − σ f

σ f

)2β
)

. (10)
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Для одномерного случая равенству (10) можно при-

дать форму, принятую в модели Боднера–Партома. Для
этого необходимо ввести функцию

Z =
1

ε̇ντ

(

2κ�n2
r

kBT

)1/2β

(σp − σ f )

и считать, что напряжение σ f примерно совпадает с од-

ноосным напряжением σ11, прикладываемым к образцу,

а εp совпадает с компонентой ε
p
11 тензора пластической

деформации. Тогда выражение (10) принимает форму,

принятую в модели Боднера–Партома:

ε̇
p
11 =

2
√
3

D0 exp

(

−
1

2

( Z
σ11

)2β
)

, (11)

где константа D0 введена в соответствии с обозначения-

ми работ [11,12], принятыми в модели Боднера–Партома

D0 =
√
3
2
ε̇ν .

По поводу полученного результата следует сделать

важные замечания. Одно из них касается вида получен-

ной зависимости ε̇
p
11 от Z. Так, если в модели Боднера–

Партома вид этой зависимости устанавливается эм-

пирическим образом, то при использовании подхода

в рамках акустоупругости он обосновывается достаточно

естественным образом. Кроме того, в модели Боднера–
Партома при введении функции Z в равенство для ε̇

p
11

ее природа остается недостаточно ясной. Отмечается,
что функция Z в определенный момент времени должна

отражать некоторую историю нагружения образца за

предыдущие периоды. С этой целью для ее определе-

ния без учета процессов термического восстановления

материала предлагается использовать уравнение [11,12]

Ż = −m1ẆpZ + m1ẆpZ1, (12)

где m1 описывает скорость деформационного упроч-

нения материала; Ẇp — скорость совершения работы
деформирующим устройством, затрачиваемой на его

пластическое деформирование; Z1 — значение парамет-

ра Z, соответствующее его насыщению.

Покажем, что уравнение для функции Z в виде (12)
можно получить из кинетического уравнения для кон-

центрации дефектов, использованного нами в рабо-

тах [3,16]. Будем считать, что скорость образования

дефектов в материале при его пластическом деформи-

ровании задается деформирующим устройством. Тогда

кинетическое уравнение для концентрации дефектов,

формирующихся в процессе деформирования материала,

в соответствии с работами [3,16] можно представить
в следующей форме:

dn
dt

= −
n
τ

+ ġ, (13)

где ġ — некоторая скорость генерации дефектов, зада-

ваемая нагружающим устройством.

Если в выражении для функции Z ограничиться линей-

ными по концентрации дефектов членами, то получим ее

в виде

Z =
σ f �

ε̇ντ

(

2κ�n2
r

kBT

)1/2β

n.

С помощью этого равенства уравнение (13) можно

преобразовать к виду

dZ
dt

= −
Z
τ

+
ġ ′

τ ′
, (14)

где

ġ ′ =
σ f �

ε̇ν

(

2κ�n2
r

kBT

)1/2β

ġ.

Кроме того, если считать, что вероятность гене-

рации дефекта определяется скоростью поступления

в материал энергии, затрачиваемой на пластическую

деформацию в соответствии с условием 1/τ = m1Ẇp,

то уравнение (14) приобретает вид уравнения Боднера–
Партома для функции Z, при этом Z1 = ġ ′. Если считать

скорость генерации дефектов ġ постоянной или мед-

ленно меняющейся во времени функцией, то Z1 можно

рассматривать в качестве параметра.

В соответствии с полученным нами результатом функ-

ция Z является некоторой интегральной характеристи-

кой деформирования. Аналогичную роль эта функция

играет и в модели Боднера–Партома, однако предло-

женная ими модель не позволяет конкретизировать вид

этой функции. Использование модели акустопластично-

сти позволяет это сделать, и показывает, что в силу

уравнений (13) и (14) она тесно связана с концентра-

цией дефектов, накопленных в материале в процессе

деформирования.

3. Заключение

Полученные результаты показывают, что использо-

вание теории акустопластического эффекта совместно

с кинетическим уравнением для описания поведения

дефектной подсистемы материала позволяет обосновать

феноменологическую модель Боднера–Партома, широко

используемую в физике и механике для описания свя-

зи напряжения и деформаций в области пластичности

материала. Ранее в работе [3] нами было показано, что

в рамках акустопластичности можно обосновать и дру-

гую важную феноменологическую модель — Джонсона–
Кука. Рассмотрение двух разных феноменологических

моделей в рамках единого подхода акустопластичности

позволяет выяснить и определенные особенности их

использования. Так, если в модели Джонсона–Кука энер-
гия пластической деформации, приходящаяся на один

дефект, считается связанной со скоростью пластиче-

ской деформацией материала, то в модели Боднера–
Партома ее значение определяется концентрацией де-

фектов. В обоих случаях теория акустопластичности

при рассмотрении зависимости напряжения от дефор-

мации позволяет связать значения феноменологических

параметров, используемых в эмпирических подходах,

с такими характеристиками материала как напряжение

течения, активационный объем дефектов, их равновесная

концентрация, время релаксации и степень взаимодей-

ствия дефектов.
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