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Проведен расчет коэффициента теплоотдачи на основе интеграла Лайона по двухслойной модели (тепло-
вой подслой и турбулентное ядро потока). Для определения турбулентной теплопроводности использована

модель пути смешения Прандтля. В рамках сделанных допущений интеграл Лайона имеет довольно

простой вид. Путем его численного интегрирования получено распределение коэффициента теплоотдачи

в зависимости от параметра Re
√

Pr, которое хорошо согласуется с соотношением для турбулентной

теплоотдачи Диттуса−Боэлтера.
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Интеграл Лайона как один из частных случаев уравне-

ния энергии при определенных условиях находит приме-

нение в оценке коэффициента теплоотдачи в различных

течениях [1,2]. В основном этот интеграл рассматрива-

ется в виде
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где Nu = 2αr0/λ — число Нуссельта (α — коэффициент

теплоотдачи), R = r/r0 — безразмерный радиус (r0 —

радиус канала), U = u/Um — безразмерная продольная

скорость (Um — среднерасходная скорость), Pr и Prt —

число Прандтля (молекулярное и турбулентное), ν и

νt — кинематическая вязкость (молекулярная и турбу-

лентная).

Считается, что использование турбулентного числа

Прандтля обеспечивает связь между процессами пере-

носа импульса и теплоты в этом соотношении. Однако

определение этого параметра является весьма слож-

ной задачей, и попытки его моделирования и даже

экспериментального измерения приводят к громоздким

выражениям и неоднозначным результатам [3]. При этом

само интегрирование предлагается проводить по трем

слоям (вязкий подслой, переходная область и ядро

потока). В некоторых случаях считается возможным

ограничиться двухслойной моделью (вязкий подслой и

ядро потока).

Настоящая работа посвящена определению коэффици-

ента теплоотдачи для турбулентного потока в круглой

трубе на основе
”
более простой“ (исходной) формы

интеграла Лайона:
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где λ — молекулярная теплопроводность рабочей сре-

ды, λt = c pρ〈v ′t′〉/(dt/dy) — турбулентная теплопровод-

ность потока (угловыми скобками обозначено осредне-

ние), y — поперечная координата (от стенки), v ′ —

поперечные пульсации скорости, t и t′ — температура

потока и ее пульсации.

Дополнительно к тем условиям, при которых был

получен интеграл Лайона, данная задача будет решаться

при следующих допущениях.

1. Рассматривается двухслойная модель потока: тепло-

вой подслой (подслой молекулярной теплопроводности)
и ядро потока.

2. В ядре потока используется турбулентный профиль

скоростей по закону
”
1/7“.

3. Справедлива модель пути смешения Прандтля

как для гидродинамических возмущений потока, так

и для тепловых. При этом соотношение между ними

lm/lmT ≈
√
Pr (по аналогии с толщинами развивающихся

пограничных слоев δ/δT ≈
√
Pr).

4. Пульсации скорости v ′ и температуры t′ жестко

коррелированы между собой (коэффициент корреляции

между ними rvt ≈ 1). Турбулентность изотропна. Сле-

дует отметить, что жидкие металлы (Pr ≪ 1) здесь не

рассматриваются.

5. Толщина теплового подслоя y1 ≈ δ1/Pr1/3 (δ1 —

толщина вязкого подслоя) [4].

6. Трение на стенке определяется формулой Блазиуса.
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Таким образом, интеграл Лайона будет иметь вид
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Здесь имеется в виду, что в тепловом подслое

(R1 6 R 6 1) турбулентная теплопроводность λt = 0.

Коэффициент теплоотдачи Nu будет тем выше,

чем больше величина λt . Согласно допущению 2,

u/U0 = (y/r0)1/7, где максимальная скорость на оси

канала U0 = 1.22Um . В принятой системе координат

Y = y/r0 = 1− R. Тогда интеграл в числителе (обозна-
чим как I) будет иметь вид
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С отклонениями в пристеночной области ±5% най-

денный интеграл во всем диапазоне 0 6 R 6 1 может

быть аппроксимирован соотношением I = 0.52R2. Тогда
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Рассмотрим знаменатель (обозначим Z) в подынте-

гральном выражении

Z = 1 +
λt

λ
= 1 + c pρ

〈v ′t′〉
λ∂t/∂y

.

Здесь все параметры представлены в размерном виде, их

можно перевести в безразмерный вид с помощью харак-

терных величин V ′ = v ′/U0, T ′ = t′/(Tf − Tw) = t′/1T ,
Y = y/r0 . Тогда

〈v ′/t′〉 = U01T 〈V ′T ′〉, dt/dy = 1T/r0dT/dY.

Отсюда

Z = 1 + c pρ
U0r0〈V ′T ′〉
λ∂T/∂Y

.

При

Re = ρUmd/µ = 2ρU0r0/(1.22µ)

получим

Z = 1 + 0.61RePr
〈V ′T ′〉
∂T/∂Y

.

Согласно допущению 3, для изотропной турбулент-

ности v ′ ∼ u′ = lmdu/dy (lm = 0.4y — длина пути сме-

шения). По аналогии с пульсациями потока представим

пульсации температуры: t′ = lmT dt/dy (lmT — длина

пути смешения для температурных возмущений), где

lmT ≈ lm/
√
Pr. Тогда комплекс параметров, входящий в

определение турбулентной теплопроводности, с учетом

допущения 4 будет иметь вид

〈V ′T ′〉
∂T/∂Y

=
0.4Y (dU/dY)0.4Y (dT/dY)√

Pr(dT/dY)
=

0.16Y 2(dU/dY)√
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.

Отметим, что допущение 4 представляется возможным,

если отсутствуют не зависящие от возмущений потока

пульсации температуры стенки или теплового потока qw .

Тогда

Z = 1 +
λt

λ
= 1 + 0.61Re

√
Pr · 0.16Y 2 ∂U

∂Y
.

Для профиля скоростей по закону
”
1/7“:

dU/dY = d/dY(Y 1/7) = Y−6/7/7. Отсюда с учетом

Y = 1− R имеем Z = 1 + 0.014Re
√
Pr(1− R)8/7 .

Таким образом, интеграл Лайона
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В имеющихся работах обычно используется разделе-

ние пограничного слоя по динамическим параметрам.

Однако при рассмотрении процесса передачи тепла ло-

гичным выглядит использование их тепловых аналогов.

В связи с этим в настоящей работе вместо
”
вязкого

подслоя“ используется
”
тепловой подслой“. В рамках

двухслойной модели вязкий подслой будем считать

ограниченным толщиной yUτ /ν < 10. Для определения

границы вязкого подслоя воспользуемся формулой Бла-

зиуса ξ = 0.3164/Re0.25. Тогда динамическая скорость

Uτ = (τ /ρ)0.5 = (c f /2)
0.5Um = 0.2Um/Re

1/8, где коэффи-

циент трения c f = ξ/4. Отсюда для вязкого подслоя

Y < 10νRe1/8/(r0 · 0.2Um) или Y < 100/Re7/8. Исходя

допущения 5 будем считать, что в подслое толщиной

Y < 100/(Re7/8Pr1/3) передача тепла осуществляется

только молекулярной теплопроводностью, а в ядре пото-

ка — и молекулярной, и турбулентной. Таким образом,

граница теплового подслоя R1 = 1− 100/(Re7/8Pr1/3)
или Y1 = 100/(Re7/8Pr1/3). Эта граница может быть

представлена как Y1 = 100/
(

(Re
√
Pr)7/8Pr−0.1

)

. Такая за-

пись указывает на зависимость толщины подслоя как от

величины Re
√
Pr, так и отдельно от значения Pr. Подын-

тегральные выражения здесь по сути являются рас-

пределением термического сопротивления (в условных

единицах) по радиусу трубы, а сам интеграл — общим
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Результаты расчета

Re
√

Pr Y1 Nu

5 · 103 5.8 · 10−2 24

104 3.2 · 10−2 39

105 4.2 · 10−3 218

106 5.6 · 10−4 1325

107 7.5 · 10−5 8894

термическим сопротивлением потока. При этом итого-

вое выражение интеграла Лайона оказалось довольно

простым (без громоздких эмпирических соотношений).
Результаты численного интегрирования соотношения (1)
для сред с умеренными значениями числа Прандтля

(Pr−0.1 ∼ 1) представлены в таблице и на рис. 1, 2. Как

видно из рис. 1, максимальные значения термического

сопротивления достигаются в пристеночной области

канала Y → 0 (R → 1). С ростом Re
√
Pr соотношение

между термическими сопротивлениями теплового под-

слоя и ядра потока заметно меняется: от 77 и 23% при

Re
√
Pr = 5 · 103 до 40 и 60% при Re

√
Pr = 107.

Полученные данные по коэффициенту теплоотдачи

(рис. 2) показывают явную связь с эмпирическим соот-

ношением Диттуса−Боэлтера
(

Nu = 0.023(Re
√
Pr)0.8

)

.

Отметим, что с формальной точки зрения в обоих

соотношениях теплоотдача определяется одним и тем

же параметром — Re
√
Pr. Имеющиеся отклонения по-

рядка 8%, по-видимому, связаны с влиянием факторов,

которые здесь не были учтены. В целом же полученное

согласование может считаться вполне хорошим, а сде-

ланные допущения физически оправданными, по крайне

мере при Pr−0.1 ∼ 1. В данном случае интеграл Лайона

определяет коэффициент теплоотдачи как функцию тур-

булентной теплопроводности и толщины (термического
сопротивления) теплового подслоя: Nu = f (λt, y1), где в
свою очередь λt = f 1(Re, Pr) и y1 = f 2(Re, Pr).
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Рис. 1. Термическое сопротивление при Re
√

Pr = 5 · 103 (1) и
107 (2).
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Рис. 2. Коэффициент теплоотдачи. 1 — интеграл (1), 2 —

Nu = 0.023Re0.8Pr0.4 .

Возможно, предложенный подход будет продуктивен

и при оценке теплоотдачи в более сложных потоках,

например, в каналах с различными интенсификаторами.
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