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Исследованы вакуумное двулучепреломление и дихроизм в задаче, в которой пробный фотон пересекает

сильную стоячую электромагнитную волну, образованную двумя встречными плоскими лазерными пучками.

Анализ основан на вычислении поляризационного тензора. Рассматривается как режим относительно низких

лазерных частот и энергий фотона, так и область, где энергии имеют порядок энергии покоя электрона.

В первом случае, если внешнее поле достаточно слабое, можно получать очень точные предсказания с

использованием локальных значений вклада старшего порядка в эффективном лагранжиане Гейзенберга-

Эйлера. Однако для рассмотрения режимов высокой энергии и сильного поля необходимо применять другие

методы. Здесь использовано приближение локально постоянного поля (locally-constant field approximation,

LCFA) и вычислены вещественная и мнимая части поляризационного тензора при изменении направления

распространения пробного фотона. Показано, что если ось распространения фотона параллельна оси

распространения лазерных пучков, то эффекты полностью определяются встречным пучком, в то время

как сопутствующий пучок не влияет на рассматриваемые процессы. Если фотон движется перпендикулярно

оси лазерных пучков, то обе плоские волны одинаково значимы. В этом случае в рамках приближения

Гейзенберга-Эйлера достаточно умножить соответствующий результат, полученный для одиночного пучка,

на 2, тогда как предсказания LCFA менее тривиальны, поскольку они включают нелинейные вклады более

высоких порядков.
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1. Введение

В рамках квантовой электродинамики (КЭД) вакуум-

ное состояние нельзя рассматривать как тривиальное пу-

стое пространство из-за наличия вакуумных флуктуаций,

которые проявляются, например, в нелинейных явлени-

ях, происходящих во внешних электромагнитных полях.

Классическая теория Максвелла приобретает квантовые

поправки, приводящие к нетривиальным поляризацион-

ным свойствам вакуума [1–8] и к эффектам вакуумного

двулучепреломления и дихроизма. В данной работе мы

исследуем эти явления в суперпозиции двух встречных

лазерных пучков, образующих стоячую электромагнит-

ную волну.

С точки зрения эксперимента, в режиме низких частот

лазера и низких частот пробного фотона (по сравнению

с энергией покоя электрона, деленной на приведенную

постоянную Планка) можно попытаться воспользоваться

наличием высокоточных экспериментальных методов в

соответствующей области [9–19]. Для получения точных

теоретических предсказаний в таком режиме достаточно

рассматривать внешнее поле как локально постоянное

и использовать замкнутое выражение для эффективного

лагранжиана Гейзенберга-Эйлера. Если внешнее поле

относительно слабое, можно рассмотреть только кван-

товую поправку старшего порядка, включенную в эф-

фективный лагранжиан [20]. Если внешнее поле сильное,

так что приближение Гейзенберга-Эйлера в старшем

порядке больше не справедливо, то можно произвести

расчет на основе локальных значений поляризационного

оператора, полученного в постоянных скрещенных по-

лях [21–25]. Такой непертурбативный подход называет-

ся приближением локально постоянного поля (locally-

constant field approximation, LCFA). Оказывается, что

LCFA также позволяет частично исследовать область

высоких лазерных частот и высокоэнергетических проб-

ных фотонов [26]. С экспериментальной точки зрения

этот режим может также оказаться весьма многообеща-

ющим, поскольку он, как правило, отвечает бо́льшим

значениям сигнала [25,27,28]. Более того, LCFA также
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предсказывает ненулевую мнимую часть поляризацион-

ного оператора и, таким образом, учитывает эффект

вакуумного дихроизма. Согласно оптической теореме,

мнимая часть определяет полную вероятность распада

фотона на электрон-позитронную пару, которую можно

рассматривать как вероятность поглощения фотона. Ес-

ли данная величина зависит от поляризации пробного

фотона, то квантовый вакуум проявляет дихроичные

свойства при наличии соответствующего электромагнит-

ного фонового поля.

В этой работе мы будем использовать как LCFA, так

и приближение Гейзенберга-Эйлера для исследования

явлений вакуумного двулучепреломления и дихроизма

в поле стоячей электромагнитной волны. Наша цель —

сравнить два теоретических подхода в широком диапа-

зоне параметров поля для различных значений энергии

(частоты) пробного фотона. Чтобы получить новую

информацию о рассматриваемых нелинейных эффектах,

мы также будем менять направление распространения

фотона и проводить сравнение стоячей волны со сце-

нарием, включающим только одну плоскую электромаг-

нитную волну.

Работа имеет следующую структуру. В разд. 2 опи-

сывается постановка задачи. В разд. 3 обсуждается,

как исследовать вакуумное двулучепреломление при по-

мощи эффективного лагранжиана Гейзенберга-Эйлера.

В разд. 4 формулируется приближенный метод, осно-

ванный на LCFA. Разд. 5 содержит результаты наших

расчетов. В разд. 6 приводятся выводы.

В тексте статьи мы используем единицы измерения

~ = c = 1, α = e2/(4π) (α — постоянная тонкой струк-

туры), e < 0.

2. Параметры внешнего поля и
пробного фотона

Постановка задачи включает пробный фотон с энерги-

ей q0 = q0 и стоячую электромагнитную волну, которая

описывается векторным потенциалом следующего вида:

AA(t, z ) =
E0

ω
sinωt cosωz ex , (1)

где ω — частота волны, E0 — амплитуда напряженности

поля, а единичные векторы вдоль декартовых осей

обозначены как {ei} (x = xex + yey + zez ). Скалярный

потенциал A0 равен нулю. Векторный потенциал (1)
соответствует следующим выражениям для компонент

электрического и магнитного полей:

E(t, z ) = −(∂tAx )ex = −E0 cosωt cosωz ex , (2)

B(t, z ) = (∂zAx )ey = −E0 sinωt sinωz ey . (3)

Стоячая электромагнитная волна образована двумя

встречными линейно поляризованными лазерными пуч-

ками, распространяющимися вдоль направления оси z :

AA(t, z ) =
(E0/2)

ω

[

sinω(t + z ) + sinω(t − z )
]

ex . (4)

В рассматриваемой задаче отсутствуют постоянные ком-

поненты электромагнитного поля (возможность экс-

периментального наблюдения двулучепреломления в

магнитном поле исследовалась, например, в рабо-

тах [29,30]).

Пробный фотон распространяется в произвольном

направлении, определяемом углами θ и ϕ,

то есть 4-импульс qµ выбирается в виде

qµ = q0 (1, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)
t
. Конечный

4-импульс фотона обозначим kµ .

В дальнейшем будет удобно использовать следующие

безразмерные параметры:

ξ =
|eE0|
mω

, χ0 =
|eE0|q0

m3
. (5)

Первый параметр называется релятивистским парамет-

ром амплитуды поля (его также часто обозначают как

a0). Если ξ & 1, то внешнее поле ускоряет электроны до

релятивистских энергий. Постоянная Планка не входит

в определение ξ . Второй параметр в (5) — это так

называемый квантовый параметр нелинейности, который

играет центральную роль в анализе КЭД-эффектов в

сильных внешних полях (он пропорционален ~).

В старшем порядке по постоянной тонкой структуры

α эффекты вакуумного двулучепреломления и дихроиз-

ма содержатся в диаграмме Фейнмана, изображенной

на рис. 1. Начальное и конечное состояния фотона

(волнистые линии) могут отличаться за счет учета

вакуумной петли, содержащей электронные функции

Грина в заданном внешнем поле. В правой части рисунка

представлены вклады старшего порядка по напряжен-

ности внешнего поля E0. Эти слагаемые будут вычис-

лены приближенно при помощи подхода, основанного

на использовании однопетлевого эффективного лагран-

жиана Гейзенберга-Эйлера. Диаграмма в левой части

будет рассчитана при помощи приближения локально

постоянного поля (LCFA).

В соответствии с правилами Фейнмана в КЭД ам-

плитуду, отвечающую диаграмме в левой части рис. 1,

можно в общем случае представить в виде

S(q, k) =
i√

4q0k0

εµ(q)5µν(q, k)ε∗ν (k), (6)

где 5µν — поляризационный тензор во внешнем поле,

а εµ(q) и εν(k) — 4-векторы поляризации, отвечающие

начальному и конечному состояниям фотона соответ-

ственно. Мы будем обсуждать только зависящую от

поля часть этого тензора, которая описывает рассмат-

риваемые эффекты. Несмотря на то, что фермионная

петля в фейнмановской диаграмме может приводить к

ненулевой передаче энергии-импульса, то есть kµ может

отличаться от qµ, в дальнейшем мы сосредоточимся

на упругом процессе (k = q), который соответствует

явлениям двулучепреломления и дихроизма.
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Рис. 1. Диаграмма Фейнмана, описывающая эффекты вакуумного дихроизма и двулучепреломления, и ее разложение по

напряженности внешнего поля. Вклад нулевого порядка не учитывается. Двойные линии отвечают электронным функциям Грина

во внешнем поле, одинарные линии — пропагаторам свободных электронов, волнистые линии — начальному и конечному фотону,

а вершины с крестиками — взаимодействию с внешним классическим полем.

3. Приближение Гейзенберга-Эйлера в
старшем порядке

В этом разделе мы рассмотрим подход, основанный на

пертурбативном разложении поляризационного тензора

по напряженности поля. Его можно вывести из од-

нопетлевого эффективного лагранжиана в присутствии

постоянного электромагнитного поля (см. [20]). Три диа-

граммы Фейнмана, изображенные в правой части рис. 1,

можно приближенно вычислить при помощи замкнутого

выражения для соответствующего лагранжиана в стар-

шем порядке. В рамках этого подхода поляризационный

тензор можно представить в следующем виде [20]:

5
µν
HE(q, k) =

α

45π

e2

m4

∫

d4x ei(k−q)x

× [4(qF)µ(kF)ν + 7(qG)µ(kG)ν ] , (7)

где x = (t, x), (kF)µ ≡ kλFλµ , а тензоры Fµν и Gµν зави-

сят от x . Здесь мы используем стандартное выражение

для электромагнитного тензора, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . Ду-

альный тензор определяется как Gµν = (1/2)ǫµνλσ Fλσ ,

где ǫµνλσ — тензор Леви-Чивиты. Вычисление интеграла

в уравнении (7) приводит к законам сохранения, изме-

няющим импульс и энергию фотона на ±2ω или остав-

ляющим их неизменными. Поскольку нас интересует

только упругое рассеяние, мы сохраним только члены,

содержащие δ(4)(k − q). Можно напрямую получить

5
µν

HE, elastic(q, k) =
16π3α

45
m2χ20δ

(4)(k − q)Pµν
HE, (8)

P
µν
HE =























sin2 θ

×

(

1+
3

4
sin2 ϕ

) sin θ cosϕ 7
4
sin θ sinϕ 0

sin θ cosϕ 1 + cos2 θ 0 −
1
2
sin 2θ cosϕ

7
4
sin θ sinϕ 0 7

4

(

1+cos2 θ
)

−
7
8
sin 2θ sinϕ

0 −
1
2
sin 2θ cosϕ −

7
8
sin 2θ sinϕ

sin2 θ

×

(

1+
3

4
sin2 ϕ

)























.

(9)

Физически наблюдаемые величины определяются ам-

плитудой процесса (6). Для исследования эффекта ва-

куумного двулучепреломления необходимо вычислить

ненулевую разность двух амплитуд для двух перпен-

дикулярных 4-векторов поляризации ε
(w)
µ (w = 1, 2)

пробного фотона. Введем

ε(1)
µ = (0, cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ)

t
, (10)

ε(2)
µ = (0,− sinϕ, cosϕ, 0)

t
. (11)

Амплитуда (6) пропорциональна εµ(q)Pµνε∗ν (k), поэто-
му далее мы будем обсуждать наши результаты в

терминах следующих величин:

A(1)
HE = ε(1)

µ P
µν
HEε

(1)
ν =

(

1 + cos2 θ
)

(

1 +
3

4
sin2 ϕ

)

, (12)

A(2)
HE = ε(2)

µ P
µν
HEε

(2)
ν =

(

1 + cos2 θ
)

(

1 +
3

4
cos2 ϕ

)

. (13)

Видно, что зависимости от θ и ϕ факторизуются. Раз-

ность имеет вид

1HE ≡ A(2)
HE − A(1)

HE =
3

4

(

1 + cos2 θ
)

cos 2ϕ. (14)

Из этого выражения следует, что в приближении

Гейзенберга-Эйлера двулучепреломление вакуума в сто-

ячей волне максимально, если пробный фотон распро-

страняется вдоль или против направления z . Эффект

пропадает, если пробный фотон распространяется вдоль

биссектрис плоскости xy (ϕ = π/4 + πn/2).
В дальнейшем мы также сравним наши результаты

для стоячей волны с результатами, полученными при

учете только первого члена в уравнении (4). Это со-

ответствует плоской волне, распространяющейся вдоль

отрицательного направления оси z . В случае θ = ϕ = 0

результаты можно найти, например, в работе [26]. Для
произвольных углов поляризационный тензор имеет вид

5
µν

HE, PW, elastic(q, k) =
16π3α

45
m2χ20δ

(4)(k − q)Pµν
HE, PW,

(15)
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P
µν
HE, PW =













1
2
sin2 θ

(

1 + 3
4
sin2 ϕ

)

1
2
sin θ cosϕ(1 + cos θ) 7

8
sin θ sinϕ(1 + cos θ) 1

2
sin2 θ

(

3
4
sin2 ϕ − 1

)

1
2
sin θ cosϕ(1 + cos θ) 2 cos4 θ/2 0 − 1

2
sin θ cosϕ(1 + cos θ)

7
8
sin θ sinϕ(1 + cos θ) 0 7

2
cos4 θ/2 − 7

8
sin θ sinϕ(1 + cos θ)

1
2
sin2 θ

(

3
4
sin2 ϕ − 1

)

− 1
2
sin θ cosϕ(1 + cos θ) − 7

8
sin θ sinϕ(1 + cos θ) 1

2
sin2 θ

(

1 + 3
4
sin2 ϕ

)













.

(16)

Отсюда

A(1)
HE, PW =

1

2
(1 + cos θ)

2

(

1 +
3

4
sin2 ϕ

)

, (17)

A(2)
HE, PW =

1

2
(1 + cos θ)

2

(

1 +
3

4
cos2 ϕ

)

. (18)

1HE, PW ≡ A(2)
HE, PW − A(1)

HE, PW =
3

8
(1 + cos θ)2 cos 2ϕ.

(19)
При θ = 0 результаты для плоской волны совпадают

с результатами, полученными для случая стоячей вол-

ны (12)−(14).

4. Приближение локально постоянного
поля (LCFA)

Оказывается, что при рассмотрении внешнего поля

как локально постоянного можно учесть вклады более

высоких порядков по напряженности поля за счет оцен-

ки диаграммы в левой части рис. 1, т. е. не используя

пертурбативное разложение в правой части. Для этого

можно применить выражение для поляризационного

тензора, полученное в случае постоянных скрещенных

полей [21–23], а затем проинтегрировать его по x ,
используя реальную пространственно-временную зави-

симость внешнего поля [24]. Для нашего случая вклад

упругого процесса имеет вид

5
µν

LCFA, elastic(q, k) =
16π3α

3
m2δ(4)(k − q)

×〈χ2/3 {(A−B)Fµν+(A+2B)Gµν)}〉t,z ,

(20)
где

χ =
|e|

√

−(kF)2

m3
(21)

представляет собой локальное значение квантового па-

раметра нелинейности [(kF)2 ≡ (kF)µ(kF)µ]. В форму-

ле (20) мы также используем следующие определения:

F
µν =

(kF)µ(kF)ν

(kF)2
, G

µν =
(kG)µ(kG)ν

(kG)2
, (22)

A =

1
∫

−1

dvw1/3 f ′(u), B =

1
∫

−1

dvw−2/3 f ′(u), (23)

w =
4

1− v2
, u =

(

w

χ

)2/3

, (24)

f (u) = i

∞
∫

0

dτ e−i(uτ+τ 3/3) = πGi(u) + iπAi(u). (25)

Здесь Gi(u) и Ai(u) — функции Скорера [31] и Эй-

ри соответственно. Значение параметра χ меняется в

пространстве и времени и определяется локальными

значениями внешнего поля Fµν . Соответственно, u также

зависит от времени t и пространственной координаты

z . Среднее значение по t и z в выражении (20) (угло-
вые скобки) показывает, что результаты должны быть

усреднены по временному и пространственному периоду

стоячей волны. Это следует из классического выражения

z (t) = z 0 + t cos θ для
”
траектории фотона“, где необхо-

димо усреднять по z 0 и t . Простая замена переменных

с переходом от z 0 к z приводит к описанному выше

рецепту.

Если локальные значения χ малы, то можно исполь-

зовать следующие асимптотические разложения:

A = − χ4/3
[

1

3
+

4

35
χ2 +

20

99
χ4 + O(χ6)

]

− iπ
2

√

3

2
χ1/3e−8/(3χ)

[

1 + O(χ)
]

, (26)

B = − χ4/3
[

1

15
+

8

315
χ2 +

20

429
χ4 + O(χ6)

]

− iπ
8

√

3

2
χ1/3e−8/(3χ)

[

1 + O(χ)
]

. (27)

Мы видим, что мнимая часть поляризационного тензора

сильно подавлена в режиме χ ≪ 1. Раскладывая в ряд

выражение (20), мы находим, что вклад старшего поряд-

ка в точности совпадает с приближением Гейзенберга-

Эйлера (8), (9).
Также упомянем, что локальные приближения в раз-

личных формах могут быть использованы для описания

других КЭД-явлений в сильных полях. Например, эф-

фект Заутера-Швингера, связанный с вакуумным рожде-

нием электрон-позитронных пар может быть исследован

с помощью LCFA [32–41].

5. Численные результаты

Начнем наш численный анализ с наиболее простого

случая θ = ϕ = 0, соответствующего пробному фотону,

распространяющемуся вдоль оси z и поляризованному

либо вдоль направления x (ε(1)), либо вдоль направ-

ления y (ε(2)). Во-первых, как было указано выше, в

приближении Гейзенберга-Эйлера результат для стоячей
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Рис. 2. Вещественные и мнимые части безразмерных величин A(1), A(2) и 1, вычисленные в рамках LCFA в зависимости от

квантового параметра нелинейности χ0 в случае θ = ϕ = 0. Согласно формулам (12)−(14), приближение Гейзенберга-Эйлера дает

A(1)
HE = 2, A(2)

HE = 7/2 и 1HE = 3/2 независимо от χ0.
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Рис. 3. Вещественная и мнимая части разности 1, вычисленные в рамках LCFA в поле стоячей волны (1) и в поле

одиночной плоской волны, распространяющейся в отрицательном направлении оси z . Значения для плоской волны умножаются

на коэффициент 2. Пробный фотон движется вдоль оси x (θ = π/2, ϕ = 0).

волны (9) в точности равен выражению для плоской

волны (16) с учетом амплитуд E0 и E0/2, выбранных

соответственно для этих двух сценариев. Это озна-

чает, что второй член в уравнении (4) совершенно

не важен, т. е. на свойства пробного фотона никак не

влияет попутный лазерный импульс. Более того, это

справедливо и в рамках LCFA. На рис. 2 изображены

вещественные и мнимые части величин A(1), A(2) и 1

как функции χ0. В случае плосковолнового поля наши

численные результаты оказались точно такими же, как и

полученные в случае стоячей волны (1). Во-вторых, со-
гласно рис. 2 мы видим, что приближение Гейзенберга-

Эйлера является точным только в области малых χ0;

для χ0 = 0.5 вещественная часть 1HE отличается от

предсказания LCFA 1 на 9%. Мнимая часть равна нулю

в старшем порядке, поэтому для описания эффекта

вакуумного дихроизма необходимо учитывать вклады

старших порядков, например, посредством LCFA (20).
Теперь рассмотрим ненулевые углы θ и ϕ в ре-

жиме слабого поля (низких энергий) χ0 ≪ 1. Теперь

выражение для плоской волны (16) и результат для

стоячей волны (9) не совпадают, поскольку оба члена

в уравнении (4) дают ненулевые вклады. Например, с

увеличением θ сигналы двулучепреломления (14) и (19)
начинают заметно отличаться друг от друга. Для θ = π/2

выражения для стоячей волны (12)−(14) в два раза

больше результатов для плоской волны (17)−(19).
Чтобы провести анализ при произвольных χ0, постро-

им зависимость 1 от χ0 для θ = π/2, ϕ = 0, что соот-

ветствует пробному фотону, движущемуся вдоль оси x
(рис. 3). Результаты, полученные для плосковолнового

сценария, умножаются на коэффициент 2. В то время
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как для χ0 ≪ 1 конфигурация с одной плоской волной

эквивалентна стоячей волне (1), для больших χ0 это

уже не так. Это говорит о том, что поскольку процесс

нелинейный, эффект от двух одинаковых плоских волн

в уравнении (4) не совпадает с результатом для одной

волны, умноженным просто на множитель 2. В старшем

порядке рассматриваемый упругий процесс включает

поглощение и испускание одного и того же фотона —

это либо квант первого лазерного пучка, либо квант

второго пучка. Это означает, что две плоские волны

действуют независимо, чего не наблюдается во вкладах

более высоких порядков, включающих несколько актов

испускания и поглощения. Приближение LCFA включа-

ет все эти члены и явно указывает на их значимость в

режиме χ0 & 1. Еще раз подчеркнем, что мнимая часть

всегда отсутствует в старших слагаемых на рис. 1. Нако-

нец, отметим, что для количественной оценки эффектов

вакуумного двулучепреломления и дихроизма следует

учитывать префактор в (8), который содержит χ20 .

Поскольку приближение Гейзенберга-Эйлера в стар-

шем порядке представляет собой предел малых χ0 в

LCFA, оно оправдано для описания вакуумного двулу-

чепреломления, если справедливо само LCFA и χ0 ≪ 1,

как это видно из аналитических выражений и наших

численных примеров. Хотя LCFA по своей сути непер-

турбативно по отношению к классическому полю, это

по-прежнему приближенный метод, поскольку в рам-

ках LCFA предполагается, что внешнее поле можно

рассматривать как локально постоянное и локально

скрещенное. Точность LCFA, очевидно, зависит от ω,

E0 и энергии пробного фотона k0. Согласно, например,

работе [26], в случае плосковолнового поля применение

LCFA оправдано, если ξ значительно превышает χ0, что

на практике означает ξ ≫ 1 или же χ0 ≪ ξ . 1.

6. Заключение

В данной работе был вычислен поляризационный

тензор в поле стоячей электромагнитной волны с помо-

щью приближения локально постоянного поля (LCFA)
и приближения Гейзенберга-Эйлера. Вещественная и

мнимая части этого тензора отвечают соответственно за

вакуумное двулучепреломление и дихроизм. Было пока-

зано, что при малых значениях квантового параметра

нелинейности (χ0 ≪ 1) последний подход дает точные

и простые предсказания: вещественная часть поляриза-

ционного тензора тривиально зависит от χ0 и может

быть легко связана с результатами для одного лазерного

пучка (например, в случае поперечного распространения
ответ следует просто умножить на 2). Если условие

χ0 ≪ 1 перестает выполняться, то необходимо выйти за

рамки приближения Гейзенберга-Эйлера. В этом случае,

принимая во внимание вклады более высоких поряд-

ков посредством LCFA, мы получаем нетривиальную

зависимость как вещественной, так и мнимой частей

от параметра χ0. Результаты, полученные для стоячей

волны, начинают принципиально отличаться от расчетов

в случае одиночного плосковолнового пучка.

Поскольку стоячая электромагнитная волна представ-

ляет собой значительно более интересную конфигура-

цию, чем плоская волна, является целесообразным срав-

нение локальных приближений с точными результатами

для этого случая. Данный вопрос является важным

направлением для наших будущих исследований.
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