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Введение

Значительное количество современных информаци-

онных систем предназначено для наблюдения за раз-

личными техническими или природными процессами

и явлениями, что фактически сводится к обработке и

анализу некоторого полезного сигнала. При разработке

таких систем следует учитывать возможную парамет-

рическую априорную неопределенность, обусловленную

искажением сигнала при его излучении, прохождении

через среду, влиянием других источников сигналов и

помех, интерференции, отражении и т. д.

В настоящее время перспективным направлением

развития беспроводных сетей является использование

сверхширокополосных (СШП) сигналов, что позволяет

повысить помехоустойчивость, скрытность и пропуск-

ную способность канала связи относительно традицион-

ных узкополосных систем. Наиболее широкое примене-

ние СШП сигналы нашли в беспроводных персональных

сетях передачи данных (Wireless personal area network,

WPAN) [1–5]. В работе [1] достаточно подробно изло-

жены основные аспекты разработки СШП систем связи

и передачи данных, включая моделирование каналов,

совместимость с другими системами, а также контроль

уровня помех и методы их подавления. Книга охватывает

вопросы физического уровня, уровня доступа к среде,

сетевого и прикладного уровней. В [2] рассматривается
применение технологии импульсного радио (Impulse

Radio UWB, IR-UWB), которая легла в основу разработ-

ки высокоточных систем определения дальности и ме-

стоположения и стала наиболее привлекательной благо-

даря разработке и внедрению стандарта IEEE 802.15.4z.

В работе [3] рассмотрены направления разработки сле-

дующего поколения стандарта IEEE 802.15.4ab, который

широко используется для передачи данных, определе-

ния дальности, местоположения, зондирования и т. д.

и основан на использовании СШП сигналов. Растущая

популярность СШП технологии для определения ме-

стоположения, контроля доступа, отслеживания и трас-

сировки приемопередатчиков в помещении в реальном

времени, а также ее поддержка в новых потребительских

устройствах, таких, как смартфоны, привели к появ-

лению множества новых СШП радиочипов [4,5], что

способствует еще большему распространению данной

технологии в коммерческом секторе. При этом переход

к СШП сигналам требует решения большого круга

фундаментальных задач, связанных с тем, что методы

их генерации, излучения, распространения и приема,

а также методы обработки сигналов и извлечения из

них полезной информации существенно отличаются от

используемых в случае узкополосных сигналов.

Среди множества математических моделей СШП сиг-

налов выделяют отдельный класс — СШП квазирадио-

сигналы (КРС) [6–9]. Они представляют собой отрезки

модулированных по амплитуде синусоид с периодом,

сравнимым с длительностью сигнала, так что условие

относительной узкополосности для таких сигналов не

выполняется. Модель КРС позволяет путем наложения

различных условий описывать различные виды сигна-

лов — узкополосные, широкополосные, СШП радио-

и видеосигналы, что значительно упрощает процедуру

сравнительного анализа различных алгоритмов обработ-

ки и повышает ее корректность. Использование гар-

монического множителя при формировании СШП КРС

1887



1888 Ю.Э. Корчагин, К.Д. Титов, О.Н. Завалишина

дает возможность увеличить дальность распространения

сигнала по сравнению со свехкороткими импульсами, не

имеющими гармонической несущей.

В настоящее время в литературе рассмотрены алго-

ритмы обнаружения [6–9] и оценки параметров [9] СШП

КРС в условиях различной априорной неопределенности

на фоне шума и/или помех. Задача различения сигналов

ввиду высокой практической важности является в значи-

тельной степени решенной для видеосигналов и узкопо-

лосных радиосигналов, а алгоритмы их различения ак-

тивно реализуются в практических приложениях [10,11],
но для СШП КРС они являются квазиоптимальными.

С учетом активного внедрения СШП устройств в систе-

мах радиосвязи, локации, навигации и др., теоретическое

исследование эффективности функционирования и прак-

тическая реализация алгоритмов различения СШП КРС

в настоящее время является весьма актуальной.

В настоящей работе синтезирован и проанализирован

алгоритм различения нескольких СШП КРС с различны-

ми модулирующими функциями, неизвестными началь-

ными фазами и амплитудами. Исследовано влияние рас-

стройки различных параметров сигналов на эффектив-

ность функционирования синтезированного алгоритма

различения. Аналитически и на основе статистическо-

го моделирования выполнено сравнение эффективности

различения СШП КРС и узкополосных радиосигналов.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу различения нескольких СШП КРС

с неизвестными амплитудами a и начальными фазами ϕ.

На интервале времени t ∈ [0, T ] на вход приемника

поступает реализация

ξ(t) = s i(t, a0i, ϕ0i) + n(t), (1)

представляющая собой аддитивную смесь одного из n
возможных сигналов s j (t, a j, ϕ j), j = 1, . . . , i . . . , n, и
гауссовского белого шума n(t) с односторонней спек-

тральной плотностью N0. Индексом i обозначен номер

сигнала, который в действительности присутствует в на-

блюдаемой реализации, а a0i, ϕ0i — истинные значения

его амплитуды и начальной фазы. Сигналы, подлежащие

различению, представляют собой СШП КРС вида [6–9]:

s j(t, a j, ϕ j) =







a j f j(t) cos(ω jt − ϕ j), 0 ≤ t ≤ τ j ,
j = 1, n

0, t < 0, t > τ j ,

(2)
и могут отличаться a priori известными модулирующи-

ми функциями f j(t), частотами формирующего гармо-

нического колебания ω j , а также длительностями τ j .

Амплитуда a j и начальная фаза ϕ j различаемых сиг-

налов полагаются неизвестными из-за особенностей рас-

пространения сигнала.

Будем считать, что модулирующие функции f j(t)
непрерывные и дифференцируемые, а также могут быть

равны нулю на интервале, имеющем нулевую меру. Обо-

значим 1ω j ширины полос частот сигналов (2), опре-
деленные одним из общепринятых способов, например,

по уровню 0.707 от максимума модуля спектральной

плотности. Если выполняется условие

1ω j ≪ ω j , (3)

то сигналы (2) являются узкополосными радиосигна-

лами, а f j(t) — их огибающими [10,12–14]. Будем

аналогично [6–9] считать, что если условие (3) не выпол-
няется, то формула (2) описывает СШП КРС. При этом

случайные фазы ϕ j считаются взаимно независимыми

и равномерно распределенными в интервале [−π, π].
Таким образом, располагая принятой реализацией (1),
необходимо решить оптимальным образом, какой из n
возможных сигналов присутствует на входе приемного

устройства.

Сформулировать постановку задачи различения воз-

можно в терминах теории проверки статистических

гипотез [10,12–14]. Введем в рассмотрение гипотезы H j ,

соответствующие наличию в наблюдаемой реализации

сигнала с номером j = 1, n, а также p j = P(H j) — апри-

орные вероятности этих гипотез. Алгоритм различения

нескольких СШП КРС на основе анализа принимаемой

реализации (1) должен выносить решение в пользу

одной из гипотез.

2. Синтез алгоритма различения

Выполним синтез алгоритма различения нескольких

СШП КРС обобщенным методом максимального прав-

доподобия (МП) [10,14], который в англоязычной ли-

тературе известен под названием GLRT (Generalized
Likelihood Ratio Test). Логарифм функционала отно-

шения правдоподобия (ЛФОП) при условии наличия

сигнала s j(t, a j, ϕ j) в принимаемой реализации зависит

от двух неизвестных параметров и определяется выра-

жением

L j(a j, ϕ j)=
2

N0

τ j
∫

0

ξ(t)s j (t, a j, ϕ j)dt− 1

N0

τ j
∫

0

s2j(t, a j, ϕ j)dt.

(4)
Решение γi в пользу наличия сигнала s i (t, a i, ϕi)

выносится на основе попарного сравнения с порогом

отношения правдоподобия в случае

Li > L j , j = 1, . . . , i − 1, i, i + 1, . . . , n, (5)

где

L j = sup
a j ,ϕ j

L j(a j, ϕ j) (6)

— абсолютный (наибольший) максимум решающей ста-

тистики (4) [10,15].
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Подставим явный вид СШП КРС (2) с номером j
в (4). Тогда выражение для ЛФОП примет вид

L j(a j, ϕ j) = a j(X j cosϕ j + Yj sinϕ j)

−
a2

j

2
(Q j + Pc j cos 2ϕ j + Ps j sin 2ϕ j), (7)

где введены следующие обозначения:

X j =
2

N0

τ j
∫

0

ξ(t) f j(t) cosω jt dt,

Yj =
2

N0

τ j
∫

0

ξ(t) f j(t) sinω jt dt,

Q j =
1

N0

τ j
∫

0

f 2
j(t)dt,

Pc j =
1

N0

τ j
∫

0

f 2
j(t) cos 2ω jt dt,

Ps j =
1

N0

τ j
∫

0

f 2
j(t) sin 2ω j t dt.

В случае решения задачи различения узкополосных

радиосигналов в выражении (7) могут быть отброшены

интегралы от функций, осциллирующих с удвоенной

частотой, в силу их малости [7], вследствие чего Pc j ≈ 0,

Ps j ≈ 0, выражение (7) значительно упрощается и при-

нимает вид, аналогичный данному в [11].
Для нахождения решающей статистики (6) выполним

аналитически максимизацию ЛФОП (7) по амплитуде

и начальной фазе, для чего, составив и решив систему

уравнений правдоподобия

∂L j(a j, ϕ j)

∂a j

∣

∣

∣

∣

â j ,ϕ̂ j

= 0,
∂L j(a j, ϕ j)

∂ϕ j

∣

∣

∣

∣

â j ,ϕ̂ j

= 0

и далее подставив найденные решения в (7), получаем

L j = sup
a j ,ϕ j

L j(a j, ϕ j)

=
X2

j (Q j − Pc j) + Y 2
j (Q j + Pc j) − 2X jYjPs j

2(Q2
j − P2

c j − P2
s j)

. (8)

Выражения (5), (8) определяют структурную схему

синтезированного различителя нескольких СШП КРС с

различными модулирующими функциями, а также неиз-

вестными начальными фазами и амплитудами. На выходе

устройства формируется решение с номером сигнала i ,
наиболее вероятно присутствовавшего в принятой реа-

лизации ξ(t).

3. Анализ алгоритма различения

Для анализа эффективности синтезированного разли-

чителя (5), при функционировании которого могут воз-

никать ошибки обработки, необходимо найти среднюю

вероятность ошибки. Обозначим P i j = P(γ j |Hi) вероят-

ность того, что принято решение в пользу гипотезы H j

при справедливости гипотезы Hi . Величины P i j являют-

ся элементами матрицы ‖P i j‖, диагональные элементы

которой представляют собой вероятности правильных

решений, а остальные — условные вероятности ошибок.

При этом сумма вероятностей в строке удовлетворяет

условию нормировки

n
∑

j=1

P(γ j |Hi) =

n
∑

j=1

P i j = 1.

При условии, что известны априорные вероятности

гипотез pi = P(Hi), средняя вероятность ошибки будет

определяться выражением

pe = 1−
n
∑

i=1

P(Hi)P(γi |Hi) = 1−
n
∑

i=1

pi P ii .

Будем считать, что априорные вероятности гипотез

совпадают (p1 = . . . = pn = 1/n), тогда средняя вероят-

ность ошибки принимает вид

pe = 1− 1

n

n
∑

i=1

P ii .

Обозначим W (l1, . . . , ln|Hi) условную совместную

плотность вероятности случайных величин L j при спра-

ведливости гипотезы Hi . Тогда, согласно [10], для ве-

роятности правильного решения о наличии сигнала

s i(t, a i, ϕi) в принимаемой реализации справедливо вы-

ражение

pii =

∞
∫

−∞

(

li
∫

−∞

. . .

li
∫

−∞

W (l1, . . . , ln|Hi)

× dl1 . . . dli−1dli+1 . . . dln

)

dli . (9)

Случайные величины L j зависят от X j ,Yj , которые яв-

ляются гауссовскими, поскольку представляют собой ли-

нейные преобразования гауссовского белого шума n(t).
Следовательно, случайные величины X j,Yj полностью

описываются первыми двумя моментами. Представим

случайные величины X j,Yj в виде сумм детерминирован-

ных и случайных составляющих при условии справедли-

вости гипотезы Hi , т. е. когда в наблюдаемой реализации

присутствует сигнал s i(t, a i , ϕi):

X j = S(i)
x j + Nx j , Yj = S(i)

y j + Ny j , (10)
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где введены следующие обозначения:

S(i)
x j =

2

N0

a0i

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i(t) cos(ωit − ϕ0i) cosω jt dt

= a0i
(

R(i)
cc j cosϕ0i + R(i)

cs j sinϕ0i
)

,

S(i)
y j =

2

N0

a0i

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i (t) cos(ωit − ϕ0i)sinω jt dt

= a0i
(

R(i)
sc j cosϕ0i + R(i)

ss j sinϕ0i
)

, (11)

Nx j =
2

N0

τ j
∫

0

n(t) f j(t) cosω jt dt,

Ny j =
2

N0

τ j
∫

0

n(t) f j(t) sinω jt dt,

R(i)
cc j =

2

N0

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i(t) cosω jt cosωit dt,

R(i)
ss j =

2

N0

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i(t) sinω jt sinωit dt,

R(i)
cs j =

2

N0

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i(t) cosω jt sinωit dt,

R(i)
sc j =

2

N0

min(τ j ,τi )
∫

0

f j(t) f i(t) sinω jt cosωit dt.

Выполнив усреднение, находим математические ожи-

дания

〈X j |Hi〉 = S(i)
x j , 〈Yj |Hi〉 = S(i)

y j

и корреляционную матрицу случайных величин X j ,Yj ,

которую представим в блочном виде

K =

(

KXX KXY

KYX KYY

)

, (12)

где

KXX = {KXiX j} = {〈NxiNx j〉},

KXY = {KXiYj } = {〈Nxi Ny j〉},

KYX = K
T
XY = {KYi X j} = {〈NyiNx j〉},

KYY = {KYiYj } = {〈NyiNy j〉},

KXi X j =

{

Q j + Pc j , i = j,

R(i)
cc j, i 6= j,

KYiYj =

{

Q j − Pc j , i = j,

R(i)
ss j, i 6= j,

KXiYj =

{

Ps j, i = j,

R(i)
sc j, i 6= j,

KYi X j =

{

Ps j, i = j,

R(i)
cs j, i 6= j .

Введем аналогично [7] в выражении (8) замену пере-

менных

U2 j−1 = −Ps jX j + (Q j + Pc j)Yj , U2 j = g jX j,

g2
j = Q2

j − P2
c j − P2

s j, j = 1, n, (13)

которая позволяет представить решающую статисти-

ку (8) в виде

L j =
U2
2 j−1 + U2

2 j

2g2
j(Q j + Pc j)

. (14)

Согласно (13), случайные величины U2 j−1,U2 j явля-

ются гауссовскими, поскольку представляют собой ли-

нейные преобразования гауссовских случайных величин

X j и Yj . Тогда их математические ожидания имеют вид

m(i)
2 j = 〈U2 j |Hi〉 = g j〈X j |Hi〉 = g jS

(i)
x j ,

а элементы корреляционной матрицы KU определяются

выражением

KU kq =
〈

(

Uk − 〈Uk〉
)(

Uq − 〈Uq〉
)

〉

, k, q = 1, 2n. (15)

С учетом найденных моментов совместная гаус-

совская плотность вероятности случайных величин

U1 . . .U2n определяется формулой

WU(u1, . . . , u2n|Hi) =
1

(2π)n
√

D

× exp

{

−1

2

2n
∑

k=1

2n
∑

q=1

dkq(uk − m(i)
k )(uq − m(i)

q )

}

. (16)

Здесь dkq — элементы матрицы D = K
−1
U , обратной

корреляционной матрице (15), D = detKU , k, q = 1, 2n.
Введем замену переменных: V2 j−1 = L j (14)

и V2 j = arctg(U2 j/U2 j−1), причем V2 j−1 ≥ 0,

V2 j ∈ [−π, π]. Обратный переход к U2 j−1,U2 j , имеет вид

U2 j−1 =
√

2g2
j(Q j +Pc j)V2 j−1 cosV2 j ≡92 j−1(V2 j−1,V2 j),

U2 j =
√

2g2
j(Q j + Pc j)V2 j−1 sinV2 j ≡ 92 j(V2 j−1,V2 j).

Используя правила замены переменных в плотностях

вероятностей [14], запишем выражение для совместной

плотности вероятности случайных величин V2 j−1,V2 j :

WV (ν1, . . . , ν2n|Hi) =

WU

(

91(ν1, ν2), 92(ν1, ν2), . . . , 92n−1(ν2n−1, ν2n)|Hi

)

|J|,
(17)
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где якобиан преобразования |J| = |∂Ui/∂V j |. Случайные
величины L j (12) совпадают со случайными величинами

V2 j−1, имеющими нечетный номер. Подставляя в вы-

ражение (17) 92 j−1(ν2 j−1, ν2 j), 92 j(ν2 j−1, ν2 j), находим
совместную плотность вероятности WV (ν1, . . . , ν2n|Hi),
интегрируя которую по переменным с четным номе-

ром ν2 j , получим условную плотность вероятности слу-

чайных величин (14):

WL(l1, . . . , ln|Hi) =

π
∫

−π

. . .

π
∫

−π

WV (l1, ν2, l2, ν4, l3, ν6, . . . , ln, ν2n|Hi)dν2 . . . dν2n.

(18)

Подставив плотность вероятности (18) в формулу (9),
находим среднюю вероятность ошибки различения в

общем виде

pe = 1− 1

n

×
n
∑

i=1

∞
∫

−∞

(

li
∫

−∞

. . .

li
∫

−∞

WL(l1, . . . , ln|Hi)dl1 . . . dln

)

dli .

(19)

Полученное выражение (19) позволяет аналитиче-

ски рассчитать точное значение средней вероятности

ошибки различения любого числа n сигналов, посту-

пающих на вход приемного устройства. Вычисления

по формуле (19) весьма громоздки, поскольку содер-

жат n-кратный интеграл. Конкретизируем далее полу-

ченные результаты для частного случая различения

двух СШП КРС.

4. Различение двух СШП КРС

В качестве примера рассмотрим различение двух

СШП КРС с прямоугольной модулирующей функцией

f j(t) = 1, j = 1, 2, n = 2. Положим, что различаемые

сигналы имеют одинаковую начальную фазу ϕ j = 0 и

могут отличаться частотой формирующего гармониче-

ского колебания ω j , амплитудой a j и длительностью τ j .

Тогда подлежат проверке всего две гипотезы H1, H2,

алгоритм различения (5) сводится к сравнению между

собой двух случайных величин L1, L2 (8):

L1

H1
>
<
H2

L2, (20)

а величины в выражении (8) в случае прямоугольной

модулирующей функции принимают вид

X j =
2

N0

τ j
∫

0

ξ(t) cosω jt dt, Yj =
2

N0

τ j
∫

0

ξ(t) sinω jt dt,

Q j = ρ2
j , Pc j = ρ2

j
sin(4πκ j)

4πκ j
, Ps j = ρ2

j
1− cos(4πκ j)

4πκ j
,

где ρ2
j = τ j/N0 — величины, характеризующие отноше-

ние сигнал/шум (ОСШ) на выходе приемника МП для

сигналов единичной амплитуды, а κ j = ω jτ j/2π — пара-

метры узкополосности различаемых сигналов, которые

равны количеству периодов колебаний гармонического

заполнения, укладывающихся на длительности СШП

КРС. Если κi → ∞, то СШП КРС приобретают свойства

узкополосных радиосигналов, а при κi = 0 СШП КРС

совпадают с видеоимпульсами, формы которых описыва-

ются функциями f j(t) = 1.

Введем в рассмотрение величину 1κ = κ2/κ1, харак-

теризующую отличие сигналов по параметру узкополос-

ности, которое может быть достигнуто как различием

длительностей, так и частот гармонического заполнения.

Обозначим κ =
√
κ1κ2 усредненный параметр узкополос-

ности и представим параметры узкополосности различа-

емых сигналов как κ1 = κ/
√
1κ , κ2 = κ

√
1κ . Таким обра-

зом, различаемые сигналы отличаются величинами κ1, κ2
в противоположные стороны относительно κ, и это отли-

чие тем больше, чем сильнее величина 1κ отличается от

единицы. Отметим, что при 1κ 6= 1 различаемые сигналы

могут иметь разную энергию

E j = a2
0 j

N0

2
(Q j + Pc j) =

a2
0 jτ j

2

(

1 +
sin 4πκ j

4πκ j

)

.

Обозначим 1 величину, характеризующую различие

энергий СШП КРС:

1=
E2

E1

=
a2
02τ2

a2
01τ1

(

1+
sin 4πκ

√
1κ

4πκ
√
1κ

)

/

(

1+
sin 4πκ/

√
1κ

4πκ/
√
1κ

)

.

Следует заметить, что ОСШ на выходе приемника

МП для СШП КРС с амплитудой a0 j , длительностью

τ j и параметром узкополосности κ j [7,10] оказывается

разным для различаемых сигналов

z 2
j =

2E j

N0

= z 2
r j

(

1 +
sin 4πκ j

4πκ j

)

, (21)

где

z 2
r j = 2a2

0 jτ j/N0, j = 1, 2

— ОСШ на выходе приемника МП для видеосигнала с

амплитудой a0 j и длительностью τ j [6,12].
Замена переменных (13) применительно к двум раз-

личаемым сигналам приобретает вид

U1 = −Ps1X1 + (Q1 + Pc1)Y1, U2 = g1X1,

U3 = −Ps2X2 + (Q2 + Pc2)Y2, U4 = g2X2,

g2
1 = Q2

1 − P2
c1 − P2

s1, g2
2 = Q2

2 − P2
c2 − P2

s2. (22)

Случайные величины (22) являются гауссовскими с

математическими ожиданиями

m(i)
{1,3} = 〈U{1,3}|Hi〉 = −Ps{1,3}S(i)

x{1,3}

+ (Q{1,3} + Pc{1,3})S
(i)
y{1,3},
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m(i)
{2,4} = 〈U{2,4}|Hi〉 = g{2,4}S(i)

x{2,4} (23)

и корреляционной матрицей, одинаковой при обеих

гипотезах

KU = ‖KU kq‖ =
〈

(

Uk − m(1)
k

)(

Uq − m(1)
q

)

〉

=
〈

(

Uk − m(2)
k

)(

Uq − m(2)
q

)

〉

, k, q = 1, 4, (24)

KU11 = KU22 = g2
1(Q1 + Pc1),

KU33 = KU44 = g2
2(Q2 + Pc2),

KU34 = KU43 = 0, KU12 = KU21 = 0,

KU24 = KU42 = g1g2 R(2)
cc1,

KU14 = KU41 = g2(Q1 + Pc1)R
(2)
sc1 − Ps1g2R

(2)
cc1,

KU23 = KU32 = g1(Q2 + Pc2)R
(1)
sc2 − Ps2g1R

(2)
cc1,

KU13 = KU31 = Ps1Ps2R
(2)
cc1 + (Q1 + Pc1)(Q2 + Pc2)R

(2)
ss1

− Ps1(Q2 + Pc2)R
(2)
cs1 − Ps2(Q1 + Pc1)R

(1)
cs2.

С учетом полученных статистических характери-

стик (23), (24) запишем плотность вероятности случай-

ной величины U j (16) в следующем виде:

WU(u1, u2, u3, u4|Hi) =
1

(2π)2
√

D

× exp

{

−1

2

4
∑

k=1

4
∑

q=1

dkq(uk−m(i)
k )(uq−m(i)

q )

}

, k, q=1, 4.

Введем замену переменных

V1 = L1 =
U2
1 + U2

2

2g2
1(Q1 + Pc1)

, V2 = arctg
U2

U1

,

V3 = L3 =
U2
3 + U2

4

2g2
2(Q2 + Pc2)

, V4 = arctg
U4

U3

. (25)

При этом обратный переход к U1 будет иметь вид

U1 =
√

2g2
1(Q1 + Pc1)V1 cosV2 ≡ 91(V1,V2),

U2 =
√

2g2
1(Q1 + Pc1)V1 sinV2 ≡ 92(V1,V2),

U3 =
√

2g2
2(Q2 + Pc2)V3 cosV4 ≡ 93(V3,V4),

U4 =
√

2g2
2(Q2 + Pc2)V3 sinV4 ≡ 94(V3,V4).

Используя правила замены переменных в плотностях

вероятностей [14], запишем выражение для совместной

плотности вероятности случайных величин V1, V2, V3,

V4 как

WV (ν1, ν2, ν3, ν4|Hi) =

= WU
(

91(ν1, ν2), 92(ν1, ν2), 93(ν3, ν4), 94(ν3, ν4)
)

|J|,

1 2 3 4 5

p
e
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∆  = 1.1
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κ

∆  = 2.0
κ

Рис. 1. Зависимость средней вероятности ошибки различения

от ОСШ при отличающихся параметрах узкополосности.

где якобиан преобразования

|J| = |∂Ui/∂V j | = g2
1g

2
2(Q1 + Pc1)(Q2 + Pc2).

Случайные величины L1, L2 (25) совпадают с V1 и V3

соответственно. Следовательно, для совместной плотно-

сти вероятности случайных величин L1, L3 (18) можем

записать

WL(l1, l2|Hi) =

π
∫

−π

π
∫

−π

WV (l1, ν2, l2, ν4|Hi)dν2dν4. (26)

Подставив функцию (26) в формулу (19), находим

среднюю вероятность ошибки различения в виде

pe = 1− 1

2

∞
∫

−∞

(

l1
∫

−∞

WL(l1, l2|H1)dl2

)

dl1

− 1

2

∞
∫

−∞

(

l2
∫

−∞

WL(l1, l2|H2)dl1

)

dl2. (27)

Рассмотрим в качестве примера наиболее сложный

случай, когда различаемые сигналы имеют одинако-

вую энергию E1 = E2. Следовательно, 1 = 1, а также

ОСШ (21) одинаково для обоих сигналов z 1 = z 2 = z .
На рис. 1 приведены зависимости средней вероятности

ошибки различения pe (27) от ОСШ z для сигналов

одинаковой длительности 1τ = τ1/τ2 = 1 с разными па-

раметрами узкополосности κ1, κ2 при κ =
√
κ1κ2 = 4.

Сплошная кривая соответствует 1κ = 1.1, штриховая —

1κ = 1.3, штрихпунктирная — 1κ = 2.

Из рис. 1 видно, что незначительное отличие в

параметре узкополосности у различаемых сигналов
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τ

κ >> 1, ∆  = 1.50
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Рис. 2. Зависимость средней вероятности ошибки различения

от ОСШ при разных длительностях для СШП КРС и узкопо-

лосного радиосигнала.

(1κ = 1.1 и 1κ = 1.3) приводит к резкому снижению

средней вероятности ошибки (при z = 7 более чем

в 103 раз). При 1κ > 2 дальнейшее увеличение 1κ не

приводит к значительному росту эффективности разли-

чения при том, что другими параметрами сигналы не от-

личаются. Фактически изменение параметров узкополос-

ности при равной длительности говорит о том, что два

сигнала отличаются несущей частотой, а параметр 1κ

характеризует разнос несущих частот. С ростом ОСШ

средняя вероятность ошибки уменьшается, а при 1κ = 1

принимает значение pe = 0.5, что говорит о корректной

работе алгоритма.

На рис. 2 приведены зависимости средней вероятности

ошибки различения pe (27) от ОСШ z при условии того,

что различаемые сигналы отличаются длительностями и

частотами, но с одинаковым параметром узкополосности

1κ = 1. Черные кривые соответствуют случаю различе-

ния СШП КРС с κ = 4, серые — различению узкополос-

ных радиосигналов при κ ≫ 1 (κ = 100). Сплошные кри-

вые построены для 1τ = 1.1, штриховые — 1τ = 1.25,

штрихпунктирные — 1τ = 1.5.

При равных параметрах узкополосности и отличаю-

щихся длительностях и частотах зависимости на рис. 2

имеют характер, схожий с показанными на рис. 1.

Значительное улучшение эффективности различения на-

блюдается уже при небольших отличиях в длительности

сигналов. При высокой степени корреляции различа-

емых сигналов, когда информативные параметры сиг-

налов практически не отличаются, различитель СШП

КРС имеет гораздо более высокую среднюю вероятность

ошибки, отличающуюся до 105 раз при ОСШ z = 7.

Отличие различаемых сигналов длительностью фактиче-

ски говорит о различной ширине полосы этих сигналов,

а одновременное наличие расстройки по длительности

и одинаковых значений параметров узкополосности го-

ворит о том, что различаемые сигналы могут иметь

различные несущие частоты.

Заметим, что значение κ ≫ 1 соответствует узко-

полосным сигналам, т. е. выражения (19), (27) так-

же позволяют рассчитать характеристики различения

узкополосных сигналов и сравнить их с СШП КРС.

Полученные результаты для узкополосных сигналов, в

частности, согласуются с результатами, полученными

в [10]. Из представленных на рис. 2 зависимостей видно,

что эффективность различения узкополосных радиосиг-

налов практически не зависит от значений отличающих-

ся параметров сигналов. В свою очередь, для СШП

КРС параметр узкополосности оказывает существенное

влияние на характеристики обработки [6–9], и, как

следствие, изменение параметров сигнала, связанных с

параметром узкополосности, приводит к существенно-

му влиянию на эффективность различения. Отличие в

параметрах различаемых сигналов позволяет достичь

эффективности различения СШП КРС, схожей с раз-

личением узкополосных сигналов. Например, уже при

1τ = 1.5 средняя вероятность ошибки различения СШП

КРС и узкополосного радиосигнала соответствующими

приемниками практически не отличаются.

Также дополнительно было установлено, что отличие

в параметре узкополосности различаемых СШП КРС

приводит к изменению средней вероятности ошибки по

гармоническому закону, что обеспечивает возможность

поиска локальных минимумов при известных парамет-

рах полезного и мешающего сигналов и позволяет в зна-

чительной степени повысить эффективность различения

сигналов. С ростом ОСШ степень влияния параметра

узкополосности на эффективность различения сигналов

значительно снижается, а при описанных в примере

параметрах сигналов практически прекращает оказывать

воздействие на эффективность различения при κ ≥ 8.

5. Статистическое моделирование
алгоритма различения
двух СШП КРС

Проверку работоспособности алгоритма различе-

ния (20) выполним методом статистического модели-

рования на ЭВМ. Поскольку сформировать реализа-

цию гауссовского белого шума в наблюдаемой реали-

зации (1) не представляется возможным, воспользуемся

методом моделирования сигналов на выходе приемно-

го устройства. В процессе моделирования многократно

формировались случайные величины L1, L2 для обеих

гипотез H1, H2, так как их статистические характе-

ристики полностью известны. Если при справедливо-

сти гипотезы H1 выполнялось неравенство L1 > L2,

а при справедливости гипотезы H2 неравенство L1 < L2,

то фиксировалось событие правильного различения.
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В качестве вероятности правильного принятия решения

использовалась относительная частота верных решений.

Для формирования случайных величин L1, L2, соглас-

но (8), требуется сгенерировать гауссовские случайные

величины (10). Введем нормированные величины

X̃ j = X j/ρ j = S̃(i)
x j + Ñx j , Ỹj = Yj/ρ j = S̃(i)

y j + Ñy j, (28)

где

S̃(i)
x j = a0i

(

R(i)
cc j cosϕ0i + R(i)

cs j sinϕ0i
)

/ρ j ,

S̃(i)
y j = a0i

(

R(i)
sc j cosϕ0i + R(i)

ss j sinϕ0i
)

/ρ j

— математические ожидания,

Ñx j = Nx j/ρ j, Ñy j = Ny j/ρ j

— случайные составляющие, обладающие корреляцион-

ной матрицей

K̃ =













Q̃1 + P̃c1 R̃(2)
cc1 P̃s1 R̃(2)

cs1

R̃(2)
cc1 Q̃2 + P̃c2 R̃(2)

sc1 P̃s2

P̃s1 R̃(2)
sc1 Q̃1 − P̃c1 R̃(2)

ss1

R̃(2)
cs1 P̃s2 R̃(2)

ss1 Q̃2 − P̃c2













.

(29)
Здесь

Q̃ j = Q j/ρ
2
j , P̃c j = Pc j/ρ

2
j , P̃s j = Ps j/ρ

2
j ,

R̃(i)
cc j = R(i)

cc j/ρiρ j , R̃(i)
ss j = R(i)

ss j/ρiρ j ,

R̃(i)
cs j = R(i)

cs j/ρiρ j , R̃(i)
sc j = R(i)

sc j/ρiρ j .

Воспользуемся методом линейных преобразова-

ний [16], согласно которому вектор статистически

связанных центрированных гауссовских величин

Ñx1, Ñx2, Ñy1, Ñy2 можно получить как линейное

преобразование вектора статистически независимых

гауссовских величин B1, B2, B3, B4 c нулевыми

математическими ожиданиями и единичной дисперсией.

Выберем матрицу преобразования нижнетреугольной











Ñx1

Ñx2

Ñy1

Ñy2











=











b11 0 0 0

b21 b22 0 0

b31 b32 b33 0

b41 b42 b43 b44





















B1

B2

B3

B4











. (30)

Вычисляя корреляционные моменты случайных вели-

чин (28) и приравнивая их соответствующим элементам

корреляционной матрицы (29), находим bi j . Так, напри-

мер, дисперсия случайной величины Ñx1 = b11B1 равна

〈Ñ2
x1〉 = b2

11〈B2
1〉 = b2

11 = (Q̃1 + P̃c1),

следовательно b11 =
√

Q̃1 + P̃c1.

Для случайной величины Ñx2 = b21B1 + b22B2 нахо-

дим корреляционный момент

〈Ñx1Ñx2〉 = 〈b11B1(b21B1 + b22B2)〉 = b11b21〈B2
1〉

+ b11b22〈B1B2〉 = b11b21 = R̃(2)
cc1

и дисперсию

〈Ñ2
x2〉 = 〈(b21B1 + b22B2)

2〉 = b2
21〈B2

1〉 + b2
22〈B2

2〉

+ 2b21b22〈B1B2〉 = b2
21 + b2

22 = Q̃2 + P̃c2.

Тогда

b21 = R̃(22)
cc1 /b11, b22 =

√

Q̃2 + P̃c2 − b2
21.

Аналогично выражая остальные корреляционные момен-

ты, получаем рекуррентные соотношения для элементов

матрицы bi j :

b31 = P̃s1/b11, b32 =
(

R̃(2)
sc1 − b21b31

)

/b22,

b33 =
√

Q̃1 − P̃c1 − b2
31 − b2

32,

b43 =
(

R̃(2)
ss1 − b41b31 − b42b32

)

/b33,

b44 =

√

Q̃2 + P̃c2 − b2
41 − b2

42 − b2
43.

Подставляя полученные выражения для bi j в (30),
затем в (28) и (8), запишем для случайных величин L j

при условии справедливости гипотезы с номером i :

L(i)
j =

(

1/2(Q̃2
j −P̃2

c j−P̃2
s j)
)

[

z 2
r i

(

(R̃(i)
cc j cosϕ0i +R̃(i)

cs j sinϕ0i)

+ Ñx j/z r i

)2
(Q̃ j − P̃c j) + z 2

r i

(

(R̃(i)
sc j cosϕ0i +R̃(i)

ss j sinϕ0i)

+ Ñy j/z r i
)2

(Q̃ j + P̃c j) − 2z 2
r i

(

(R̃(i)
cc j cosϕ0i +R̃(i)

cs j sinϕ0i)

+ Ñx j/z r i
)(

(R̃(i)
sc j cosϕ0i +R̃(i)

ss j sinϕ0i) + Ñy j/z r i
)

P̃s j

]

.

(31)

В ходе моделирования для каждого значения

z = z 1 = z 2, согласно (21), вычислялись z r1, z r2, и мно-

гократно формировались случайные величины (31). Ес-
ли при i = 1 было справедливо неравенство L1 > L2,

а при i = 2 — неравенство L1 ≤ L2, то фиксировалось

событие правильного различения. По результатам 106

испытаний вычислялась относительная частота принятия

правильного решения.

На рис. 1 и 2 закрашенными маркерами (для СШП

КРС) и выколотыми (для узкополосных радиосигналов)
показаны результаты моделирования. Результаты ана-

лиза алгоритма различения, полученные аналитически,

с высокой степенью совпадают с результатами стати-

стического моделирования. Высокая степень соответ-

ствия математического и статистического моделирова-

ния обусловлена тем, что выражение (27) является точ-

ным, и незначительное расхождение кривых и маркеров

на рис. 1 и 2 объясняется погрешностью численного

интегрирования при аналитических расчетах и особенно-

стями многократного формирования случайных величин

при статистическом моделировании.
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Заключение

В работе синтезирован максимально правдоподобный

алгоритм различения СШП КРС произвольной формы

с неизвестными начальными фазами и амплитудами,

наблюдаемых на фоне белого гауссовского шума. В ре-

зультате анализа синтезированного алгоритма различе-

ния получено точное аналитическое выражение в общем

виде для средней вероятности ошибки различения n
СШП КРС, а также выражение в замкнутом виде для

случая различения двух сигналов. Исследовано влияние

расстройки по параметру узкополосности и длительно-

сти на эффективность функционирования алгоритма раз-

личения. Установлено, что незначительное отличие пара-

метра узкополосности сигналов (от 1 до 2) существенно

влияет на изменение средней вероятности ошибки раз-

личения, а дальнейшее увеличение расстройки (более 2)
уже практически не сказывается на характеристиках

различения.

Дополнительно было выполнено сравнение эффек-

тивности синтезированного различителя и устройства

различения узкополосных радиосигналов. В случае, ко-

гда информативные параметры сигналов практически не

отличаются (расстройка составляет 10−20%), различи-
тель СШП КРС имеет гораздо более высокую среднюю

вероятность ошибки. При этом незначительное отличие

в параметрах различаемых сигналов (более 30%) поз-

воляет различителю СШП КРС достичь эффективности,

схожей с узкополосным.

Кроме того, более простые различители узкополос-

ных радиосигналов, на вход которых могут поступить

широкополосные и СШП сигналы, при их обработке

будут являться квазиоптимальными, и, как показано

на примере решения задачи обнаружения [7], будут

иметь низкую эффективность, ухудшение которой прямо

пропорционально увеличению ширины полосы сигналов.

Следовательно, при отсутствии априорных сведений о

ширине полосы принимаемых (различаемых) сигналов

целесообразно использовать различители СШП сигна-

лов, которые позволят путем изменения параметра уз-

кополосности настроить различитель на нужную ширину

полосы сигнала без снижения эффективности обработки

сигналов.

Аппаратурная или программная реализация оптималь-

ного алгоритма различения СШП КРС в зависимости

от количества различаемых сигналов может оказаться

довольно сложной по сравнению с известными алго-

ритмами различения узкополосных радиосигналов из-за

невыполнения условия узкополосности. Однако получен-

ные в работе результаты могут быть использованы при

проектировании новых и модернизации существующих

СШП средств связи, радиолокации и навигации, функци-

онирующих в условиях сложной помеховой обстановки,

высокой плотности абонентов или многолучевого рас-

пространения сигналов. В случае обработки СШП сиг-

налов в условиях гарантированного отсутствия сигнало-

подобных помех целесообразно использовать более про-

стые и быстродейственные обнаружители сигналов [7].
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