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Обсуждаются проблемы изучения решеточных свойств нанокристалла при различных давлениях и темпе-

ратурах. Проанализированы изменения уравнения состояния и барических зависимостей различных свойств

золота при переходе от макро- к нанокристаллу кубической или стержневидной формы из 306 атомов.

Были рассмотрены следующие свойства: температура Дебая, первый и второй параметры Грюнайзена,

модуль упругости, коэффициент теплового расширения, изохорная и изобарная теплоемкость, удельная

свободная поверхностная энергия и ее производная по температуре, температура плавления. Также были

рассмотрены производные указанных функций по давлению. Представленные зависимости сравниваются

с результатами других авторов и обсуждаются проблемы расчета данных свойств различными методами.

Показано, что при изоморфно-изотермо-изобарическом уменьшении размера нанокристалла значения одних
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зависимость при изменении P−T -условий. Показано, что при отклонении формы нанокристалла от

энергетически оптимальной формы размерные изменения барических зависимостей усиливаются.
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1. Введение

В последние годы было экспериментально показа-

но, что размерные эффекты оказывают существенное

влияние на барические зависимости различных свойств

нанокристаллов [1–3]. Между тем изменения барических

зависимостей при уменьшении размера нанокристалла

теоретически изучены сравнительно мало, как аналити-

чески, так и с помощью компьютерного моделирования.

Это связано с тем, что в различных методах расчета

свойств нанокристалла из N атомов входит удельная

(на единицу площади) поверхностная свободная энергия:
σ , чью размерную зависимость при различных давлени-

ях очень трудно определить.

Экспериментальное определение величины σ для мак-

рокристалла очень трудоемкая процедура, реализуемая

только при атмосферном давлении и при высоких темпе-

ратурах [4–6]. При этом точность измерения величины σ

даже при высоких температурах очень приближенная.

Что касается нанокристаллов, то, ввиду сложности экс-

периментального измерения поверхностных свойств, на

сегодняшний день в литературе отсутствует экспери-

ментальная зависимость функции σ от размера нано-

кристалла. Поэтому, несмотря на обилие работ, посвя-

щенных методам расчета функции σ (N), до сих пор нет

четкого и однозначного ответа на вопрос: уменьшается

или возрастает функция σ (N) при изоморфном (т. е. при
неизменной форме) уменьшении числа атомов в нано-

кристалле при постоянном давлении P и температуре T .
В современной литературе (см., например, [7–10]) име-
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ются теоретические статьи, в которых доказывается как

убывание (это в основном аналитические работы), так и

возрастание (это получено при использовании компью-

терного моделирования) функции σ (N) при изоморфно-

изотермическом уменьшении размера наночастицы.

Таким образом, на сегодняшний день зависимость

функции σ от температуры, удельного (на атом) объема

(v = V/N), размера (или числа атомов) и формы поверх-

ности нанокристалла оказалось очень трудно описать

как аналитически, так и с помощью компьютерного мо-

делирования. Однако без зависимости σ (T, v, N) полу-

чить уравнение состояния нанокристалла, т. е. функцию

P(T, v, N), невозможно. Именно поэтому теоретически

изучить изменение барических зависимостей свойств на-

нокристалла при изоморфном уменьшении его размера

вдоль различных изотерм было очень проблематично.

В наших работах был предложен аналитический метод

(т. е. без компьютерного моделирования), позволяющий

на основе парного потенциала межатомного взаимодей-

ствия рассчитать, как функцию σ (T, v, N), так и урав-

нение состояния нанокристалла P(T, v, N). В данной

работе сделан обзор результатов, полученных в рамках

нашего метода и указаны результаты, полученные други-

ми методами. При этом, если в работах других авторов

был разработан тот, либо другой метод для расчета

размерных зависимостей конкретных свойств только при

P = 0, то здесь показано как в рамках одного метода

рассчитать размерные изменения барических зависимо-

стей всех решеточных свойств вдоль различных изотерм.

Кроме этого в рамках этого же единого метода расчета

впервые были изучены производные этих зависимостей

по давлению, как при изоморфном изменении размера,

так и при изомерном (т. е. при постоянном N) изменении
формы нанокристалла.

2. Метод расчета свойств макро-
и нанокристалла

Для расчета решеточных свойств нанокристалла необ-

ходимо определить, как потенциал взаимодействия пары

его атомов, так и метод расчета, который основан

на этом потенциале. Такой метод был подробно описан

нами в работах [10,11]. Здесь мы приведем основные

формулы для расчета свойств нанокристалла.

Представим парное межатомное взаимодействие в

виде потенциала Ми−Леннард-Джонса, который имеет

следующий вид:

φ(r) =
D

(b − a)

[

a
(ro

r

)b
− b

(ro
r

)a
]

, (1)

где D и ro — глубина и координата минимума потенциа-

ла, b > a > 1 — численные параметры, r — расстояние

между центрами атомов.

Тогда, используя приближение
”
взаимодействия толь-

ко ближайших соседей“, температуру Дебая, как функ-

цию первого координационного числа и плотности нано-

кристалла, можно определить из выражения [12]:

2(kn, R) = Aw(kn, R)ξ

[

−1 +
(

1 +
8D

kBAw(kn, R)ξ2

)1/2
]

.

(2)
Здесь kB — постоянная Больцмана, kn — первое

координационное число, которое в нанокристалле за-

висит как от его размера, так и от формы его по-

верхности [13,14], R = ro/c — относительная линейная

плотность, c = (6k pv/π)1/3 — расстояние между цен-

трами ближайших атомов, k p — коэффициент упаковки

структуры нанокристалла. Функция Aw возникает из-за

учета энергии
”
нулевых колебаний“ атомов в кристалле:

Aw(kn, R) = KR
5knab(b + 1)

144(b − a)
Rb+2,

KR =
~
2

kBr2om
, ξ =

9

kn(∞)
, (3)

где m — масса атома, ~ — постоянная Планка, kn(∞) —
первое координационное число в макрокристалле.

Допустим, что рассматриваемый нанокристалл нахо-

дится в вакууме и ограничен геометрической поверхно-

стью Гиббса. Также для расчета энергии взаимодействия

атомов мы используем приближение
”
взаимодействия

только ближайших соседей“. Тогда зависимость энергии

нанокристалла от размера и формы будет определяться

зависимостью от размера и формы среднего (по нано-

кристаллу) значения первого координационного числа

kn. В рамках принятых допущений, используя для коле-

бательного спектра нанокристалла модель Эйнштейна,

удельную (на атом) свободную энергию Гельмгольца на-

нокристалла можно определить выражением [11,13,14]:

f H(kn, R, T ) =
(kn

2

)

D ·U(R) + 3kB2E(kn, R)

×

{

1

2
+

(

T
2E(kn, R)

)

ln

[

1− exp

(

−
2E(kn, R)

T

)]}

.

(4)
Здесь 2E — температура Эйнштейна, которая связана

с температурой Дебая соотношением [15]: 2 = (4/3)2E,

функция потенциальной энергии, в соответствии с (1),
равна:

U(R) =
aRb − bRa

b − a
.

Предположим, что зависимость функции kn от разме-

ра и формы нанокристалла с поверхностью Гиббса не

зависит от плотности и температуры, а определяется

только числом атомов в нанокристалле, параметром

его формы и постоянными kn(∞) и k p. Тогда из (4)
для уравнения состояния и изотермического модуля

упругости (BT ) можно получить выражения [11,14]:

P =−
(∂ f H

∂v

)

T
=

[

kn

6
D ·U ′(R)+3kB2E · γ · Ew

(2E

T

)

]

1

v
,

(5)
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BT = −v
(∂P
∂v

)

T
= P +

[

kn

18
D ·U ′′(R) + 3kB2E

× γ(γ − q) · Ew

(2E

T

)

− 3kB · γ2 · T · FE

(2E

T

)

]

1

v
,

(6)
Здесь введены следующие функции:

Ew(y) = 0.5 +
1

[exp(y) − 1]
,

FE(y) =
∂Ew(y)

∂(1/y)
=

y2 exp(y)

[exp(y) − 1]2
,

U ′(R) = R

[

∂U(R)

∂R

]

=
ab(Rb − Ra)

b − a
,

U ′′(R) = R

[

∂U ′(R)

∂R

]

=
ab(bRb − aRa)

b − a
. (7)

Из формулы (2) легко найти выражения для перво-

го (γ) и второго (q) параметров Грюнайзена:

γ = −

(

∂ ln2

∂ ln v

)

T

=
b + 2

6(1 + Xw)
,

q =

(

∂ ln γ

∂ ln v

)

T

= γ
Xw(1 + 2Xw)

(1 + Xw)
, (8)

где введена функция: Xw = Awξ/2, которая определяет

роль квантовых эффектов в энергетике кристалла.

Так как функция 2 в формуле (2) не зависит от

температуры при изохорическом нагреве кристалла, то

изохорную и изобарную теплоемкости можно опреде-

лить в следующем виде [15]:

Cv = 3N · kB · FE

(

2E/T
)

,

C p = Cv(1 + γαpT ). (9)

Изобарный коэффициент теплового объемного расши-

рения можно рассчитать по уравнению Грюнайзена [15]:

αp =
γ ·Cv

V · BT
=

γ ·Cv

N · BT [πr3o/(6k p)]

(vo

v

)

, vo =
πr3o
6k p

.

(10)
Полученные выражения (2)−(10) позволяют рас-

считать зависимость, как уравнения состояния, так

и указанных свойств от нормированного объема:

v/vo = (c/ro)3 = R−3, температуры и N− f -аргументов
для однокомпонентного нанокристалла с заданной струк-

турой (т. е. при данных значениях kn(∞) и k p). При этом

необходимо знать как параметры межатомного потенци-

ала (1), так и kn(N, f ) — функциональную зависимость

первого координационного числа от размера и формы

нанокристалла.

Для определения зависимости функции kn от размера

(т. е. числа атомов N) и формы нанокристалла нами

была разработана RP-модель [13,14], суть которой в

следующем. Предположим, что нанокристалл со свобод-

ной поверхностью Гиббса имеет вид прямоугольного

параллелепипеда (Rectangular Parallelepiped) с квадрат-

ным основанием, ограненный гранями типа (100). Ве-
личина f = Nps/Npo — это параметр формы, который

определяется отношением числа атомов на боковом

ребре Nps к числу атомов на ребре основания Npo .

Для стержневидной формы f > 1, для куба f = 1, для

нанокристалла пластинчатой формы f < 1. Число ато-

мов в нанокристалле, равное: N = f N3
po/α, изменяется в

пределах: 23/α ≤ N ≤ ∞, где α = π/(6k p) — параметр

структуры.

Заметим, что форма прямоугольного параллелепипе-

да с квадратным основанием является вынужденным

упрощением. Реальные нанокристаллы имеют огран-

ку, соответствующую их кристаллической структуре и

P−T -условия. Однако, использование RP-модели поз-

воляет изохорно-изомерным путем варьировать форму

нанокристалла. Именно таким путем было получено

корректное определение как функции σ (T, v, N), так и

всех других свойств нанокристалла [10,11,13,14,16].
В рамках RP-модели зависимость нормированного

среднего (по нанокристаллу) значения первого коорди-

национного числа от N− f -аргументов имеет следующий

вид [13,14]:

k∗

n =
kn(N, f )

kn(∞)
= 1− Zs ( f )

(α2

N

)1/3

, (11)

где введена функция формы:

Zs ( f ) =
1 + 2 f
3 f 2/3

. (12)

Функция (12) достигает минимума, равного единице

при f = 1, т. е. для формы куба. Для пластинчатых

( f < 1) или стержневидных ( f > 1) форм значение

Zs( f ) больше единицы. Поэтому функция kn( f )∗ из (11)
при любом N имеет максимум при f = 1, т. е. для наи-

более энергетически оптимальной — кубической формы

прямоугольного параллелепипеда. Объем и площадь

поверхности для RP-модели равны [13,14]:

V = N3
po f c3 = Nαc3, 6 = 6c2αs (Nα)2/3Zs ( f ),

где αs — коэффициент, учитывающий плотность упа-

ковки атомов на грани (т. е. в поверхностном слое)
нанокристалла: αs

∼= α2/3 . Легко видеть, что объем на-

нокристалла V не зависит от формы системы, т. е. от

величины f .
В рамках RP-модели для функции σ (N, f ) — удельной

(на единицу площади) свободной поверхностной энер-

гии грани (100) нанокристалла, изохорной и изобарной

производных функции σ (N, f ) по температуре и для по-

верхностного давления (Ps f ) были получены следующие

выражения [10,11,13,14,16]:

σ (N, f ) = −
kn(∞)DR2

12αs r2o
LE(N, f ), (13)
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σ ′(T )v =
(∂σ

∂T

)

c,N, f
= −

3kBR2γ(N, f )

2αs(b + 2)r2okn(N, f )∗
FE

(2E

T

)

,

(14)

σ ′(T )P =
(∂σ

∂T

)

P,N, f
= σ ′(T )v + v · αp

(∂σ

∂v

)

T,N, f

= σ ′(T )v −
2

3
σ · αp · 1p, (15)

Ps f =

[

∂(σ6/N)

∂v

]

T,N

= PLs(1− 1p). (16)

Здесь давление Лапласа (PLs) и введенные функции

имеют следующий вид:

PLs =
26

3V
σ =

4αs Zs( f )

(αN)1/3c
σ = 4αs

(1− k∗

n)

αc
σ, (17)

LE(N, f ) = U(R) + 3Hw(N, T ), (18)

1p = −
1

2

[

∂ ln(σ )

∂ ln(c)

]

T,N,k p, f

= 1 +
1

2LE(N, f )

×

{

U ′(R) − 9

[

q − γ · ty

(2E

T

)

]

Hw(N, T )

}

, (19)

Hw(N, T ) =
6γ(N, f )

(b + 2)

[

kB2E(N, f )

Dkn(N, f )

]

Ew

(2E

T

)

,

ty (y) = 1−
2y exp(y)

[exp(2y) − 1]
. (20)

В
”
термодинамическом пределе“ (т. е. когда N → ∞

и V → ∞ при v = V/N = const) из (11) получим

k∗

n(N → ∞) → 1. Тогда функции PLs из (17) и Ps f

из (16) исчезают, а выражения (13)−(15) преобразу-

ются в формулы для макрокристалла. При T → 0 K

функции из (14) и (15) стремятся к нулю при любых

значениях N или v , что согласуется с третьим началом

термодинамики.

Отметим, что поверхностное давление также можно

найти и с помощью формулы (5), как разницу между дав-

лениями, рассчитанными для макро- и нано-кристалла

по формуле:

Ps f = P(T, v, N = ∞) − P(T, v, N, f ). (21)

Таким образом, полученные в рамках RP-модели фор-

мулы из (1)−(20) позволяют рассчитать зависимость

всех решеточных и поверхностных свойств от размера

и формы нанокристалла при любых (соответствующих

твердой фазе) P−T -условиях. Именно данным методом

нами были изучены изменения как уравнения состоя-

ния, так и барических зависимостей различных свойств

при переходе от макро- к нанокристаллу со свободной

поверхностью Гиббса [10,11,13,14,16]. В данном обзоре

мы представим результаты, полученные для золота и

сопоставим их с современным состоянием расчетов

других авторов.

3. Результаты расчетов свойств
нанокристалла золота

Для расчетов было выбрано золото (Au,
m(Au)= 196.967 a.m.u.), т. к. для макрокристалла

золота имеются надежные экспериментальные данные,

по которым была протестирована методика расчета.

Золото широко используется в нанотехнологиях и

наномедицине из-за его низкой окисляемости и хорошей

биосовместимости. Золото имеет гранецентрированную

кубическую (ГЦК) структуру (kn(∞) = 12, k p = 0.7405,

α = π/(6k p) = 0.70709) и не испытывает полиморфных

фазовых переходов вплоть до 220GPa [17]. Именно

поэтому уравнение состояния и барические зависимости

свойств макрокристалла ГЦК-Au хорошо изучены и

золото используют в качестве эталона давления [18].

Для ГЦК-Au параметры парного межатомного потен-

циала (1) были нами определены самосогласованным

методом в работе [16], и они имеют следующие значе-

ния:

ro = 2.87 · 10−10 m, D/kB = 7446.04K,

b = 15.75, a = 2.79. (22)

Уравнение состояния и свойства макрокристал-

ла ГЦК-Au с параметрами межатомного потенциа-

ла (22) были нами рассчитаны используя выраже-

ния (1)−(10) в работе [19]. Так как при P = 0 макро-

кристалл ГЦК-Au имеет температуру плавления равную:

Tm(P = 0, N = ∞) = 1337K [20], поэтому в работе [19]
барические и температурные зависимости различных

свойств ГЦК-Au были рассчитаны в интервале тем-

ператур: T = 10−1337K, и давлений: P = 0−110GPa.

Полученные в работе [19] барические зависимости для

макрокристалла ГЦК-Au показали хорошее согласие с

экспериментальными и теоретическими результатами

других авторов. Поэтому в данной работе мы исполь-

зовали параметры потенциала из (22).

Мы изучили изменение барических зависимостей

при переходе от макрокристалла к нанокристаллу из

N = 306 атомов. Значение N = 306 выбрано по сле-

дующим причинам. С одной стороны, нам хотелось

максимально заметнее показать различие в барических

зависимостях для макро- и нано-размера при различных

P−T -условиях. Однако, с другой стороны, как было

показано экспериментально в работах [21–24], а также

путем компьютерного моделирования в статьях [25–27],
и аналитическим методом в [28–31], при уменьшении

размера наночастицы (нанокристалла или нанокапли) со
свободной поверхностью параметры фазового перехо-

да кристалл−жидкость (ФП К−Ж) в ней изменяются.

Причем при некотором значении числа атомов (N0)
исчезают удельная (на атом) скрытая теплота ФП

К−Ж: 1h(N0) = 0, и скачок удельного объема ФП К−Ж

1v(N0) = 0. Таким образом, при N ≤ N0 различие фаз

исчезает и ФП К−Ж здесь уже невозможен, так как для

такого кластера термодинамическое понятие твердой
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или жидкой фазы уже не применимо. При P = 0 теоре-

тическим путем были получены следующие оценки: для

металлов N0 = 300 [25], 86 [26] и 50−300 [29]; для крем-

ния: N0 = 23−400 [30]. Для ГЦК-аргона аналитическим

методом c использованием RP-модели в работе [31] было
показано, что S-петля ФП К−Ж на изотерме уравнения

состояния исчезает при следующих размерах кластера:

N0(T = 150K) = 485 (т. е. Npo = 7)

и N0(T = 60K) = 38 (т. е. Npo = 3).

Кроме этого, значение N = 306 было выбрано нами

для изучения влияния формы нанокристалла как на

уравнение состояния, так и на барические зависимости

решеточных свойств. Основные расчеты были сдела-

ны для нанокристалла из N = f N3
po/α = 306 атомов

с энергетически оптимальной формой прямоугольного

параллелепипеда, т. е. с формой куба:

f = 1, Npo = 6, k∗

n = 0.882152, kn = 10.5858.

Однако часть расчетов была сделана для нанокристал-

ла из тех же N = f N3
po/α = 306 атомов, но в форме

стержня, т. е. при следующих значениях параметров:

f = 8, Npo = 3, Nps = Npo f = 24,

k∗

n = 0.833048, kn = 9.99658.

Это позволило нам изучить изменение свойств при

изотермо-изобарном изменении формы нанокристалла.

3.1. Уравнение состояния

В современной литературе представлено множество

теоретических методов для расчета размерных зависи-

мостей различных свойств нанокристалла при опреде-

ленной температуре. Однако ни в одной работе при

изучении размерной зависимости свойств не было изу-

чено уравнение состояния нанокристалла, т. е. P(v, T ).
При этом в этих работах (как с аналитическими, так

и с компьютерными расчетами) по умолчанию предпо-

лагалось, что при уменьшении размера нанокристалла

в расчетах выполняется P = 0. Но доказательств этого

равенства в этих работах не содержалось. Это привело

к некорректным результатам, на которые нами было

указано в работах [10,32].
На рис. 1, a показано поведение термического урав-

нения состояния ГЦК-Au, т. е. представлены изотерми-

ческие зависимости давления (P, в GPa) от норми-

рованного объема (v/vo = (c/ro)3 = R−3) вдоль трех

изотерм (снизу-вверх для a, b, d и сверху-вниз для c):
100, 300, 1337K. На рис. 1, b показана барическая

зависимость для изохорной производной (∂P/∂T )v
(в 10−3 GPa/K), которая была рассчитана по форму-

ле [15]: (∂P/∂T )v = αp · BT . Сплошными толстыми кри-

выми показаны результаты для макрокристалла, т. е.

для N = ∞. Пунктирными линиями показаны резуль-

таты для нанокристалла кубической формы ( f = 1) из

306 атомов. На рис. 1, a и b тонкой сплошной линией

показана изотерма 1337K для стержневидного ( f = 8)
нанокристала из 306 атомов. Звездочкой на рис. 1, b

показан результат расчета величины αp · BT для мак-

рокристалла ГЦК-Au при P = 0 и T = 300K из рабо-

ты [33]. Сопоставление наших расчетных зависимостей

P(V ) и αp · BT (P, T ) с экспериментальными данными для

макрокристалла ГЦК-Au было проведено в статье [19].
Из рис. 1, a видно, что при определенном значении

относительного объема (v/vo)0 изотермические зави-

симости P(v/vo) для макро- и нанокристалла пере-

секаются. Таким образом, в точке: (v/vo)0, P0, по-

верхностное давление становится равным нулю, т. е.:

Ps f (v/vo)0 = P(Macro) − P(Nano) = 0. Поэтому в этой

точке, согласно (19), выполняется: 1p(NP0) = 1. Это

подробно показано на рис. 1, c и d. При P > P0 по-

верхностное давление сжимает нанокристалл (Ps f > 0),
а при P < P0 поверхностное давление нанокристалл

растягивает: Ps f < 0. Расчеты показали, что величи-

на P0 увеличивается как при изоморфно-изомерном

( f , N — const) росте температуры, так и при изоморфно-

изотермическом ( f , T — const) уменьшении N.

Как видно из рис. 1, b при низких температу-

рах T < 100K функция (∂P/∂T )v возрастает как при

изоморфно-изобарном уменьшении числа атомов N, так

и при изомерно-изобарном отклонении формы нано-

кристалла от энергетически оптимальной формы (для
RP-модели это куб). Однако при T > 300K функция

(∂P/∂T )v слабо зависит от размера и формы нанокри-

сталла. В работе [19] было показано, что существу-

ет определенная температура TB , в области которой

выполняется приближение Берча (Birch approximation),
которое предполагает, что при высоких температу-

рах произведение αp · BT не зависит от давления.

В данной работе для макрокристалла ГЦК-Au полу-

чено: TB(N = ∞) = 137 ± 15K. Для кубического на-

нокристалла ГЦК-Au из N = 306 атомов получено:

TB(N = 306) = 131± 15K. Это указывает на слабую

зависимость функции (∂P/∂T )v = αp · BT от размера и

формы нанокристалла при высоких температурах.

На рис. 1, c показаны изотермы барических зависимо-

стей давления Лапласа из (17) (три верхние кривые)
и поверхностного давления из (16) (три нижние воз-

растающие линии) для нанокристалла ГЦК-Au кубиче-

ской формы из N = 306 атомов. Данные функции были

рассчитаны вдоль трех изотерм (сверху-вниз): 100, 300,
1337K. Из рис. 1, c и d видно, что при давлении PS функ-

ция 1p(N) = 1− (Ps f /PLs) из (19) меняет знак. Если

при низких давлениях (P < PS) поверхностное давление
меньше давления Лапласа: Ps f < PLs, т. е. 1p(N) > 0, то

при P > PS поверхностное давление превышает давле-

ние Лапласа: Ps f > PLs, т. е. 1p(N) < 0.

Как видно из рис. 1, a и c при P < P0 поверхностное

давление отрицательное: Ps f < 0, т. е. оно растягива-

ет нанокристалл. Кроме наших работ [11,14], такое

поведение поверхностного давления в нанокристалле

было отмечено и в работах других авторов, которые
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Рис. 1. Изотермы уравнения состояния (a) и изотермические барические зависимости следующих функций: b — для изохорной

производной (∂P/∂T)v , c — для давления Лапласа и поверхностного давления, d — для функции 1p из (19). Сплошные кривые —

расчеты для макрокристалла, штриховые линии — результаты для кубического нанокристалла. На рис. 1, a и b тонкой сплошной

линией показана изотерма 1337K для стержневидного нанокристала.

использовали аналитический метод расчета: для ГЦК-Au

в [34], для ОЦК-Nb в [35], для ОЦК-W в [36], для ОЦК

сплава замещения Mo−W в [37]. В работе [38] мето-

дом молекулярной динамики было проведено изучение

поверхностного давления для нанокристалла ГЦК-Ag

сферической формы. В статье [38] также было указано на

переход поверхностного давления нанокристалла в отри-

цательную область. В работе [39] было показано, что

при уменьшении размера нанокристалла ГЦК-рутения

(fcc-Ru) при P = 0 среднее межатомное расстояние

в нем возрастает. Это также указывает на растяжение

нанокристалла поверхностным давлением.

3.2. Температура Дебая и параметр

Грюнайзена

Размерную зависимость температуры Дебая изучали

во многих теоретических работах, однако барическую

зависимость функции 2(N), ввиду отсутствия в этих

работах уравнения состояния нанокристалла, изучить не

удалось. Изучить функцию 2(N, f , P, T ) удалось пока

только в рамках RP-модели.

На рис. 2 показаны изотермические барические зави-

симости для функций: a — для температуры Дебая 2

из (2), b — для производной функции 2 по давлению:

2′(P) = (∂2/∂P)T , в K/GPa, c и d — для первого γ

и второго q параметров Грюнайзена из (8). Расчеты

выполнены вдоль трех изотерм (сверху вниз для a и

d, снизу вверх для b и c): 100, 300, 1337K. Сплошные

кривые — расчеты для макрокристалла, штриховые

линии — результаты для нанокристалла кубической

( f = 1) формы из 306 атомов. Тонкой сплошной линией

показана изотерма 1337K для стержневидного ( f = 8)
нанокристала из 306 атомов.

Из рис. 2 видно, что при изоморфно-изотермо-

изобарическом уменьшении размера нанокристалла ве-

личины температуры Дебая 2 и второго параметра

Грюнайзена q уменьшаются, а величины 2′(P) и первого

параметра Грюнайзена γ возрастают при любом давле-

нии. Размерное изменение данных функций тем замет-

нее, чем больше температура, или чем заметнее форма
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Рис. 2. Изотермические барические зависимости функций: a — для температуры Дебая 2, b — для функции 2′(P) в K/GPa,

c и d — для первого γ и второго q параметров Грюнайзена. Сплошные кривые — расчеты для макрокристалла, штриховые

линии — результаты для кубического нанокристалла. Тонкой сплошной линией показана изотерма 1337K для стержневидного

нанокристала.

нанокристалла отклонена от энергетически оптимальной

формы (для RP-модели этокуб).
Из (2), (3) и (8) легко показать, что при предельном

сжатии, т. е. при v/v0 → 0, функции 2(v) и q(v) возрас-

тают до максимума, а функция γ(v) убывает до нуля [12]:

lim
v/v0→0

2(v, N, f ) = 2max(N, f ) =
4kn(N, f )D

9kB

,

lim
v/v0→0

γ = γmin = 0, lim
v/v0→0

q = qmax =
b + 2

3
. (23)

Из (22) и (23) для макро- и нанокристалла ГЦК-Au

можно получить:

2max(N = ∞) = 39712.2K, qmax = 5.917,

2max(N = 306, f = 1) = 35034.1K.

Сопоставление наших расчетных значений 2 и γ для

макрокристалла ГЦК-Au при P = 0 с эксперименталь-

ными данными было проведено в работе [19]. При P = 0

уменьшение величины 2 для ГЦК-Au при уменьшении N
было изучено как теоретически в статьях [40,41], так

и экспериментально в работе [42]. Однако зависимость

функций 2 и γ от размера и формы нанокристалла

при различных P−T -условиях была изучена только

аналитическим методом из (1)−(20) для ГЦК сплава

замещения Au-Fe в [11], для Si в [14] и для ОЦК-Nb

в [35]. Размерные изменения барической зависимости

функций 2, 2′(P), γ и q для ГЦК-Au изучены нами

впервые.

3.3. Модуль упругости и коэффициент

теплового расширения

На рис. 3 показаны изотермы барической зависи-

мости следующих функций: a — для изотермиче-

ского модуля упругости: BT = −v(∂P/∂v)T , в GPa,

b — для барической производной модуля упругости:

B ′(P) = (∂BT/∂P)T , c — для коэффициента теплового

расширения: αp = (∂ ln v/∂T )P , в 10−6 1/K, d — для

барической производной коэффициента теплового рас-

ширения: α′

p(P) = (∂αp/∂P)T , в 10−6 1/(GPa K). Расчеты
выполнены по формулам (6) и (10) вдоль трех изотерм

(сверху вниз для a и d, снизу вверх для b и c): 100,
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Рис. 3. Изотермы барических зависимостей функций: a — для модуля упругости BT в GPa, b — для функции B ′(P), c —

для коэффициента теплового расширения αp в 10−6 1/K, d — для функции α′

p(P) в 10−6 1/(GPaK). Сплошные кривые — расчеты

для макрокристалла, штриховые линии — результаты для нанокристалла кубической формы из 306 атомов. Тонкой сплошной

линией показана изотерма 1337K для стержневидного нанокристала.

300, 1337K. Сплошные кривые — расчеты для макро-

кристалла, штриховые линии — результаты для нано-

кристалла кубической формы ( f = 1) из 306 атомов.

Тонкой сплошной линией показана изотерма 1337K для

стержневидного ( f = 8) нанокристала из 306 атомов.

Символами на рис. 3, a и c показаны результаты расчета

величин BT и αp для макрокристалла ГЦК-Au при P = 0

и T = 300K из работы [33].

Из рис. 3, a, c и d видно, что при изоморфно-

изотермо-изобарическом уменьшении размера нанокри-

сталла величины BT и α′

p(P) уменьшаются, а значе-

ние αp увеличивается при любом давлении и температу-

ре. Размерное изменение данных функций тем заметнее,

чем больше температура, или чем заметнее форма

нанокристалла отклонена от энергетически оптимальной

формы (для RP-модели это куб). Однако, размерная

зависимость для барической производной B ′(P) более

сложная. Как видно из рис. 3, b, изотермические ба-

рические зависимости функции B ′(P) для макро- и

нанокристалла при определенном давлении (PB) пере-

секаются, т. е. B ′(PB)∞ − B ′(PB)N = 0. При давлении PB

размерная зависимость функции B ′(P) меняет знак.

При P < PB величина B ′(P) возрастает при изотермо-

изобарном уменьшении N, а при P > PB величина B ′(P)
уменьшается.

Сопоставление наших расчетных зависимостей

BT (P, T ), B ′(P) и αp(P, T ) с экспериментальными

данными для макрокристалла ГЦК-Au было проведено

в работе [19]. Отметим, что размерное изменение

функций BT и αp было изучено во многих работах

(см., например, [11,38,41,43–48]). Однако в этих работах

зависимость BT и αp от размера нанокристалла

была изучена либо при v = vo, либо при P = 0.

Однако выполнимость P = 0 при уменьшении размера

нанокристалла в этих работах не была доказана.

Что касается размерного изменения барических

зависимостей BT и αp, а также их барических

производных B ′(P) и α′

p(P), то существующие

экспериментальные либо теоретические методы пока

не позволили получить оценки этих функций даже при

P = 0 и T = 300K. Однако зависимость функций BT , αp,

B ′(P) и α′

p(P) от размера нанокристалла при различных

P−T -условиях была изучена только аналитическим

методом из (1)−(20) для ГЦК сплава замещения в
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Рис. 4. Изотермы барической зависимости функций: a — для нормированной изохорной теплоемкости Cv/(NkB), b — для функции

C′

v(P)/(NkB) в 1/GPa, c — для нормированной изобарной теплоемкости C p/(NkB), d — для функции C′

p(P)/(NkB) в 1/GPa.

Сплошные кривые — расчеты для макрокристалла, штриховые линии — результаты для кубического нанокристалла. Тонкой

сплошной линией показана изотерма 1337K для стержневидного нанокристала. Символами на рис. 4, a и c показаны результаты

расчета для макрокристалла ГЦК-Au из [33].

Au−Fe в [11], для Si в [14], для ОЦК-Nb в [35], для

ОЦК-W в [36], для ОЦК сплава замещения Mo−W в [37].
Размерные изменения барической зависимости функций

BT , αp, B ′(P) и α′

p(P) для ГЦК-Au изучены нами

впервые. В рамках других методов (как аналитических,

так и методов компьютерного моделирования) этого

сделать пока не удавалось.

3.4. Изохорная и изобарная теплоемкость

На рис. 4 показаны изотермы барической зави-

симости следующих функций: a — нормированной

изохорной теплоемкости Cv/(NkB), b — барической

производной нормированной изохорной теплоемкости:

C′

v(P)/(NkB) = (NkB)−1(∂Cv/∂P)T , в 1/GPa, c — нор-

мированной изобарной теплоемкости C p/(NkB), d —

барической производной нормированной изобарной теп-

лоемкости: C′

p(P)/(NkB) = (NkB)−1(∂C p/∂P)T , в 1/GPa.

Расчеты выполнены по формулам (9) вдоль трех изотерм

(снизу вверх для a, b и c): 100, 300, 1337K. Сплош-

ные кривые — расчеты для макрокристалла, штрихо-

вые линии — результаты для нанокристалла кубиче-

ской формы ( f = 1) из 306 атомов. Тонкой сплошной

линией показана изотерма 1337K для стержневидно-

го нанокристала ( f = 8) из 306 атомов. Символами

на рис. 4, a и c показаны результаты расчета вели-

чин Cv/(NkB) и C p/(NkB) для макрокристалла ГЦК-Au

при P = 0 и P = 100GPa на изотерме T = 300K из

работы [33].
Сопоставление наших расчетных зависимостей

Cv(P, T ) и C p(P, T ) с экспериментальными данными для

макрокристалла ГЦК-Au было проведено в работе [19].
В статье [45] нами аналитическим методом было

показано, что при c = ro максимум поверхностного

вклада в удельную изохорную теплоемкость

нанокристалла достигается при низкой температуре

T/2 = 0.2026. С ростом температуры размерное

изменение изохорной теплоемкости исчезает, что

является следствие закона Дюлонга−Пти (Dulong−Petit

law): Cv(T/2 ≫ 1)/(NkB) = 3. Как видно из рис. 4

влияние размера на барическую зависимость изобарной

теплоемкости максимально при высоких температурах.
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Рис. 5. Изотермы барической зависимости (a и c) и изобары температурной зависимости (b и d) для удельной поверхностной

энергии σ в 10−3 J/m2 (a и b), и производной функции σ по давлению σ ′(P) в 10−3 J/(m2 GPa) (c и d). Сплошные кривые — расчеты

для макрокристалла, штриховые линии — результаты для кубического нанокристалла. Тонкой сплошной линией на рис. 5, a и c

показана изотерма 1337K для стержневидного нанокристала.

Но это размерное изменение уменьшается с ростом

давления.

В работах [40,43,46–49] были сделаны оценки раз-

мерного изменения теплоемкости при c = ro. Однако

в этих работах не было изучено уравнение состояния

нанокристалла. Поэтому оценки размерного вклада в

изобарную теплоемкость имеют в этих работах прибли-

женный характер. По этой же причине в литературе нет

данных о размерном изменении барических производных

изохорной и изобарной теплоемкостей нанокристаллов.

Зависимость функции C p от размера нанокристалла при

различных P−T -условиях была изучена только аналити-

ческим методом из (1)−(20) для ГЦК сплава замещения

в Au−Fe в [11], для Si в [14], для ОЦК-W в [36] и

для ОЦК сплава замещения Mo−W в [37]. Размерные
изменения барической зависимости функций Cv , C p,

C′

v(P) и C′

p(P) для ГЦК-Au изучены нами впервые.

3.5. Удельная свободная поверхностная
энергия

Обзор современных методов расчета удельной свобод-

ной поверхностной энергии (далее, для краткости, удель-

ной поверхностной энергии) как для макро-, так и для

нанокристаллов был сделан нами в работах [10,16,32].
Однако, ввиду отсутствия в этих работах уравнения

состояния, осталось неясным — соответствуют ли по-

лученные в этих работах значения σ (T ) изобаре P = 0?

На рис. 5 показаны изотермы барической зависимо-

сти (a и c) и изобары температурной зависимости (b
и d) для удельной поверхностной энергии σ грани (100)
в 10−3 J/m2 (a и b), и производной функции σ (100)
по давлению σ (P) в 10−3 J/(m2GPa) (c и d). Расчеты
выполнены по формуле (13) вдоль трех изотерм (сверху
вниз для a, снизу вверх для c): 100, 300, 1337 K, и

вдоль трех изобар (снизу вверх для b, сверху вниз

для d): 0, 24, 60GPa. Сплошные кривые — расчеты

для макрокристалла, штриховые линии — результа-

ты для нанокристалла кубической формы ( f = 1) из

306 атомов. Тонкой сплошной линией на рис. 5, a и c

показана изотерма 1337K для стержневидного нано-

кристала ( f = 8) из 306 атомов. Сопоставление наших

расчетных значений σ (100) для макрокристалла ГЦК-Au

при P = 0 с оценками других авторов было проведено

в работах [16,19].
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Из рис. 5, a и b видно, что при P = 0 величина σ

уменьшается при уменьшении N тем заметнее, чем выше

температура. Но при низких температурах и высоких

давлениях на изотерме имеются две P-точки, в которых

удельная поверхностная энергия не зависит от размера

нанокристалла: σ (N) = σ (∞). С ростом температуры

эти P-точки сближаются, и при высоких температурах

таких P-точек на изотерме уже нет. В области, оконту-

ренной P-точками величина σ возрастает при изотермо-

изобарическом уменьшении размера нанокристалла. Та-

кое поведение функции σ (P, N) обусловлено тем, что

при низких температурах с ростом давления поверх-

ностное давление сжимает нанокристалл (см. рис. 1, c).
Это приводит к более заметному росту функции σ (N)
с давлением по сравнению с ростом функции σ (∞).
Таким образом появляется первая P-точки и область, где

выполняется: σ (N) > σ (∞). С ростом давления функция

σ (N) достигает максимума при более низком давлении,

чем функция σ (∞). Это приводит к образованию второй

P-точки на изотерме. При изобарном росте температуры

функция σ (N) уменьшается сильнее чем функция σ (∞).
Это приводит к исчезновению области с P-точками

при высоких температурах.

Как видно из рис. 5, b и c величина σ ′(P)T увеличи-

вается при изоморфно-изомерно-изобарном увеличении

температуры. При этом на изотерме при определенном

давлении (Pσ ) имеется точка, в которой барические

зависимости σ ′(P)T для макро- и нанокристалла пере-

секаются, т. е. σ ′(Pσ )T,∞ − σ ′(Pσ )T,N = 0. В этих точках

пересечения размерная зависимость функции σ ′(P)T

изменяется. При P < Pσ функция σ ′(P)T растет при

изотермо-изобарном уменьшении N, а при P > Pσ функ-

ция σ ′(P)T уменьшается. Здесь видна аналогия между

барическими зависимостями функции σ ′(P)T из рис. 5, b

и функции B ′(P) из рис. 3, b.

Как видно из формулы (13), при сильных изотермиче-

ских сжатиях или растяжениях, либо при сильном изо-

барическом нагреве кристалла функция σ (P) переходит

в отрицательную область. Легко понять, что при σ < 0

должна начаться фрагментация, т. е. кристалл будет

стремиться любым путем увеличить свою удельную (на
атом) поверхность: либо свободную (при растяжении),
либо межкристаллитную (при сжатии). Условия бари-

ческой и температурной фрагментации кристалла были

подробно рассмотрены нами в работе [14].

3.6. Производные удельной поверхностной
энергии по температуре

На рис. 6 показаны изотермы барической зависимо-

сти (a и c) и изобары температурной зависимости (b
и d) для изохорной и изобарной производных удель-

ной поверхностной энергии по температуре, т. е. для

функции σ ′(T )v (a и b), и функции σ ′(T )P (c и d).
Обе функции в 10−6 J/(m2K). Расчеты выполнены по

формулам (14) и (15) вдоль трех изотерм (сверху вниз

для a и c): 100, 300, 1337 K, и вдоль трех изобар

(снизу вверх для d): 0, 24, 60GPa. Сплошные кривые —

расчеты для макрокристалла, штриховые линии — ре-

зультаты для нанокристалла кубической ( f = 1) формы

из 306 атомов. Тонкой сплошной линией на рис. 6, a и c

показана изотерма 1337K для стержневидного ( f = 8)
нанокристала из 306 атомов. Сопоставление наших

расчетов значения σ ′(T )P для макрокристалла ГЦК-Au

при P = 0 с оценками других авторов было проведено

в работах [16,19].
Из рис. 6 видно, что при изоморфно-изотермо-

изобарическом уменьшении размера нанокристалла ве-

личины |σ ′(T )v | и |σ ′(T )P | увеличиваются при любых

P−T -условиях. Размерное изменение данных функций

тем заметнее, чем больше температура, или чем за-

метнее форма нанокристалла отклонена от энергети-

чески оптимальной формы (для RP-модели это куб).
При низких давлениях выполняется |σ ′(T )v | < |σ ′(T )P |
Однако при высоких давлениях это неравенство меняет-

ся на противоположное. Поэтому нельзя приравнивать

функции σ ′(T )v и σ ′(T )P , как это делается в некоторых

работах. При T ≫ 2 и низких давлениях функция σ ′(T )v
практически не зависит от температуры, а значение

|σ ′(T )P | тем больше, чем выше температура.

Как было указано в работе [45], для выполнения

третьего начала термодинамики функция σ при T = 0K

должна удовлетворять следующим условиям (i = v

или P):

lim
T→0K

(∂σ

∂T

)

i,N
= −0,

lim
T→0K

[∂(∂σ/∂T )v,N
∂v

]

T,N
= −0,

lim
T→0K

T
[ ∂

∂T

(∂σ

∂T

)

v,N

]

i,N
= −0. (24)

Условия (24) справедливы для любой кристалличе-

ской структуры, при любом удельном объеме и давле-

нии, а также при любом размере и форме нанокристалла.

Вместе с тем в некоторых работах для температурной

зависимости σ (T ) использовалось линейное приближе-

ние следующего вида [4,6]:

σ (T ) = σ (T = 0K) − const · T. (25)

Однако, как видно из рис. 6, приближение (25)
справедливо только при высоких температурах: T ≫ 2

(для i = v), или при высоких давлениях (для i = v или

i = P). Использование приближения (25) при низких

температурах может приводить как к численным ошиб-

кам, так и к нарушению третьего закона термодинами-

ки (24).
В литературе были предложены различные методы

расчета производной функции σ по температуре для

макрокристалла при P = 0 (см., например, [4–6,50–55]).
Однако, ввиду отсутствия в этих работах уравнения

состояния с учетом поверхности, осталось неясным —

является ли полученное в этих работах значение σ ′(T )
изохорной или изобарной производной. Между тем, как
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Рис. 6. Изотермы барической зависимости (a и c) и изобары температурной зависимости (b и d) для функции σ ′(T )v (a и b),
и функции σ ′(T )P (c и d), обе функции в 10−6 J/(m2 K). Сплошные кривые — расчеты для макрокристалла, штриховые линии —

результаты для кубического нанокристалла. Тонкой сплошной линией на рис. 6, a и c показана изотерма 1337K для стержневидного

нанокристала.

видно из рис. 6, различие между функциями σ ′(T )v и

σ ′(T )P существенное, особенно при P = 0.

Уменьшение удельной поверхностной энергии при

уменьшении размера нанокристалла было получено и

в теоретических работах других авторов [7,8,40,49,56]
при P = 0 (хотя это равенство не было доказано в этих

работах). Однако размерная зависимость функций σ (P)
и σ ′(P) была изучена только аналитическим методом

из (1)−(20) для ГЦК сплава замещения в Au−Fe [11],
для Si в [14], для ГЦК-Rh в [16], для ОЦК-Nb в [35],
для ОЦК-W в [36], и для ОЦК сплава замещения

Mo−W в [37]. Другими методами (как аналитическими,

так и компьютерными) получить эти данные пока не

удалось. Проблема здесь опять же связана с тем, что

в теоретических моделях, в рамках которых рассчи-

тывалась функция σ , уравнение состояния кристалла

с учетом поверхности получено не было. Между тем

зависимость σ (P) необходима при изучении как воз-

никновения трещины при барическом воздействии на

макрокристалл, так и для получения уравнения состо-

яния нанокристалла. Размерные изменения барической

зависимости функций σ , σ ′(P), σ ′(T )v и σ ′(T )P для

ГЦК-Au изучены нами впервые.

3.7. Барическая зависимость температуры

плавления

Температура плавления — это единственный пара-

метр, чью размерную зависимость удается эксперимен-

тально измерить [57,58]. Именно поэтому различные

методы расчета свойств нанокристалла проверялись

именно при расчете размерной зависимости темпера-

туры плавления. Однако доказать, что полученная в

этих работах зависимость Tm(N) является изобарной

размерной зависимостью в этих работах так и не смогли.

Теории плавления пока нет [59], поэтому для изучения

размерной зависимости температуры плавления исполь-

зуются различные эмпирические критерии. В работе [60]
на основе метода из работы [19] и делокализационно-

го критерия фазового перехода кристалл-жидкость из

статей [59,61], было получено выражение для расчета

барической зависимости температуры плавления (Tm)
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для однокомпонентного макрокристалла, которое имеет

вид:

Tm(P) = Tm(P, Tm(0))

× exp
[

−
b
3
αp(P, Tm(0))[Tm(P, Tm(0)) − Tm(0)]

]

, (26)

где Tm(0) — температура плавления макрокристалла при

P = 0, αp(P, Tm(0)) — коэффициент теплового объем-

ного расширения при давлении P , рассчитанный вдоль

изотермы Tm(0) [19,60],

Tm(P, Tm(0)) = Tm(0) ·

[

co(P, Tm(0)) · 2o(P, Tm(0))

co(0, Tm(0)) · 2o(0, Tm(0))

]2

×
f y (yw(P, Tm(0)))

f y (yw(0, Tm(0)))
.

(27)
Функция f y (yw) появляется в (27) из-за учета квантовых
эффектов и имеет вид [60]:

f y(yw) =
2

yw

[1− exp(−yw)]

[1 + exp(−yw)]
, yw =

2E

T
=

32

4T
. (28)

В рамках RP-модели барическую зависимость темпе-

ратуры плавления из (26) можно обобщить на случай

нанокристалла из N атомов в виде [62]:

Tm(P, N) = Tm(P, Tm(0), N) exp
[

−
b
3
αp(P, Tm(0), N)

× [Tm(P, Tm(0), N) − Tm(0, Tm(0), N)]
]

,

(29)
Здесь введены функции, которые обобщают (27) на

случай нанокристалла:

Tm(P, Tm(0), N) = Tm(0, Tm(0), N)

×
[co(P, Tm(0), N) · 2o(P, Tm(0), N)

co(0, Tm(0), N) · 2o(0, Tm(0), N)

]2

×
f y(yw(P, Tm(0), N))

f y (yw(0, Tm(0), N))
. (30)

Tm(0, Tm(0), N) = Tm(0)

×
[ co(0, Tm(0), N) ·2o(0, Tm(0), N)

co(0, Tm(0),∞) ·2o(0, Tm(0),∞)

]2

×
f y(yw(0, Tm(0), N))

f y (yw(0, Tm(0),∞))
. (31)

В
”
термодинамическом пределе“ (т. е. когда

N → ∞ и V → ∞ при v = V/N = const) из (12)
получим k∗

n(N → ∞) = 1. Тогда из (31) получим

Tm(0, Tm(0), N → ∞) = Tm(0), а выражение (30)
переходит в функцию (27).
При использовании параметров потенциала (22), с

помощью формул (3)−(20), для входящих в форму-

лы (30) и (31) параметров на изотерме Tm(0) = 1337K

при P = 0 было получено:

для макрокристалла:

co(0, Tm(0),∞) = 2.93432 · 10−10 m,

2o(0, Tm(0),∞) = 168.280K,

для нано-кубика:

co(0, Tm(0), 306, 1) = 2.94560 · 10−10 m,

2o(0, Tm(0), 306, 1) = 152.793K,

для нано-стержня:

co(0, Tm(0), 306, 8) = 2.95162 · 10−10 m,

2o(0, Tm(0), 306, 8) = 145.823K.

Используя эти значения и формулы (3)−(20), в рабо-

те [62] были рассчитаны барические зависимости тем-

пературы плавления как для макро-, так и для нанокри-

сталла из 306 атомов с кубической, и со стержневидной

формой поверхности.

На рис. 7 показаны барические зависимости для

температуры плавления Tm(P) (a и c), и для

производной температуры плавления по давлению:

T ′

m(P) = dTm/dP (b и d) в K/GPa. Функция T ′

m(P) была

рассчитана нами путем численного дифференцирова-

ния изотермической зависимости из (29) по давлению.

На рис. 7 сплошной и штриховой линиями показаны

экспериментальные зависимости для макрокристалла

ГЦК-Au из работ [63] и [20], соответственно. Эти экс-

периментальные данные были аппроксимированы урав-

нением Симона−Глатцела (the Simon−Glatzel equation)
следующего вида:

Tm(P) = Tm0

[

1 +
P
P0

]cs

, (32)

T ′

m(P) =
dTm(P)

dP
= Tm0

cs

P0

[

1 +
P
P0

]cs−1

. (33)

В работе [63] для ГЦК-Au для области давлений

до 6GPa было получено:

Tm0 = 1339K, P0 = 16.1GPa, cs = 0.57

— сплошная линия на рис. 7.

В работе [20] для ГЦК-Au для области до 106GPa

было получено:

Tm0=1337K, P0=22.265 ± 1.83GPa, cs =0.662± 0.03

— штриховая линия на рис. 7.

Также в работе [20] зависимость Tm(P,∞) для ГЦК-Au

была рассчитана методом molecular dynamics simulations.

Для области давлений до 107GPa было получено:

Tm0 = 1181K, P0 = 17.94GPa, cs = 0.709.

Эта расчетная зависимость показана на рис. 7 штрих-

пунктирной линией.
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Рис. 7. Барическая зависимость температуры плавления Tm(P) (a и c) и ее производной по давлению T ′

m(P) (b и d) для ГЦК-Au.

На верхних графиках показана область низких давлений: P = 0−20GPa, а на нижних графиках показан диапазон P = 0−100GPa.

Наш расчет для макрокристалла показан сплошной

толстой линией, которая практически сливается с экс-

периментальной зависимостью Tm(P) из работы [20].
Пунктирной линией показаны наши расчеты для нано-

кристалла кубической формы из 306 атомов. Тонкой

сплошной линией показаны наши расчеты для нанокри-

сталла стержневидной формы из 306 атомов.

Как видно из рис. 7, a и c наша зависимость Tm(P)
для макрокристалла согласуется с экспериментальны-

ми зависимостями из работ [20,63] лучше, чем зави-

симость, полученная в статье [20] методом molecular

dynamics simulations вплоть до 100GPa. Как видно

из рис. 7, a и c зависимость Tm(P) для нанокристалла

лежит ниже, чем для макрокристалла. Причем разница

Tm(P,∞) − Tm(P, N) тем больше, чем больше форма

нанокристалла отклонена от энергетически оптимальной

формы (для RP-модели это куб). Это согласуется с

экспериментальными и теоретическими результатами,

полученными в работах [26,29,34,40,43,46,49,64–69] для

ГЦК металлов при P = 0 (хотя это равенство не было

доказано в этих работах). Из рис. 7, a также следует,

что при изобарическом нагревании массива изомерных

(т. е. с одинаковым числом атомов N) нанокристаллов

в первую очередь расплавятся нанокристаллы, чья фор-

ма наиболее отклонена от энергетически оптимальной

формы. Нанокристаллы с энергетически оптимальной

формой имеют максимальную при данном числе атомов

температуру плавления. На это впервые было указано

в работе [13]. При этом может происходить релаксация

формы, т. е. нанокристалл c
”
неоптимальной“ формой

расплавившись может сразу же закристаллизоваться

в более
”
жаростойкую“ энергетически оптимальную

форму.

Как видно из рис. 7, b, барические зависимости

функций T ′

m(P) для макро- и нанокристалла кубиче-

ской формы пересекаются в точке: Px = 13.63GPa,

Tm′(P)x = 34.75K/GPa. Это означает, что при низких

давлениях величина T ′

m(P) возрастает, а при P > Px

величина T ′

m(P) уменьшается при изоморфно-изобарном

уменьшении размера нанокристалла. Однако, как видно

из рис. 7, зависимость функции T ′

m(P) от размера и

формы незначительная. Это указывает на то, что при

постоянных N− f -аргументах барические зависимости

Tm(P,∞) и Tm(P, N, f ) практически параллельны.

Отметим, что зависимость температуры плавления

от размера и формы при различных давлениях были
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также изучены аналитическим методом из (1)−(20) для

Si в [14,30], для ГЦК-Au в [34], для ОЦК-Nb в [35],
и для ОЦК-Mo в [70]. Однако в этих работах была

использована упрощенная формула для расчетов зави-

симости Tm(P, N), о чем нами было подробно написано

в работе [56]. Поэтому согласие с экспериментальными

данными для макрокристалла в этих работах было хуже,

чем на рис. 7.

Экспериментальное и теоретическое определение за-

висимости Tm(N) даже при P = 0 очень сложная зада-

ча [64–69]. Поэтому в литературе имеется много различ-

ных зависимостей Tm(P = 0, N), которые лежат в широ-

ком интервале значений [34,64–69]. Например, согласно
оценкам из работы [64](рис. 2), для сферической наноча-

стицы Au радиусом 1.1 nm (т. е. из N = 309 атомов)
”
тем-

пература поверхностного плавления“ лежит в интерва-

ле: Tm(P = 0, N = 309)surf = 473−873K, а
”
температура

плавления ядра“ наночастицы на 200−250K больше.

Таким образом, весь нанокристалл Au из 309 атомов

расплавится после 1073−1123K. В наших расчетах для

гомогенного нанокристалла с геометрической поверхно-

стью Гиббса было получено (рис. 7, a):
для кубической формы:

Tm(P = 0, N = 306, f = 1) = 1111.34K,

для стержневидной формы:

Tm(P = 0, N = 306, f = 8) = 1004.58K.

Таким образом, полученное нами значение

Tm(P = 0, N = 306, f = 1) хорошо согласуется с темпе-

ратурой плавления всего нанокристалла из 309 атомов,

которая получена в работе [64]. Это подтверждает не

только метод расчета размерной зависимости темпера-

туры плавления, но и используемый здесь метод расчета

зависимости всех решеточных свойств нанокристалла

как от его размера, так и от формы его поверхности.

4. Обсуждение результатов

Почти для всех металлов энергия парной межатом-

ной связи много больше энергии
”
нулевых“ колебаний

атомов, т. е. выполняется условие:

8D
kBAw(kn, c)ξ2

≫ 1.

Тогда формулу (4) можно упростить к виду:

2(kn, c) ∼=

[

8DAw(kn, c)

kB

]1/2

=

[

5~
2Dknab(b + 1)

18k2
Bmr2o(b − a)

( ro
c

)b+2
]1/2

,

2∗ =
2(N, R)

2(∞, 1)
∼= (k∗

n)
1/2R(b+2)/2. (34)

Для функция: Xw = Awξ/2, которая входит в (8),
легко получить:

Xw(N, R) =
Aw(N, R)ξ

2(N, R)
∼= Xw(∞, 1) · (k∗

n)
1/2R(b+2)/2,

где введено обозначение:

Xw(∞, 1) =
Aw(∞, 1)ξ

2(∞, 1)
∼=

[

ξ2kBAw(∞, 1)

8D

]1/2

≪ 1.

Тогда для первого, второго и третьего параметров Грю-

найзена можно получить:

γ(N, R) ∼=
b + 2

6

[

1 + Xw(∞, 1) · (k∗

n)
1/2R(b+2)/2

]

−1
,

q(N, R) ∼= γXw(N, R) ∼= q(∞, 1) · (k∗

n)
1/2R(b+2)/2,

z (N, R) = −
( ∂ ln q
∂ ln v

)

T
=

(b + 2)

6

(1 + 3Xw)

(1 + Xw)2

∼=
(b + 2)

6

[

1 + Xw(∞, 1) · (k∗

n)
1/2R(b+2)/2

]

,

(35)
где: q(∞, 1) ∼= γ(∞, 1)Xw(∞, 1).
На рис. 8 показаны изохорные (при R = 1) зави-

симости нормированных (на значения для макрокри-

сталла) функций: k∗

n из (11), A∗

w из (3), 2∗ из (2),
γ∗, q∗ из (8) и z ∗ из (35) от аргумента 1/N1/3 .

Сплошные символы соединенные сплошными линия-

ми получены для кубической формы, т. е. при f = 1.

Открытые символы соединенные штриховыми линиями

получены для стержневидной формы при f = 8. Здесь

F∗ = F(N, R)/F(N = ∞, R = 1). Символы на изоморфах

указывают положение разрешенных (при данных f )
значений числа атомов в нанокристалле: N = f N3

po/α,

где Npo = 2, 3, 4, . . . — число атомов на ребре квад-

ратного основания параллелепипеда. Расчеты сделаны

для нанокристалла ГЦК-Au с параметрами потенциала

из (22). Из рис. 8 видно, что при отклонении формы кри-

сталла от энергетически оптимальной формы (для RP-

модели это куб) размерные зависимости усиливаются.

Причем, для первого и третьего параметров Грюнайзена

размерные зависимости незначительные по сравнению с

другими функциями.

Уменьшение функции k∗

n из (11) приводит к умень-

шению наклона функции P(v/vo) из (5), а уменьше-

ние функции 2∗ из (2) приводит к росту величины

v(P = 0)/vo, как это показано на рис. 1. Поэтому для

нанокристалла значение P = 0 достигается при большем

значении удельного объема, т. е. выполняется соотно-

шение:

(v(P = 0)

vo

)

Nano
>

(v(P = 0)

vo

)

Macro
.

Данное неравенство согласуется с результатами экспе-

риментальных и теоретических работ [39,71–75].
Такое изменение функции P(v/vo) приводит к умень-

шению изотермического модуля упругости BT из (6),
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Рис. 8. Изохорные (при R = 1) зависимости нормированных функций: k∗

n , A∗

w , 2
∗, γ∗, q∗ и z ∗ от 1/N1/3. Для кубической формы

(при f = 1) получены сплошные символы, а для стержневидной формы при f = 8 получены открытые символы. На правом

графике показаны в более мелком масштабе зависимости для первого и третьего параметров Грюнайзена.

как это показано на рис. 2. Уменьшение модуля упру-

гости при изотермическом уменьшении размера нано-

кристалла было также получено в теоретических и

экспериментальных работах других авторов (например,
в [43,44,47, 71,75–79]). Вместе с тем, в некоторых ста-

тьях (см. обзор в [11]) было обнаружено увеличение

модуля упругости BT при уменьшении размера нанокри-

сталла. Как было показано в работе [11], это связано

с методами, использованными в указанных работах для

экспериментального или теоретического изучения нано-

кристаллов.

Например, в работе [80] путем изучения рамановского

спектра было обнаружено увеличение модуля упругости

наноалмаза при уменьшении его размера. Однако это

было обусловлено эффектом Холла−Петча (Hall−Petch)
для образца из спрессованных 2−5 nm алмазных частиц,

которые были получены детонационным путем. Также в

увеличение BT (N) могло внести и то, что нанопорошок

алмаза перед прессованием был еще механоактивирован

в планетарно-шаровой мельнице. Это привело к суще-

ственному изменению свойств поверхности наногранул

алмаза. Сжатие и механоактивация нанопорошка алмаза

привели к росту величины BT в приповерхностной

области нанокристаллов. А так как с уменьшением

размера нанокристалла вклад приповерхностной обла-

сти растет, то это и привело к увеличению BT (N) —

модуля упругости всего нанокристалла при уменьшении

размера нано-алмаза, обнаруженное в работе [80]. Дан-
ное утверждение подтверждается также и тем фактом,

что нанопорошок алмаза приготовленный без сжатия

и механоактивации в работе [75] показал уменьшение

модуля упругости при уменьшении размера наногранул

алмаза.

Для лучшего понимания влияния размера и формы

нанокристалла на коэффициент теплового расширения

и удельную теплоемкость представим удельную свобод-

ную энергию Гельмгольца нанокристалла с поверхно-

стью Гиббса из формулы (4) в виде суммы объемного

( f Hin) и поверхностного вклада в виде:

f H = f Hin + σ
(6

N

)

.

Если число атомов в системе не изменяется: dN = 0,

тогда удельные (на атом) энтропия (s) и изохорная

теплоемкость (cv) такой системы определятся выраже-

ниями следующего вида [14,45,81]:

s = −

(

∂ f Hin

∂T

)

v,N

−

[

∂(σ6/N)

∂T

]

v,N

= s in −

[

(6

N

)(∂σ

∂T

)

v,N
+ σ

(∂(6/N)

∂T

)

v,N

]

,

cv = T

(

∂s
∂T

)

v,N

= cv in − T

{

(6

N

)(∂2σ

∂T 2

)

v,N

+ 2
(∂(6/N)

∂T

)

v,N

(∂σ

∂T

)

v,N
+ σ

(∂2(6/N)

∂T 2

)

v,N

}

.

(36)
Если удельная поверхность 6/N не изменяется с

температурой при постоянных значениях v и N, то для

функций s и cv из (36), а также для произведения αpBT

получим выражения:

s = s in −
(6

N

)(∂σ

∂T

)

v,N
, cv = cv in −

(6

N

)

T
(∂2σ

∂T 2

)

v,N
,

(37)

αpBT =
( ∂s
∂v

)

T
= (αpBT )in

−

{

(∂σ

∂T

)

v,N

[

∂(6/N)

∂v

]

T,N

+
(6

N

)

[

∂(∂σ/∂T )v,N
∂v

]

T,N

}

.

(38)
Как было показано в рамках RP-модели [14,45,81], для

удельных значений объема, площади поверхности и изо-

хорной производной удельной поверхностной энергии по
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Рис. 9. Зависимость функций Ew(y), FE(y) и GE(y) от аргу-

мента 1/y = T/2E(N, f ).

температуре можно получить выражения:

v = αc3,

6/N = 6c2αs(α
2/N)1/3Zs( f )

= 6αs c2(1− k∗

n) = 6v2/3(1− k∗

n),

(∂σ

∂T

)

v,N
= −

(σ ′

∞

k∗

n

)

FE(y) < 0, (39)

σ ′

∞
= − lim

T→∞

N→∞

(∂σ

∂T

)

v,N

∼=
kB

4αs c2

=
kB

4v2/3
=

3kB

2

(1− k∗

n

6/N

)

. (40)

Тогда из (39) и (40) получим выражения:

T
(∂2σ

∂T 2

)

v,N
= −

[ σ ′

∞

k∗

n(N, f )

]

GE(y),

[

∂(∂σ )/∂T )v,N
∂v

]

T,N

=

(

σ ′

∞

vk∗

n

)[

2

3
FE(y) − γGE(y)

]

,

(41)
где введена функция:

GE(y)=−y

[

∂FE(y)

∂y

]

=FE(y)

{

y

[

exp(y) + 1

exp(y) − 1

]

− 2

}

≥ 0.

(42)
Используя (39)−(42), формулы (37) и (38) можно

преобразовать к виду:

s = s in −
(6

N

)(∂σ

∂T

)

v,N
= s in +

(6

N

)(σ ′

∞

k∗

n

)

FE(y)

= s in +
3kB

2

(1− k∗

n

k∗

n

)

FE(y), (43)

cv = cv in −
6

N
T

(∂2σ

∂T 2

)

v,N
= cv in +

3kB

2

(1− k∗

n

k∗

n

)

GE(y),

(44)

αpBT = (αpBT )in +
3kB

2v
γ
(1− k∗

n

k∗

n

)

GE(y), (45)

В
”
термодинамическом пределе“ (т. е. когда N → ∞

и V → ∞ при v = V/N = const) из (11) получим

k∗

n(N → ∞) → 1. Тогда поверхностные вклады в выраже-

ниях (43)−(45) исчезают. Как видно из (39) и (41), при
T = 0K они удовлетворяют условиям (24), т. е. третье
начало термодинамики соблюдается при любом размере

нанокристалла.

На рис. 9 показана зависимость функций Ew(y)
и FE(y) из (7), и GE(y) из (42) от норми-

рованной температуры 1/y = T/2E(N, f ). Как вид-

но из (42) и рис. 9, функция GE(y) удовлетворя-

ет условиям: GE(1/y = 0) = 0, GE(1/y = ∞) = 0, и

при 1/y = T/2E(N, f ) = 0.286 достигает максимума:

MAX[GE(y)] = 0.676. Из этих результатов можно сде-

лать следующие выводы:

1) При T = 0K поверхностные вклады в удельную

энтропию, в теплоемкость, в произведение αpBT и в ко-

эффициент теплового расширения исчезают, не нарушая

третьего начала термодинамики.

2) При T/2E = ∞ поверхностные вклады в удельную

изохорную теплоемкость из (44) и в произведение

αpBT из (45) исчезают, не нарушая закона классической

статистической физики о равнораспределении кинетиче-

ской энергии по степеням свободы системы, следствием

которого является закон Дюлонга−Пти.

3) При Tmax(N, f ) = 0.2145 · 2(N, f ) поверхностные

вклады в удельную теплоемкость из (44) и в произве-

дение αpBT из (45) достигают максимума.

4) При изоморфно-изотермо-изобарическом уменьше-

нии размера нанокристалла величина максимума увели-

чивается, а значение Tmax уменьшается.

5) При изоморфно-изомерно-изотермическом сжатии

нанокристалла значения 2 и Tmax увеличиваются.

Отметим, что максимум функции 1cv(T ) =
= cv(T )Nano − cv(T )Macro при низких температурах и

P = 0 обнаруживался и в работах других авторов

(например, в [82–87]). Наличие максимума у

функции 1αp(T ) = αp(T )Nano − αp(T )Macro при низких

температурах и P = 0 приводит к увеличению функции

αp(T )Nano в области низких температур, как это

показано на рис. 3. Таким образом, если макрокристалл

при низких температурах имеет отрицательный

коэффициент теплового расширения (алмаз, кремний

и др.), то переводом кристалла в наноразмерное

состояние можно добиться изотермического увеличения

величины αp(T ≪ 2), вплоть до положительной

величины, как на это было указано в работах [14,81].
Как видно из (43)−(45), поверхностные вклады в

энтропию, в теплоемкость и в коэффициент теплового

расширения положительные. Однако, тепловая вариа-

ция формы поверхности нанокристалла может вносить
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определенный вклад, как в энтропию, так и в тепло-

емкость нанокристалла. Если при изохорном нагреве

функция 6/N изменяется, то исходя из (36), видно, что
дополнительные (по сравнению с (37)) слагаемые могут

привести к ряду эффектов, которые обусловлены только

лишь тепловой вариацией формы нанокристалла. Если в

формуле для энтропии в (36) выполняется неравенство:

(

∂ ln(6/N)

∂T

)

v,N

=

=

(

∂ ln(ZS( f ))

∂T

)

v,N

> −

(

∂ ln(σ )

∂T

)

v,N

> 0, (46)

т. е. если удельная поверхность при изохорическом

нагреве возрастает больше, чем уменьшается поверх-

ностная энергия, то поверхностный вклад в удель-

ную энтропию нанокристалла будет отрицателен:

s s f = s − s in < 0.

Если в формуле (36) для теплоемкости выполняется

условие:

(

6

N

)(

∂2σ

∂T 2

)

v,N

+ 2

(

∂(6/N)

∂T

)

v,N

(

∂σ

∂T

)

v,N

+ σ

(

∂2(6/N)

∂T 2

)

v,N

> 0, (47)

то поверхностный вклад в удельную теплоемкость нано-

кристалла будет отрицателен: cvs f = cv − cvin < 0. Та-

кая ситуация возможна для нанокристалла с нерав-

новесной морфологией. Например, если при нагреве

”
некубического“ (пластинчатого, стержневидного или

”
фрактального“) нанокристалла его форма будет перехо-

дить к энергетически-оптимальной форме и его удельная

площадь поверхности будет уменьшаться (при посто-

янных значениях v и N), то освобождающаяся таким

путем поверхностная энергия будет уменьшать удель-

ную теплоемкость нанокристалла. Однако такие релак-

сационные процессы не должны приводить к нарушению

условия устойчивости термодинамического равновесия

системы [15]: cv > 0 и c p > 0. Поэтому реализация в на-

нокристалле состояния с отрицательной теплоемкостью

невозможна, как на это и было указано в работе [88].
Уменьшение удельной поверхностной энергии при

изотермическом уменьшении размера нанокристалла

было отмечено во многих работах (см., напри-

мер, [7,9,40,49,56]). Из формулы (13) видно, что

уменьшение функции σ (N) при изоморфно-изобарно-

изотермическом уменьшении N обусловлено как уве-

личением значения c/ro, так и уменьшением функции

2(kn, c). Вместе с тем имеются статьи, в которых

получено увеличение функции σ (N) при изоморфно-

изотермическом уменьшении N (см., например, [8]). Как
было показано нами в работах [10,32], в таких ста-

тьях нанокристалл сжимался поверхностным давлени-

ем, которое возрастало при изоморфно-изотермическом

уменьшении N. Это сжатие и привело в таких расчетах

к росту функции σ (N) при изоморфно-изотермическом

уменьшении размера нанокристалла.

Как было показано в работе [11], уменьшение функций

BT (N) и σ (N) при изоморфно-изобарно-изотермическом

уменьшении N приводит к увеличению коэффициента

Пуассона (Poisson’s ratio) µp(N). При этом нормирован-

ные (на значение для макрокристалла) зависимости для

модуля упругости (B∗), модуля Юнга (Y ∗) и модуля

сдвига (G∗) удовлетворяют неравенству:

B∗ > Y∗ > G∗ > k∗

n . (48)

Увеличение коэффициента Пуассона при уменьшении

толщины нанопластины или наностержня было получе-

но как экспериментально для алмаза в [75] и золота

в [89], так и теоретически для W в [90], и для Cu

и Ta в [91]. Все эти результаты подтверждают кор-

ректность нашего метода расчета функций σ (T, v, N) и

P(T, v, N), которые лежат в основе как температурных,

так и барических изменений всех решеточных свойств

нанокристалла.

Заметим, что для расчета решеточных и поверхност-

ных свойств однокомпонентных кристаллов нами была

использована модель кристалла Эйнштейна, т. е. модель

независимых гармонических осцилляторов. При этом,

как было показано в работах [19,32,60,62], нами бы-

ло получено хорошее согласие с экспериментом. Это

означает, что ангармонизм колебаний атомов вносит

малый вклад как в коэффициент теплового расширения,

и теплоемкость, так и в поверхностные свойства и

температуру плавления кристалла. Это утверждение со-

гласуется с результатами работ [54,59,92–96], в которых

было показано, что влияние ангармонизма колебаний

атомов на свойства как классических [54,59,92–94], так
и квантовых [59,95,96] однокомпонентных кристаллов

незначительное. Как было нами показано, плавление

обусловлено делокализацией определенной доли атомов

как макро- [61], так и нанокристалла [31,97].
Также отметим, что в выражениях (4)−(20), также,

как и в наших работах [10–14,16,19,32], не учитывается

вклад электронной подсистемы в термодинамические

параметры. Это обусловлено тем, что потенциал (1) по

определению описывает парное взаимодействие электро-

нейтральных атомов. Кроме того, как было показано

в работах [98–101], погрешности, возникающие при

расчете решеточных свойств вследствие исключения из

рассмотрения электронной подсистемы, пренебрежимо

малы. Например, как указано в [98], для макрокристалла

золота вклад электронной подсистемы в давление со-

ставляет 0.01 и 0.5GPa при 1000K и 5000K, соответ-

ственно. Этот вклад существенно меньше погрешности

измерений давления при этих температурах.

5. Заключение

Таким образом, аналитическим методом, который ис-

пользует парный 4-х параметрический потенциал меж-

Физика твердого тела, 2024, том 66, вып. 10



Влияние размера и формы нанокристалла на барические и температурные... 1659

атомного взаимодействия Ми−Леннарда-Джонса, изу-

чены изменения уравнения состояния и барических

зависимостей различных свойств золота при переходе

от макрокристалла к нанокристаллу кубической или

стержневидной формы из N = 306 атомов.

Показано, что при P = 0 удельный (на атом) объем

для нанокристалла больше, чем в макрокристалле. При-

чем, эта разница тем больше, чем выше температура,

или чем заметнее форма нанокристалла отклонена от

наиболее энергетически оптимальной формы (для RP-

модели это куб).
При любом давлении и температуре при изотермо-

изобарическом уменьшении N уменьшаются следующие

функции: 2, q, BT , Tm. При этом увеличиваются значения

следующих свойств: 2′(P), γ , αp, |α
′

p(P)|, C i (P), |C′

i(P)|,
|σ ′(T )i |. Показано, что такие свойства как: αp · BT ,

B ′(P), σ , σ ′(P), T ′

m(P), могут менять свою размерную

зависимость при изменении P−T -условий.
Показано, что при любых давлениях температура

плавления Tm(P, N, f ) уменьшается как при изоморфно-

изобарном уменьшении числа атомов N, так и при

изомерно-изобарном отклонении формы нанокристалла

от энергетически оптимальной формы (для RP-модели

это куб). Показано, что величина барической производ-

ной температуры плавления T ′

m(P) для нанокристалла

при низких давлениях больше, а при высоких давле-

ниях меньше, чем величина T ′

m(P) для макрокристал-

ла. При этом зависимость функции T ′

m(P) от разме-

ра нанокристалла незначительная, т. е. при постоянных

N− f -аргументах барические зависимости Tm(P,∞) и

Tm(P, N, f ) практически параллельны.

Показано, что при изотермо-изобарическом уменьше-

нии N функции kn, 2 и σ (N) уменьшаются тем заметнее,

чем больше форма нанокристалла отклонена от наибо-

лее энергетически оптимальной формы. Это приводит

к тому, что при отклонении формы нанокристалла от

энергетически оптимальной формы размерные измене-

ния барических зависимостей свойств нанокристалла

увеличиваются.
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