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Введение

В [1] изложены результаты многочисленных иссле-

дований пространственных линейных волн на свобод-

ной поверхности обычной жидкости. Применительно к

электропроводной жидкости в [2] теоретически показано

наличие анизотропии распространения поверхностной

волны. Для исследования анизотропии предложена мето-

дика проведения экспериментов с использованием ртути.

Явление анизотропии распространения поверхност-

ной волны в электропроводной жидкости возникает в

случае, когда сквозь жидкость проходит подведенный

от источника питания горизонтальный электрический

ток постоянной плотности и приложено однородное

горизонтальное магнитное поле, а создаваемая ими сила

Лоренца направлена вниз. Анизотропия распростране-

ния волны порождается возмущением силы Лоренца,

вызываемым изменением формы свободной поверхно-

сти. Исследование этого явления с учетом магнитного

поля, индуцируемого протекающим сквозь жидкость

электрическим током, проведено в [3].

Основополагающую роль в развитии феррогидроди-

намики имеет работа [4]. В ней, в частности, записа-

но дисперсионное соотношение для пространственных

внутренних волн на поверхности раздела однородных

феррожидкостей разных плотностей, заполняющих об-

ласть между горизонтальными пластинами при наличии

однородного горизонтального магнитного поля. Это дис-

персионное соотношение после упрощения использова-

но ниже для сравнения с дисперсионным соотношением,

полученным в настоящей работе. На базе упрощенного

дисперсионного соотношения найдена фазовая скорость

волны.

Для описания явлений в феррожидкостях широко

используются уравнения, приведенные в [5,6].

В [7] рассмотрены пространственные волны на по-

верхности несжимаемой жидкости, которая может неод-

нородно и изотропно намагничиваться во внешнем

магнитном поле. Жидкость занимает нижнее полупро-

странство. Считается, что в рассматриваемой жидкости,

намагниченной внешним полем, за счет ее свойств,

как
”
жидкого магнита“, индуцируется магнитное поле.

Магнитное поле индуцируется также в заполненной

воздухом области над жидкостью. Изучено воздействие

как вертикальной, так и горизонтальной составляющих

магнитного поля на горизонтальную плоскую свободную

поверхность. Показано, что поле, касательное к невоз-

мущенной плоской поверхности, увеличивает фазовую

скорость поверхностных волн, если это поле не пер-

пендикулярно фронту волны. При этом увеличивается

и групповая скорость. Нормальное к свободной поверх-

ности поле большой напряженности дестабилизирует

плоскую свободную поверхность. Если же фронт волны

перпендикулярен касательному к плоской свободной

поверхности магнитному полю, то поле не влияет на

фазовую и групповую скорости волны. Наиболее опасны-

ми с точки зрения нарушения устойчивости свободной

поверхности являются волны, перпендикулярные каса-

тельной составляющей внешнего поля.

В настоящей работе рассмотрена распространяюща-

яся в горизонтальном направлении гармоническая вол-

на [8] в феррожидкости, находящейся в приложенном
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однородном горизонтальном магнитном поле. Гипотеза

о
”
жидком магните“, как и в [5,6], не используется.

Гармонические волны относятся к классу линейных

диспергирующих волн [9]. Рассмотрена волна, длина

которой мала по сравнению с толщиной жидкого слоя.

В отсутствие волны феррожидкость находится в состоя-

нии гидростатического равновесия.

Предполагается, что волновой вектор k образует

угол θ с вектором магнитного поля H0, возникающе-

го в момент включения электромагнита. В отличие

от [7] изучено влияние величины угла θ на фазовую

и групповую скорости волны, а также на уравнение

свободной поверхности в системе координат с осью x ,
параллельной вектору H0.

Близкий (к рассмотренному ниже) вопрос о картине

стационарных волн, вызванных на поверхности ферро-

жидкости движущимся в феррожидкости ненамагничива-

ющимся препятствием, изучен теоретически и экспери-

ментально в [10]. Найдено, что вертикальное магнитное

поле сужает конус стационарных волн и увеличивает их

амплитуды. При этом за препятствием в области следа

для линейно намагниченной феррожидкости уменьшает-

ся критическая величина напряженности магнитного по-

ля, определяющая возникновение неустойчивости Розен-

цвейга. Параллельное скорости препятствия магнитное

поле расширяет конус волн и уменьшает их амплитуды

до подавления стационарных волн. Перпендикулярное

скорости препятствия горизонтальное поле расширяет

конус волн и стабилизирует амплитуды.

1. Постановка задачи

Рассматривается поверхностная волна в феррожид-

кости, заполняющей контейнер с ненамагничивающи-

мися стенками. При включенном электромагните в

отсутствие волны свободная поверхность феррожидко-

сти, вектор намагниченности M0 = χ(H0)H0 и вектор

магнитной индукции B01 = µ0(H0 + M0) = µH0 горизон-

тальны. Здесь µ0 = 4π · 10−7 H/m — магнитная постоян-

ная, µ(H0) = µ0[1 + χ(H0)] — магнитная проницаемость

феррожидкости. Ввиду однородности магнитного поля

магнитная сила отсутствует. В атмосферном воздухе над

феррожидкостью B02 = µ0H0.

Обратимся к работе [11], в которой было прове-

дено экспериментальное исследование турбулентности,

вызываемой волнами на поверхности феррожидкости,

граничащей с воздухом и находящейся в однородном

горизонтальном магнитном поле. Водная феррожидкость

была приготовлена без использования стабилизирующе-

го органического вещества по методике, предложенной

в работе [12]. Стабилизация раствора достигается за

счет электрического заряда коллоидных частиц, вызы-

вающего взаимное отталкивание частиц. Феррожидкость

чувствительна к ионному составу несущей среды. Ста-

билизация реализуется при условии, что противоионами
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Рис. 1. Зависимость магнитной восприимчивости от напря-

женности поля.

в растворе являются слабополяризуемые ионы N(CH3)
+
4

и ClO−

4 .

В качестве примера возьмем из [11] численные ве-

личины определяющих параметров феррожидкости: ко-

эффициент поверхностного натяжения α = 0.059N/m,

плотность ρ = 1324 kg/m3 , начальная магнитная вос-

приимчивость χl = 0.69 , намагниченность насыщения

Ms = 16.9 kA/m.

С использованием функции Ланжевена [13]
L(a) = cth a − 1/a от модифицированного аргумента

a = σH0, где σ = 3χl/Ms , аппроксимируем, следуя [14],
экспериментальную кривую намагничивания кривой

M0(H0) = Ms L(σH0). (1)

Здесь χl = χ(H0) при H0 → 0, Ms = M0(H0) при

H0 → ∞.

При этом имеем χ(H0) = Ms
H0

L(σH0). График функции

χ = χ(H0) показан на рис. 1.

Введем декартову прямоугольную систему коорди-

нат x , y , z (рис. 2). Начало координат поместим на

плоской в отсутствие волны свободной поверхности.

Вектор H0 и ось x имеют одинаковое направление, а

ось z направлена противоположно вектору ускорения

свободного падения g. Обозначим через θ ∈ [0, π/2] угол
между вектором H0 и волновым вектором k = (kx , ky , 0).
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Рис. 2. Геометрия задачи и обозначения.

В рассматриваемой задаче θ = const является [15] одним
из критериев подобия.

В отсутствие волны давление в феррожидкости выра-

жается функцией p0(z ) = pa − ρgz , где pa — атмосфер-

ное давление. Пусть возвышение возмущенной волной

свободной поверхности — штриховая кривая на рис. 2 —

описывается уравнением z = ζ (x , y, t), где t — время.

Магнитные поля, возмущенные изменением

формы свободной поверхности, обозначим

H j(x , y, z , t)=[H0 + h jx(x , y, z , t)]ax +h jy(x , y, z , t)ay +
+h jz (x , y, z , t)az , j = 1, 2, где h jx(x , y, z , t),
h jy(x , y, z , t), h jz (x , y, z , t) — малые возмущения, а ax ,

ay , az — единичные векторы вдоль осей x , y , z . Индекс

j = 1 относится к области, занятой феррожидкостью,

а индекс j = 2 к находящемуся над феррожидкостью

воздуху.

Так как в рассматриваемых средах электрические

токи отсутствуют, то существуют потенциалы

ψ j(x , y, z , t) возмущений магнитных полей, и

можно записать h j(x , y, z , t) = ∇ψ j . При этом

H j(x , y, z , t) =
(

H0 +
∂ψ j

∂x

)

ax +
∂ψ j

∂y ay +
∂ψ j

∂z az .

Вектор магнитной индукции в области, заполненной

воздухом, равен

B2(x , y, z , t) = µ0

[(

H0 +
∂ψ2

∂x

)

ax +
∂ψ2

∂y
ay +

∂ψ2

∂z
az

]

.

(2)
Пренебрегая малыми второго порядка,

находим вектор намагниченности феррожидкости

M(x , y, z , t) = χ(H0)
[(

H0 + ∂ψ1

∂x

)

ax + ∂ψ1

∂y ay + ∂ψ1

∂z az
]

и

вектор магнитной индукции

B1(x , y, z , t)=µ0[1+χ(H0)]
[(

H0+
∂ψ1

∂x

)

ax +
∂ψ1

∂y
ay +

∂ψ1

∂z
az

]

.

(3)
В системе уравнений Максвелла одним из уравнений

является условие отсутствия свободных магнитных за-

рядов [16]. С учетом (2), (3) это условие записывается

следующим образом:

∂2ψ j

∂x2
+
∂2ψ j

∂y2
+
∂2ψ j

∂z 2
= 0, j = 1, 2. (4)

На свободной поверхности граничные условия магни-

тостатики имеют вид

z = 0 : ψ1 = ψ2, µ(H0)
∂ψ1

∂z
− µ0

∂ψ2

∂z
= µ0H0χ(H0)

∂ζ

∂x
.

(5)
В областях 1, 2 вдали от свободной поверхности

возмущения магнитных полей исчезают.

Линейная система уравнений гидродинамики записы-

вается следующим образом:

divu = 0, ρ
∂u

∂t
= −∇p1 + ρg + µ0H0χ(H0)∇

∂ψ1

∂x
. (6)

Здесь u = u(x , y, z , t) = (ux , uy , uz ) — скорость фер-

рожидкости, ρ — плотность, p1 = p1(x , y, z , t) — воз-

мущение давления, вызванное волной.

После введения потенциала скорости

u = ∇ϕ(x , y, z , t) первое уравнение (6) принимает

вид
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z 2
= 0, (7)

а из второго уравнения (6) следует линеаризованный

интеграл Коши−Лагранжа

p1(x , y, z , t) = −ρ ∂ϕ
∂t

− ρgz + µ0H0χ(H0)
∂ψ1

∂x
.

На свободной поверхности кинематическое и динами-

ческое условия записываются следующим образом:

z = 0 :
∂ζ

∂t
=
∂ϕ

∂z
,

ρ
∂ϕ

∂t
+ ρgz − µ0H0χ(H0)

∂ψ1

∂x
− α

(∂2ζ

∂x2
+
∂2ζ

∂y2

)

= 0.

(8)
Далее рассматриваются связанные между собой зада-

чи магнитостатики (4), (5) и гидродинамики (7), (8).

2. Анизотропия распространения
волны

Введем обозначение r = xax + yay . Пусть плоская в

начальный момент времени свободная поверхность ис-

пытывает малое возмущение, при котором координаты

точек самой поверхности и искомые функции в урав-

нениях (4), (7) выражаются с помощью нормальных

мод [17], пропорциональных exp[i(kr− ωt)]:

(ζ (x , y, t), ψ j(x , y, z , t), ϕ(x , y, z , t))

= (Z, 9 j(z ), 8(z )) exp[i(kr− ωt)], j = 1, 2. (9)

Здесь i — мнимая единица, k = kxax + kyay — вол-

новой вектор, Z — константа, а частота ω находится с

использованием уравнений (4), (7) и граничных усло-

вий (5), (8).
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Подставив выражения (9) в уравнения Лапласа (4),
(7), получаем

d2ψ1

dz 2
− k291 = 0,

d2ψ2

dz 2
− k292 = 0,

d28

dz 2
− k28 = 0, k2 = k2

x + k2
y . (10)

С учетом (9) граничные условия (5), (8) записываются
следующим образом:

z = 0 : 91=92, (1+χ(H0))
dψ1

dz
− dψ2

dz
= ikx ZH0χ(H0),

iωZ+
d8
dz

=0, iρω8−Z(ρg+αk2)+ikxµ0H0χ(H0)91 =0.

(11)
В области 1 легко указать стремящиеся к нулю при

z → −∞ решения первого и третьего уравнений (10):

91 = A1 exp(kz ), 8 = A2 exp(kz ). (12)

В области 2 имеем стремящееся к нулю при z → +∞
решение второго уравнения (10):

92 = A3 exp(−kz ). (13)

Здесь A1, A2, A3 являются произвольными константами.

При подстановке решений (12), (13) в граничные

условия (11) получаем систему линейных однородных

уравнений относительно A1, A2, A3, Z:

A1 − A3 = 0, [1 + χ(H0)]kA1 + kA3 − ikx ZH0χ(H0) = 0,

kA2+iωZ =0, ikxµ0H0χ(H0)A1+iρωA2−(ρg+αk2)Z =0.

(14)
Система (14) тогда и только тогда обладает решения-

ми, отличными от нулевого, когда ее определитель равен

нулю. Вычислив определитель и приравняв его нулю,

получаем дисперсионное соотношение

ω2 = gk +
µ0H2

0χ(H0) cos
2 θ

ρ[2 + χ(H0)]
k2 +

α

ρ
k3. (15)

Далее находим

A1 = A3 =
iH0χ(H0)Z cos θ

2 + χ(H0)
, A2 = − iω

k
Z. (16)

C использованием (9), (12), (16) находим решение

гидродинамической задачи (7), (8):

ϕ(x , y, z , t) =
ω

k
Zq(x , y, t) exp(kz ),

ζ (x , y, t) = Z cos[k(x cos θ + y sin θ) − ωt],

где q(x , y, t) = sin[k(x cos θ + y sin θ) − ωt].
Как и в случае волн на спокойной воде [9], основными

характеристиками волн являются фазовая c(k) = ω/k и

групповая C(k) = dω/dk скорости. В отличие от [9] эти

характеристики зависят также от параметров H0 и θ.

Учитывая (15), находим

c(k) =
[g

k
+ b(H0) cos

2 θ +
α

ρ
k
]1/2

, (17)

где b(H0) =
µ0H2

0χ
2(H0)

ρ(2+χ(H0))
,

C(k) = 0.5c(k)Q(k)/R(k),

где Q(k) = 1 + 2b(H0) cos
2 θ

g k + 3α
ρg k2,

R(k) = 1 + b(H0) cos
2 θ

g k + α
ρg k2.

При k = km =
√
ρg/α, θ ∈ [0, π/2] фазовая скорость

имеет минимум

cm = c(km) =
(

2

√

αg
ρ

+ b(H0) cos
2 θ

)1/2

.

Для рассматриваемой феррожидкости km = 4.69 cm−1.

Волновому числу km соответствует длина волны

λm = 2π/km = 1.34 cm. Как и в случае [9] обычной жид-

кости, cm = C(km) при θ ∈ [0, π/2].
В качестве примера исследуем влияние магнитного

поля напряженности H0 = 10 kA/m на фазовую и группо-

вую скорости пространственной волны при возрастании

θ ∈ [0, π/2].
На рис. 3 в плоскости (k, c) показаны про-

ходящие через точки (km, c(km, 0)), (km, c(km, π/4)),
(km, c(km, π/3)) графики функции (17). Из рисунка вид-

но, что для любого значения c(k) > c(km) в каждом

из случаев θ = 0, π/4, π/3 существует два допустимых

волновых числа.

По терминологии, используемой для описания диспер-

гирующих волн в обычной жидкости [9], в случае ферро-

жидкости область 0 < k < km является гравитационной

ветвью, а область k > km — капиллярной ветвью.

На рис. 4 показаны графики функции

s(k) = C(k)/c(k), построенные для θ = 0, π/4, π/3.

Видно, что c(k) > C(k) в интервале 0 < k < km, тогда

как c(k) < C(k) при k > km.

В работе [4] при выводе дисперсионного соотноше-

ния (42) использована система координат, у которой

ось x направлена противоположно вектору ускорения

свободного падения g, а оси y , z горизонтальны. При-

менительно к волне, длина которой мала по сравнению

с толщиной слоя феррожидкости, граничащей с возду-

хом, дисперсионное соотношение (42) после упрощения

принимает вид

ω2 = gk +
α

ρb
k3 +

µ0M2

ρb

kk2
y

βb(χ + 1) + k
,

где k =
√

k2
y + k2

z , βb =
(

χs +1
χ+1

k2
y + k2

z

)1/2
, χ = M

H , χs = dM
dH ,

ρb — плотность феррожидкости.

Отсюда находим

c(k) =
[g

k
+

α

ρb
k +

µ0H2χ2

ρb

cos2 θ

1 + (1− κ cos2 θ)1/2

]1/2

,

κ =
χ − χs

χ + 1
.
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Рис. 3. Влияние направления распространения волны на фа-

зовую скорость.
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Рис. 4. Влияние направления распространения волны на от-

ношение групповой скорости к фазовой скорости.

Таким образом, фазовая скорость волны зависит от на-

правления ее распространения по отношению к вектору

магнитного поля.

Заключение

Рассмотрена задача об анизотропии распространения

по свободной поверхности феррожидкости простран-

ственной короткой волны при воздействии однородного

горизонтального магнитного поля. Эффект анизотропии

проявляется в зависимости величин фазовой и группо-

вой скоростей от cos2 θ, где θ — величина угла между

вектором магнитного поля и волновым вектором.

На плоскости параметров (волновое число, фазовая

скорость) величина волнового числа km, реализующе-

го минимум фазовой скорости, разделяет гравитацион-

ную ветвь, где C(k) < c(k), и капиллярную ветвь, где

C(k) > c(k). При этом c(km) = C(km).
Если θ = π/2, то создаваемое волной изменение по

времени формы свободной поверхности не вызывает

появление магнитной силы. В этом случае при фиксиро-

ванной величине волнового числа фазовая и групповая

скорости волны в феррожидкости равны, соответствен-

но, фазовой и групповой скоростям волны в обыч-

ной жидкости, имеющей одинаковые с феррожидкостью

плотность и коэффициент поверхностного натяжения.
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