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Представлено аналитическое решение задачи о прогреве композитной сферической капли, состоящей из

микрокапли воды, расположенной в центре капли жидкого углеводорода, обтекаемого горячим потоком газа.

На границе сред заданы условия сопряжения, на внешней границе — условие теплообмена. Нестационарная

температура капли представляется разложением по собственным функциям задачи Штурма−Лиувилля.

Результаты расчетов по полученной аналитической формуле удовлетворительно согласуются с эксперимен-

тальными данными.
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Эмульсии органического топлива и воды перспектив-

ны с точки зрения снижения выбросов экологически

вредных веществ и увеличения эффективности диспер-

гирования капель органического топлива в результате

вскипания микрокапель воды, расположенных внутри

капли углеводорода. Исследования композитных топ-

лив проводятся экспериментальным и теоретическим

путем [1–6].
В ряде работ [7–9] предложены простая матема-

тическая модель и приближенное решение задачи о

прогреве капли композитного топлива. В этих работах

капля представляется сферическим объемом тяжелого

углеводорода (дизельного топлива), в центре которого

расположена микрокапля воды. Задача решается в пре-

небрежении конвективным движением жидкости внутри

неизотермической капли. Это упрощение справедливо

для капель высоковязкого дизельного топлива диамет-

ром меньше нескольких миллиметров.

Методика решения модельной задачи, предложенная

в [7], является необоснованно громоздкой и трудно-

воспроизводимой. С точки зрения современных мето-

дов математической физики решение задачи получается

стандартным разложением по собственным функциям

задачи Штурма−Лиувилля. Кроме того, метод реше-

ния [7] обладает рядом принципиальных неточностей.

Во-первых, в постановке задачи вместо граничного усло-

вия третьего рода, соответствующего условиям экспери-

ментов, выставляется граничное условие первого рода.

Во-вторых, некорректно описано распределение темпе-

ратуры в углеводороде. Уравнения Бесселя имеют два

независимых решения: функция Бесселя первого рода,

имеющая конечное значение в нуле, и второго рода с

логарифмической расходимостью в нуле. В углеводороде

в распределение температуры должны входить сфериче-

ские функции Бесселя как первого, так и второго рода.

В-третьих, при корректном решении задачи получается

аналитическая формула в виде ряда по собственным

функциям, не требующая численного интегрирования по

времени. В любой момент времени в любой точке капли

значение температуры следует из формулы решения.

Цель настоящей работы — представить краткое изло-

жение стандартного метода нахождения аналитического

решения на основе разложения по системе ортогональ-

ных собственных функций.

На рис. 1, а показан эскиз задачи. Сферическая капля

жидкого углеводорода (Oil) и расположенная в центре

микрокапля воды (Water) с начальной температурой

попадают в поток горячего газа с температурой 2G .

В результате нагрева капли температура поверхности

микрокапли воды за время tboil достигает температуры

кипения 2Wboil . На рис. 1, b показан пример расчета

распределения температуры внутри композитной капли

по аналитическому решению, описанному далее.

Для экспериментальных условий, с которыми прово-

дится сопоставление результатов расчетов, вклад ра-

диационного переноса тепла существенно меньше, чем

конвективного, и в расчетах не учитывается. Уравнение

для температуры композитной капли и начальное рас-

пределение температуры имеют вид

ρc
∂2

∂t
= λ12, 2

∣

∣

∣

t=0
= 20. (1)

Здесь ρ, c , λ — плотность, теплоемкость и коэффици-

ент теплопроводности композитной капли; температуру

воды и углеводорода обозначаем как

2(r, t) =

{

2W (r, t), r < RW ,

2O(r, t), RW < r < RO,
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где RW , RO — радиусы капли воды и поверхности капли

углеводорода; теплофизические свойства углеводорода и

воды различны

ρ, c, λ =

{

ρW , cW , λW , r < RW ,

ρO, cO, λO, RW < r < RO .

На границе сред выполняются условия сопряжения

(непрерывность температуры и теплового потока):

2W

∣

∣

r=RW
= 2O

∣

∣

r=RW
, −λW

∂2W

∂r

∣

∣

∣

r=RW

= −λ0
∂2O

∂r

∣

∣

∣

r=RW

.

(2)
На поверхности капли ставится граничное условие

конвективного теплообмена согласно гипотезе Ньютона.

Учитывается, что тепло, переданное капле, расходуется

на ее прогрев и на испарение жидкости с поверхности

капли:

−λO
∂2O

∂r

∣

∣

∣

∣

r=RO

= αO

(

2O

∣

∣

r∈RO
−2G

)

− ρO1HO
dRO

dt
. (3)

Здесь αO — коэффициент теплоотдачи при обтекании

испаряющейся капли горячим газом [10], 1HO — энталь-

пия испарения.

В центре капли выставляется граничное условие сим-

метрии
∂2W

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= 0. (4)

За время прогрева композитных капель до темпера-

туры кипения воды объем капли углеводорода за счет

испарения меняется незначительно, и в дальнейшем

радиус капли считается постоянным dRO/dt = 0 [9].
Уравнение (1), условия сопряжения (2), граничное

условие (3) без учета изменения объема капли и усло-

вие симметрии (4) приводятся к безразмерному виду.

Безразмерные температуры воды и углеводорода равны

2∗

W = (2W −2G)/2G , 2
∗

O = (2O −2G)/2G . Безразмер-

ная координата равна r∗ = r/RO . Безразмерное время

определяется как t∗ = κOt/R2
O (κO = λO/(ρOcO) — ко-

эффициент температуропроводности углеводорода). Да-
лее звездочкой обозначены безразмерные переменные.

Решение задачи (1)−(4) в безразмерной форме ищем

в виде ряда по сферическим функциям Бесселя нулевого

порядка. В углеводороде в распределение температуры

включены сферические функции Бесселя первого и вто-

рого рода, а в микрокапле воды — первого рода, которые

автоматически удовлетворяют условию симметрии (4).
Ставится задача Штурма−Лиувилля для расчета соб-

ственных функций и собственных значений оператора

Лапласа с разрывным коэффициентом переноса. Из

условий сопряжения определяется функциональный вид

собственных функций.

Из граничного условия (3) следует характеристиче-

ское уравнение, из которого численно находятся соб-

ственные значения. На рис. 2, а показан вид функции

9O(ω∗), корни которой ω∗

n являются собственными
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Рис. 1. Эскиз задачи (а) и пример динамики прогрева

композитной капли (b).

значениями. Перелом собственных функций задачи на

линии раздела сред (рис. 2, b) обусловлен различием

в теплофизических свойствах воды и углеводорода. Ди-

намику безразмерной температуры внутри композитной

капли иллюстрирует рис. 1, b. Расчет проводится по

аналитической формуле

2∗(r∗, t∗) =
∞
∑

n=1

An exp(−ω∗2
n t∗)X∗

n (r∗), (5)

где An — коэффициенты разложения, определяемые

исходя из начального распределения температуры,

An =
1

‖ X∗
n ‖2

1
∫

0

ρ∗c∗2∗

0(r
∗)X∗

n (r∗)r∗2dr∗,

‖ X∗

n ‖2=

1
∫

0

ρ∗c∗X∗2
n (r∗)r∗2dr∗.
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Рис. 2. а — иллюстрация решения характеристического урав-

нения. Точки показывают собственные значения ω∗

n , объемная

доля воды χW = 22%. b — собственные функции X∗

n (r∗) задачи
Штурма−Лиувилля разных порядков: n = 7 (1) и 5 (2).

Здесь c∗, ρ∗ — разрывные теплоемкость и плот-

ность композитной капли, ‖ X∗

n ‖ — норма собственной

функции.

При расчетах задается диаметр капли углеводорода,

диаметр микрокапли воды определяется исходя из ве-

личины объемной концентрации, указанной в экспери-

ментах. Выставляются температура горячего газа, обте-

кающего каплю, скорость газа, начальная температура

композитной капли. В безразмерных координатах из

аналитической формулы находится момент времени до-

стижения поверхностью микрокапли воды температуры

кипения. Это время принимается за время ожидания

микровзрыва.

В расчетах учитываются первые 31 член разложения

(5) по собственным функциям. Увеличение числа членов

ряда не приводит к существенному изменению результа-

тов расчета.

В экспериментах [7–9,11] регистрируется время про-

грева композитной капли до температуры начала ки-

пения воды, которое принимается за время ожидания

микровзрыва.

На рис. 3 представлены результаты расчетов вре-

мени прогрева поверхности микрокапли воды до тем-

пературы кипения по аналитической формуле (5).
В качестве модельного углеводорода выбран н-додекан

(n-dodecane C12H26 [7]). На рис. 3, а показано влияние

начальной температуры композитных капель диаметром

50 < dO < 200 µm на время прогрева до микровзрыва.
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Рис. 3. Сопоставление результатов расчета времени про-

грева капель композитного топлива с экспериментальными

данными. а — влияние начальной температуры композитных

капель диаметром 50 < dO < 200 µm на время прогрева до

микровзрыва. Точки 1 — экспериментальные данные [7,8],
точки 2 — результаты расчетов по модели [7]. Кривые —

результаты расчетов по формуле (5) при температуре капель

20
Oil = 363 (3), 353 (4) и 343 K (5). b — зависимость времени

tboil для капель диаметром dO = 3mm от температуры газа 2G .

Точки — экспериментальные данные [11], линии — расчет по

формуле (5) при скоростях обтекающего газа UG = 1 (1) и

2m/s (2).
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С ростом размера капли увеличивается доля радиаци-

онного переноса тепла, что сокращает время ожида-

ния микровзрыва. Вследствие нелинейности граничного

условия, учитывающего радиационный перенос тепла,

получить замкнутое аналитическое решение в этом

случае затруднительно. Поэтому при выводе аналитиче-

ского решения перенос тепла за счет излучения не учи-

тывается. Отметим, что это приближение используется

в цитированных работах.

Из рис. 3, а видно, что результаты расчетов по мо-

дели [7] лежат существенно ниже экспериментальных

данных. На рис. 3, b показано влияние температуры газа

на время прогрева капель диаметром dO = 3mm (объем
VO ≈ 15µl) потоком горячего газа. В экспериментах [11]
скорость газа UG = 2m/s.

В течение эксперимента капли подвешены на спе-

циально скрученных проволочках и сохраняют фор-

му, близкую к сферической. Температура кипения

н-додекана более 200◦C. Расчеты показывают, что за

время достижения микровзрыва температура поверх-

ности углеводорода была не менее чем на 50◦C ни-

же температуры кипения. Давление насыщенных паров

тяжелого углеводорода при температуре поверхности

капли низкое, и за время эксперимента уносом массы

с поверхности за счет испарения можно пренебречь.

Этот вывод подтверждается также оценками, представ-

ленными практически во всех цитированных работах.

Слабое внутреннее конвективное движение высоковяз-

кой жидкости регистрируется только в крупных каплях

с размером более 3mm [11]. В расчетах переносом

тепла за счет внутренней конвекции вязкого н-додекана

пренебрегается.

Таким образом, в работе представлено аналитиче-

ское решение задачи о прогреве капли композитного

топлива углеводород−вода. На основе сопоставления

с экспериментальными данными можно сделать вывод,

что корректное решение задачи приводит к удовле-

творительному согласию с экспериментом в отличие

от результатов расчетов по модели [7] и не требует

дополнительных эмпирических модификаций [8,9].
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