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Методом Томаса–Ферми–Патила получен модельный потенциал ридберговского электрона, движущегося

в поле атомного остова с замкнутыми оболочками. В квазиклассическом приближении вычислены квантовые

дефекты ридберговских состояний. Продемонстрирована необходимость совместного учета экранированной

и поляризационной компонент модельного потенциала. Найдены значения радиуса
”
обрезания“ в формуле

поляризационного потенциала для ридберговского электрона. Уточнены границы применимости метода

Томаса–Ферми–Патила для расчета квантовых дефектов: остовы щелочных атомов K, Rb, Cs подгруппы

IA и подобных им однозарядных щелочноземельных ионов Ca+, Sr+, Ba+ подгруппы IIA Периодической

системы, где существенно проникающие s -, p- и d-состояния ридберговского электрона имеют квантовый

дефект, превышающий единицу. Предложенный подход может найти применение в тестировании точности

различных функционалов плотности и модельных потенциалов.
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Введение

Ридберговскими атомами (ионами) называются воз-

бужденные атомы (ионы), в которых один или несколько

электронов имеют большое главное квантовое число

(вплоть до n ∼ 1000) [1]. Несмотря на открытие рид-

берговских серий в атомных спектрах И. Я. Бальмером

в 1885 г., интерес к ридберговским состояниям в по-

следние два десятилетия лишь возрастает [2]. Такие

атомы обладают специфическими свойствами, в част-

ности, аномально сильным откликом на воздействие

внешних электромагнитных полей и большим временем

жизни.

Ридберговские атомы (РА) важны для фундаменталь-

ной физики. Например, радиационные времена жизни

атомов в метастабильных ридберговских состояниях в

оптических ловушках [3] требуются и для понимания

данных, получаемых в астрофизических наблюдениях

межзвездного пространства, и для тестирования Стан-

дартной Модели [4]. Диамагнитные восприимчивости в

РА достигают аномально высоких значений ∼ n4 [5].
Большие размеры (∼ 1 µm) и высокие восприимчивости

РА определяют важнейшие свойства плазмы [6]. Как

следствие — проявление новых нелинейных свойств

ридберговской материи, например, дипольной блока-

ды [7], электроиндуцированной прозрачности [8] и

существенно нелинейного поведения взаимодействую-

щих РА на уровне отдельных оптических фотонов [9–
13]. Среди многочисленных прикладных областей при-

менения РА можно отметить высокоточные измере-

ния [14,15].
Спектр РА подобен водородному с заменой n → n − µ,

где µ — квантовый дефект (КД), являющийся основной

характеристикой ридберговских состояний. Поэтому РА

удобны для теоретического исследования. Однако по-

лучение радиальной волновой функции ридберговско-

го электрона (РЭ) затруднено ввиду большого числа

осцилляций (∼ n). Таким образом, возникает проблема

получения значений КД и понимания механизмов его

возникновения. Первые точные расчеты ридберговско-

го спектра магния выполнены в работе [16] методом

сильной связи, учитывающим кулоновское, мультиполь-

ное и поляризационное взаимодействия. Аналогичные

результаты для неона получены в работе [17] с ис-

пользованием функционала Кона–Шэма. Ридберговский

спектр кальция был вычислен в работе [18] мето-

дом самосогласованного поля. В работе [19] атомы

группы углерода исследовались с использованием R-
матричного подхода. Наконец, в последнее время в

расчетах ридберговских спектров получило распростра-

нение использование различных модельных потенциа-

лов [20]. Существенным недостатком перечисленных ме-

тодов является их применимость только к конкретному

атому.

Модельный потенциал РЭ было бы удобно полу-

чать численно методом Томаса–Ферми (ТФ). Данный

статистический метод можно рассматривать в качестве

квазиклассического предела уравнений Хартри–Фока.

В последнее десятилетие метод ТФ нашел успешное
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применение в исследовании свойств нагретой плазмы в

присутствии внешних электромагнитных полей [21,22].
Однако метод ТФ плохо воспроизводит электронную

плотность возле ядра и на периферии остова оста-

точного иона. Именно эти области важны в расчетах

спектров РЭ. Попытки улучшения метода ТФ пред-

принимались неоднократно [23–26]. Наиболее удобным

вариантом для практического использования является,

по-видимому, модификация модели ТФ, предложенная

С. Патилом [27,28]. Данная реализация метода ТФ будет

называться в дальнейшем моделью Томаса–Ферми–Па-

тила.

Поляризационный потенциал остова оказывает замет-

ное влияние на движение РЭ [29]. Его аналитическое

выражение, как правило, содержит свободные парамет-

ры. Корреляционный поляризационный потенциал, не

содержащий свободных параметров, для рассеяния элек-

тронов на атомах был получен в [30]. Однако авторы [30]
ограничились лишь атомом гелия.

Первые успешные расчеты КД в рамках модели

Томаса–Ферми–Патила были сделаны автором для неко-

торых атомов и ионов в работе [31]. Однако появив-

шиеся к настоящему времени новые данные по рид-

берговским уровням в базе [32] позволяют провести

более детальное изучение КД и поляризационного взаи-

модействия РЭ с остовом, существенно расширив набор

исследуемых атомов и ионов.

Целью работы является развитие простого одноча-

стичного метода модельного потенциала для вычисления

КД ридберговских состояний единственного электрона,

движущегося над остовом, состоящим из замкнутых

оболочек. Примером таких систем являются атомы

группы I, а также ионы элементов группы II Периоди-

ческой системы. Эти атомы и ионы часто используются

в физике ридберговских состояний [12,33]. В основу

будет положен метод Томаса−Ферми−Патила. После

сопоставления результатов с референтными данными

предполагается вычисление и анализ параметров поля-

ризационного взамодействия РЭ с остовом. В результате

в дополнение к [31] будут уточнены границы примени-

мости метода Томаса−Ферми−Патила.

Необходимые формулы выведены в разд. 1. В разд. 1.1

описана общая структура модельного потенциала РЭ

и перечислены свойства поляризационной компоненты.

В разд. 1.2 излагается метод Томаса–Ферми–Патила для

вычисления экранированной и поляризационной компо-

нент потенциала РЭ. В разд. 1.3 выведена квазиклас-

сическая формула квантового дефекта РЭ в модельном

потенциале. Численные результаты приводятся и обсуж-

даются в разд. 2. Квантовые дефекты анализируются

в разд. 2.1, радиусы ≪обрезания≫ поляризационного

потенциала — в разд. 2.2. Основные выводы даются

в Заключении. Громоздкие промежуточные выкладки,

использованные при выводе формулы квантового де-

фекта, приведены в приложении. Всюду, где не ого-

ворено особо, используется атомная система единиц

(ℏ = e = me = 1).

1. Теоретическая модель для расчета
квантовых дефектов

В данной работе рассматривается движение РЭ в

нейтральном атоме щелочного элемента, в однократно

заряженном катионе щелочноземельного элемента и т. д.

В этом случае на РЭ действует кулоновское поле

точечного ядра с зарядовым числом Z и электростати-

ческое поле Nc -электронного остова остаточного иона,

состоящего только из замкнутых оболочек. Поэтому

нелокальное обменное взаимодействие в гамильтониане

РЭ отсутствует, что позволяет ограничиться потенциаль-

ным подходом в описании движения РЭ. Это означает,

что электрон будет двигаться в некотором центральном

поле VRyd(r), не содержащем мультипольных компонент

и удовлетворяющем условию

VRyd(r) →
{
−Z/r, при r → 0,

−z/r, при r → ∞.
(1)

Здесь z = Z − Nc — заряд остаточного иона. Для ней-

трального атома z = 1, для однократного иона z = 2

и т. д.

1.1. Модельный потенциал ридберговского

электрона

В данном подразделе анализируется структура мо-

дельного потенциала VRyd(r). Можно предположить, что

потенциал РЭ в атоме (или ионе) состоит из двух

слагаемых:

VRyd(r) = −φscr(r) − φpolar(r). (2)

Здесь φscr(r) — потенциал остаточного иона. Он

представляет собой потенциал ядра, частично экрани-

рованного оболочками остова, и поэтому подчиняется

граничным условиям:

rφscr(r) ≈
{

Z, при r → 0,

z + h(r) e−qr , при r → ∞,
(3)

где q > 0 — некоторая константа экранировки, функция

h(r) может возрастать не быстрее экспоненты. Потен-

циал φscr(r) не содержит мультипольных компонент

вследствие сферической симметрии остова.

Слагаемое φpolar(r) обусловлено обратным воздей-

ствием РЭ на остов остаточного иона. Между РЭ и осто-

вом действуют электростатические силы отталкивания и

поэтому остов несколько деформируется (рис. 1). Други-
ми словами, кулоновское поле РЭ вызывает деформацию

(или поляризацию) остова. Деформация остова приводит
к появлению в потенциале дополнительного слагаемого

φpolar(r), которое оказывает добавочное воздействие на

РЭ.
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Рис. 1. Поляризация остова ридберговским электроном.

Для получения явного вида φpolar(r) необходимо в

первую очередь исследовать отклик остова на посто-

янное внешнее электростатическое поле с потенциалом

V (r). Его 2L-польная компонента VL имеет вид:

VL(r) = −ζL

Nc∑

i=1

rL
i PL(cos θi), (4)

где угол θi задает ориентацию радиус-вектора i-го элек-

трона ri относительно электрического вектора диполь-

ной компоненты, PL — полином Лежандра, ζL — малый

параметр.

Если напряженность поля (4) много меньше внутри-

атомной, то потенциал остова получит малую добавку

δφL(r) = ζLηL(r)PL(cos θ) = ζL

√
4π

2L + 1
ηL(r)YL0(r̂),

(5)
где r̂ ≡ r/r , YLM(r̂) — сферическая функция, а функция

ηL(r) удовлетворяет граничным условиям:

ηL(r) ≈
{

aLrL, при r → 0,

rL − αL/rL+1, при r → ∞,
(6)

где aL и αL — подлежащие определению константы.

Электронная плотность ρ(r) > 0 связана с электроста-

тическим потенциалом φ(r) в любой точке пространства

уравнением Пуассона:

∇2φ(r) = 4πρ(r).

Вне области распределения заряда уравнение Пуассона

становится однородным и превращается в уравнение

Лапласа. Шаровые функции rLYLM(r̂) и r−L−1YLM(r̂) удо-

влетворяют уравнению Лапласа, поэтому в соответствии

с (5), (6)

∇2δφL(r) ≈ 0, r → 0, ∞.

На следующем шаге необходимо вычислить поправку

к энергии кулоновского взаимодействия РЭ с остовом,

обусловленную поляризацией. Для этого следует вос-

пользоваться мультипольным разложением кулоновско-

го потенциала, созданного РЭ:

|r − r
′|−1 =

∞∑

L=0

rL
<

rL+1
>

PL(cos θ), (7)

где r — координата РЭ, r′ — координата точки наблю-

дения электрического поля РЭ (рис. 1), r< = min(r, r ′),
r> = max(r, r ′), θ = (r̂, r′).

Классическая скорость РЭ на боровской орбите много

меньше скоростей электронов внутри остова, поэтому

можно заключить, что конфигурация остова успева-

ет ≪следовать≫ за ридберговским электроном. Данная

ситуация отчасти аналогична условию применимости

приближения Борна−Оппенгеймера в молекуле. Таким

образом, можно пренебречь эффектами запаздывания у

электромагнитного поля атома и ограничиться учетом

электростатических эффектов. Поскольку радиус класси-

ческой ридберговской орбиты существенно превосходит

радиус остова, то в разложении (7) достаточно полагать

r< = r ′, r> = r . После этого разложение (7) примет

вид, аналогичный (4) с малым параметром ζL = −r−L−1.

Малость поляризационного взаимодействия позволяет

рассматривать вклад каждой мультипольной компоненты

независимо.

Поправка δφL содержит в себе не только измене-

ние потенциала, созданного деформацией остова, но и

вынуждающий потенциал (см. граничное условие (6)
при r → ∞), создаваемый РЭ. Поэтому для получения

φpolar необходимо исключить это самодействие из ηL. В

результате

φpolar(r) ≈ 1

2

∞∑

L=1

rL − ηL(r)

rL+1
. (8)

Аналитическое выражение для ηL(r) не существует.

Тем не менее, в соответствии с (6) асимптотическая

поправка к потенциалу РЭ, обусловленная дипольной

компонентой, дается сравнительно простой модельной

формулой

φpolar(r) ≈ α1

2r4
, r → ∞ (9)

[34], где α1 — дипольная поляризуемость остова. В вы-

ражении (9) пренебрегается вкладом высших мультипо-

лей, т. е. учитывается вклад лишь дальнодействующей

компоненты. Следует заметить, что в случае незамкнуто-

го остова с ненулевым полным орбитальным моментом

поляризационный потенциал на бесконечности спадал

бы медленнее: φpolar(r) ∼ r−3 .

Непосредственное использование модельной формулы

(9) вместо (8) в расчете спектра РЭ невозможно по

причине падения электрона на центр в поле ∼ r−4 при
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r → 0. Поэтому на практике выражение (9) ≪обрезает-

ся≫ в окрестности нуля, т. е. заменяется регулярным в

нуле выражением

φpolar(r) ≈ α1

2r4

(
1− e−r 6/r 6c

)
, (10)

содержащим свободный параметр rc . Данный параметр

(радиус ≪обрезания≫) подбирается эмпирически, напри-

мер, таким образом, чтобы результат был устойчив к его

вариациям, и имеет порядок размера остова. Выражение

(10) часто используется для описания взаимодействия

атома с медленными заряженными частицами. Наряду

с (10) встречаются и другие формы регуляризации

φpolar(r), например:

φpolar(r) ≈ α1r2

2(r2c + r2)3
, (11)

φpolar(r) ≈ α1

2(r2c + r2)2
. (12)

Следует отметить, что ≪точное≫ выражение (8) тоже

требует регуляризации в нуле, поскольку оно было по-

лучено в приближении r ≫ r ′ . Вне этого приближения

пертурбативный подход неприменим. О регуляризации

(8) говорится подробнее в следующем подразделе.

Таким образом, для практических расчётов спектров

РЭ в потенциальном подходе необходимо использовать

экранированный потенциал ядра φscr(r) и дипольную

поляризуемость остова α1.

1.2. Метод Томаса–Ферми–Патила

В настоящем подразделе излагается современная мо-

дификация статистического метода ТФ для вычисления

экранированной φscr и поляризационной φpolar компонент

потенциала (2).

1.2.1. Экранированный потенциал Метод ТФ яв-

ляется одним из способов получения потенциала φscr,

создаваемого ядром с зарядом Z и остовом с Nc элек-

тронами в ридберговском атоме или ионе. Данный ме-

тод требует решения единственного дифференциального

уравнения вместо системы уравнений Хартри–Фока.

Как известно, в основе метода ТФ лежит уравнение

Пуассона, которое для сферически симметричного рас-

пределения экранирующего заряда имеет вид

1

r
d2

dr2
[φscr(r)] = 4πρ0(r), (13)

где ρ0(r) — локальная электронная плотность в остове.

В модели ТФ электроны представляются полностью

вырожденным идеальным газом, подчиняющимся стати-

стике Ферми−Дирака и находящимся в поле атомного

ядра. Тогда плотность ρ0 и потенциал φscr будут связаны

соотношением:

ρ0(r) =
1

3π2
{2[φscr(r) − Ec ]}3/2 +

11

9π3
{2[φscr(r) − Ec ]},

(14)

где Ec – энергия ионизации остова.

Первое слагаемое в (14) имеет статистическую приро-

ду. Оно было получено Томасом [35] и Ферми [36]. Вто-
рое слагаемое учитывает обменные (дираковские) [37]
и квантовые (швингеровские) [38] поправки. Поэтому

электронную плотность в форме (14) иногда называют

моделью Томаса−Ферми−Дирака−Швингера (ТФДШ).
Следует отметить, что выражение (14) является частным
случаем функционала плотности.

Модель ТФДШ (14) применима в классически доступ-

ной области, т.е. при выполнении условия

Ec < φscr(r). (15)

Другими словами, модель ТФДШ может быть использо-

вана в интервале

Z−1 . r . (Z − Nc + 1)−1, (16)

где применимо квазиклассическое приближение для

электронов остова.

Однако формула (14) дает неверный результат вблизи

ядра и на далеких расстояниях, т. е. при нарушении (16).
Дело в том, что наряду с неприменимостью квазикласи-

ческого приближения в этих областях электронная плот-

ность мала, и поэтому законы статистической физики

не выполняются. Модификация метода ТФДШ, позво-

ляющая обойти указанную трудность, была предложена

С. Патилом в работах [27,28]:

ρ0(r) =

{
1

3π2

[
2r(φscr − Ec)

r + c1

]3/2

+
11

9π3

[
2r(φscr − Ec)

r + c1

]}
θ(φscr − Ec)

+
A
4π

(
2κr

2κr + 1

)v (
r +

1

2κ

)
−2β

×
(
1− κc2

2κr + 1

)2

e−2κr . (17)

Здесь

κ =
√
2Ec , β = 1− z/κ, z = Z − Nc + 1

— заряд остаточного иона. Функция Хевисайда

θ(φscr − Ec) обеспечивает выполнение условия (15), и

поэтому первое слагаемое в (17) описывает локальную

электронную плотность в классически доступной обла-

сти движения электронов. Константа c1 вводится для

описания зарядовой плотности вблизи ядра. Ее значение

может быть получено численным решением уравнения

[
3

(
2Z
c1

)1/2

+
22

3π

][
g ′(0) − Ec −

Z
c1

]

= −(2Z)2

[(
2Z
c1

)1/2

+
11

3π

]
, (18)
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g(r) = rφscr(r)

методом итераций, выбирая в качестве нулевого при-

ближения c1 ≃ 0.95Z−1.05. А именно вначале уравнение

(13) решается с правой частью в виде (17) и с вели-

чиной c1 нулевого приближения; затем из уравнения

(18) получается первое приближение для c1. Далее

цикл повторяется до тех пор, пока различие между

последовательными значениями c1 не станет меньше за-

данной величины. Различие между точным и начальным

значениями c1 может достигать 10%. Таким образом, ме-

тод Томаса−Ферми−Патила содержит в себе элементы

метода самосогласованного поля. Множитель r/(r + c1)
вводится для устранения сингулярности в нуле.

Второе слагаемое в (17) описывает асимптотический

вид электронной плотности вдали от ядра в классически

недоступной области движения. Для больших и малых

значений Nc

v =

{
2, при 2 6 Nc 6 17,

4, при Nc > 18.

Константа c2 определяется орбитальным квантовым чис-

лом электрона на внешней оболочке остова lc соотноше-

нием

c2 =
1

κ
(β + lc)(β − lc − 1) − 1

2κ
(v + 2β). (19)

Значение константы A может быть найдено из первого

граничного условия (3) к уравнению (13):

rφscr(r) → Z, r → 0. (20)

В практических вычислениях вместо нуля можно

использовать малое расстояние до ядра, например,

∼ 10−6 Bohr.

Второе граничное условие следует из (3). Оно обу-

словлено поведением электронной плотности на бес-

конечности и в рамках модели Томаса−Ферми−Пати-

ла [28] принимает вид:

rφscr(r) → Z − Nc + A
[

f (v + 2β)

− c2 f (v + 2β + 1) +
1

4
c2
2 f (v + 2β + 2)

]
, (21)

r → ∞,

где

f (a) →
{

1

(2κ)2
+

2

(2κ)3

[
v + 1

r
− 2κa

2κr + 1

]

+
3

(2κ)4

[
v + 1

r
+

4κ2a(a + 1)

(2κr + 1)2
− 4κa(v + 1)

r(2κr + 1)

]
+ . . .

}

× rv+1

(r + 1/2κ)a
e−2κr .

На практике вместо бесконечности в настоящей работе

используется расстояние ∼ 4N1/3
c Bohr, существенно

превосходящее радиус остова.

Уравнение Пуассона (13) с учетом (17) становится

нелинейным.

Таким образом, модификация, предложенная Пати-

лом, вводит в традиционную модель ТФДШ, содер-

жащую только параметры Z и Nc , два дополни-

тельных параметра: lc и Ec . В отличие от модели

ТФДШ модель Томаса−Ферми−Патила формально сни-

мает ограничения (15) и (16). В частности, модель

Томаса−Ферми−Патила корректно воспроизводит элек-

тронную плотность на периферии остова и может быть

использована для решения задач, в которых требуются

волновые функции в асимптотически далекой области,

например, в исследовании взаимодействия атомов с

оптическим излучением. Однако, фактическая примени-

мость модели Томаса−Ферми−Патила требует дополни-

тельного исследования.

1.2.2. Поляризационные поправки Если оста-

точный ион подвергается воздействию 2L-польного по-

тенциала (4), то его электронная конфигурация дефор-

мируется, приводя к поляризации. Если потенциал (4)
мал по сравнению с полем внутри остова, то его влия-

ние можно рассматривать как возмущение и учитывать

соответствующей поправкой к локальной электронной

плотности в модели Томаса−Ферми−Патила:

φ → φscr + δφL = φscr + ηL(r)PL(cos θ).

Функция ηL(r) может быть получена из решения нели-

нейного уравнения [28]:

1

r
d2

dr2
(rηL) −

L(L + 1)

r2
ηL = 4π

{
1

2π2

[
2r

r + c1

]3/2

× (φscr − Ec)
1/2+

11

9π3

[
2r

r + c1

]}
θ(φscr − Ec) ηL

+
2ArL+1

κ(L + 1)

(
2κr

2κr + 1

)v

(r + 1/2κ)−2β

×
[
1− κc3

2κr + 1

]2

e−2κr . (22)

Здесь константа c3 определяется по аналогии с c2 (19):

c3 = −(v + 2β)/2κ.

Выбираются только те решения (22), которые удо-

влетворяют граничным условиям (6). Константы aL и αL

определяются из уравнений

ηL(R0) = RL
0 −

αL

RL+1
0

, η′
L
(R0) = LRL−1

0 + (L + 1)
αL

RL+2
0

,

(23)
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откуда

αL =
RL+1
0

L + 1
[R0η

′

L
(R0) − LRL

0 ]. (24)

Константа aL входит в (23) неявно через ηL. Расстояние

R0 выбирается большим по сравнению с радиусом осто-

ва (как сказано выше, в настоящей работе полагается

R0 ≈ 4N1/3
c ). Константа αL названа в [28] 2L-польной

поляризуемостью (при L = 1 она совпадает с обычной

дипольной поляризуемостью α; при L = 2 она отлича-

ется от обычной гиперполяризуемости γ постоянным

множителем: α2 = γ/48).
Поляризационное взаимодействие (8) в модели То-

маса – Ферми – Патила регуляризируется тем же

способом, что и плотность (17):

φpolar(r) ≈ 1

2

(
r

r + c1

)v ∞∑

L=1

rL − ηL(r)

rL+1
. (25)

Как показывают расчеты, основной вклад в поляриза-

ционные поправки вносит только дипольная компонента

φpolar, т.е. достаточно учитывать лишь VL(r) с L = 1.

Вклад недипольных слагаемых VL(r) в φpolar обычно не

превышает ∼ 0.1%.

1.3. Квазиклассическая формула квантового

дефекта

Энергетический спектр РЭ вследствие кулоновской

асимптотики потенциала VRyd(r) при r → ∞ удобно

описывать выражением

Enl = − z 2

2ν2nl

, (26)

где n и l — соответственно главное и орбитальное

квантовые числа,

νnl = n − µnl

— эффективное главное квантовое число (нецелое),
µnl — квантовый дефект, который при выполнении

условия

n ≫ max(l, 1) (27)

перестает зависеть от n:

lim
n→∞

µnl = µl . (28)

Вычисление КД µl является основной целью данного

подраздела.

Без учета спина волновая функция РЭ в состояниях

с определенными значениями квадрата орбитального

момента и его проекции факторизуется на радиальную

и угловую части:

ψnlml(r) =
1

r
Rnl(r)Ylml (r̂),

где ml — магнитное квантовое число.

Радиальная волновая функция Rnl(r) удовлетворяет

радиальному уравнению Шредингера с учетом (26)

−1

2

d2Rnl

dr2
+

[
l(l + 1)

2r2
+ VRyd(r)

]
Rnl = − z 2

2ν2nl

Rnl (29)

и нормирована на единицу условием

∫
∞

0

R2
nl(r) dr = 1.

Возбужденные состояния щелочных атомов иссле-

довались в модельном потенциале в пионерской ра-

боте [39]. Потенциал VRyd(r) был получен методом

Томаса−Ферми с поправкой Амальди [40]. Для исправ-

ления влияния некорректного вида VRyd(r) на периферии
остова авторы [39] использовали специфические схемы

решения радиального уравнения Шрёдингера (29). В на-

стоящей работе будет использован потенциал VRyd(r),
найденный методом Томаса−Ферми−Патила. Уравнение

(29) будет решаться в квазиклассическом приближении.

Такой подход является более простым по сравнению

с [39].
Как известно, для высоковозбужденных состояний в

потенциале с кулоновской асимптотикой квазикласси-

ческое приближение всегда применимо. Ридберговские

состояния удовлетворяют данному условию (см. (1)
и (27), а также [41]). Однако для центрального поля

квазиклассические формулы несколько отличаются от

случая одномерного движения. В частности, формула

Бора−Зоммерфельда имеет вид [42]:

∫ r 2

r 1

pnl(r) dr = π(n −Ll), n = l + 1, l + 2, . . .

(30)
Здесь классический импульс дается выражением

pnl(r) =
√
2

[
− z 2

2ν2nl

−VRyd(r) − L
2
l

2r2

]1/2

,

r1,2 — классические точки поворота, в которых pnl

обращается в нуль (в s -состояниях полагается r1 = 0),

Ll = (1− δl0)

(
l +

1

2

)
. (31)

В состояниях с l > 0 величина Ll отличается от точ-

ного значения
√

l(l + 1), что приводит к появлению в

центробежном потенциале дополнительного слагаемого

1/(8r2). Тем не менее выбор Ll в виде (31) дает точные

значения как для энергий связанных состояний, так и

для фаз рассеяния при движении электрона в чисто

кулоновском поле притяжения.

Уравнение (30) малопригодно для численных расче-

тов КД. С ростом n классическая точка поворота сдви-

гается на бесконечность по закону r2 ∼ n2/z , в то время

как подынтегральная функция pnl(r) остается величиной

ограниченной, вследствие асимптотического вида (1).
Таким образом, значение интеграла неограниченно и
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монотонно возрастает с увеличением n. Правая часть

уравнения (30) зависит от n линейно. Поэтому при

численном решении уравнения (30) на ЭВМ для случая

неограниченно больших значений n может произойти

как потеря точности, так и переполнение разрядов.

Данная проблема решается достаточно просто, если в

соответствии с (1) потенциал VRyd(r) представить в виде

VRyd(r) = vRyd(r) − z
r
,

где vRyd(r) — короткодействующая компонента, которая

на больших расстояниях спадает быстрее, чем ∼ r−2.

Пусть r1 < R < r2 — конечный радиус действия ком-

поненты vRyd(r), начиная с которого ею можно прене-

бречь и преобразовать интеграл в уравнении (30) к виду:

∫ r 2

r 1

pnl(r) dr =

∫ R

r 1

pnl(r) dr +

∫ r 2

R
p(0)

nl (r) dr, (32)

где p(0)
nl (r) — классический импульс электрона в чисто

кулоновском потенциале, который отличается от pnl(r)
заменой

VRyd(r) → −z/r.

Второй интеграл в (32) может быть вычислен анали-

тически посредством замены

r = r(ϕ) = anl(1− ǫnl cosϕ), (33)

где

anl =
ν2nl

z
, ǫnl =

√
1− M2

l

ν2nl

— соответственно параметр и эксцентриситет классиче-

ской орбиты электрона. Такая замена используется в [43]
при решении классической задачи Кеплера. После вы-

полнения (33) пределы интегрирования преобразуются

к виду:

R → ϕnl = arccos

[
1

ǫnl

(
1− R

anl

)]
, r2 → π.

Окончательное аналитическое выражение для второго

интеграла в (32) имеет достаточно громоздкий, но

элементарный вид (Приложение):

∫ r 2

R
p(0)

nl (r) dr = π(νnl − M l) − νnl(ϕnl + ǫnl sinϕnl)

+ 2Ll arctan

[
Ll

νnl(1− ǫnl)
tan

ϕnl

2

]
. (34)

При условии (27) выражение (34) можно упростить,

раскладывая правую часть в ряд Тейлора по степеням

малых параметров Ll/νnl и z R/ν2nl и пренебрегая слага-

емыми O(ν−1
nl ) (Приложение):

∫ r 2

R
p(0)

nl (r) dr ≈ π(n − µnl −Ll) − 2Ll(4l − arctan4l),

(35)

где

4l =

√
2z R

L2
l

− 1. (36)

Из (35) видно, что с увеличением n интеграл будет

неограниченно возрастать исключительно за счет сла-

гаемого πn. Остальные слагаемые, кроме µnl , не будут

зависеть от n вообще.

После подстановки (35) в (32) слагаемые πn в урав-

нении Бора−Зоммерфельда (30) взаимно уничтожаются.

В пределе n → ∞ уравнение Бора−Зоммерфельда дает

явное выражение для КД, который перестает зависеть от

n в соответствии с (28):

πµl =

∫ R

r 1

pl(r) dr − 2Ll(4l − arctan4l). (37)

Здесь

pl(r) = lim
n→∞

pnl(r) =
√
2

[
−VRyd(r) − L

2
l

2r2

]1/2

,

величина 4l определяется соотношением (36).
В случае s -состояний (l = 0) в выражении (37) необ-

ходимо формально сделать предельный переход Ll → 0:

πµs =

∫ R

r 1

ps(r) dr −
√
8z R, (38)

где

ps(r) =
√
−2VRyd(r).

Формулы (37) решают поставленную задачу нахожде-

ния КД в квазиклассическом приближении. Они требуют

численного интегрирования классического импульса по

области действия ионного остова. Другими словами, КД

выражается в квадратурах. Радиус R выбирается так,

чтобы при его незначительном варьировании результат

изменялся пренебрежимо мало.

Нетрудно убедиться в том, что если в качестве VRyd(r)
выбрать чисто кулоновский потенциал −z/r , то КД об-

ратится в нуль. Таким образом, КД обусловлен наличием

у потенциала VRyd(r) остова и проникновением РЭ в

этот остов.

2. Результаты расчета и их
обсуждение

В данном разделе даются результаты численного рас-

чета КД и параметра rc в потенциале поляризационного

взаимодействия РЭ с остовом (10) в некоторых атомах

и ионах с одним сильно возбужденным электроном

сверх остова с замкнутыми оболочками. Компоненты

потенциала VRyd(r) получались численным интегрирова-

нием дифференциальных уравнений (13) с граничными

условиями (20), (21) и уравнений (22) с граничными

условиями (6) средствами пакета Wolfram Mathematica
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с автоматическим выбором метода и шага. Рассматри-

вались атомы и ионы с внешней оболочкой остова s2

(Li, Be+), p6 (Na, Mg2, K, Ca+, Rb, Sr+, Cs, Ba+) и

d10 (Cu, Zn+, Ag, Hg+). Исследовались только nll+1/2-

конфигурации ридберговского электрона.

Вначале для тестирования метода Томаса−Фер-

ми−Патила вычислялись КД ридберговских состояний

с использованием формул (37) и (38). Полученные

значения сравнивались с референтными данными. Затем

этим же методом были найдены значения радиуса ≪об-

резания≫ rc в потенциале (10). Результаты расчета даны

в табл. 1 и 2. Энергия ионизации остова Ec взята из [32].

2.1. Квантовые дефекты

Рассчитанные методом Томаса−Ферми−Патила КД

сравнивались с КД, полученными из табулированных

в NIST референтных уровней энергии E(ref)
nl (в cm−1)

возбужденных состояний атомов и ионов [32] при фик-

сированном l по формуле

µ
(ref)
nl = n − z

√
RyM

E(ref)
nl − IL

, (39)

где IL — ионизационный предел,

RyM = Ry
∞
/(1 + me/M), Ry

∞
= 109 737.04 cm−1 —

постоянная Ридберга, me — масса электрона, M — масса

ядра. Рассматривались наиболее распространенные

стабильные изотопы.

Следует отметить, что альтернативная NIST инфор-

мационная система [44] содержит ридберговские уровни

атомов с более высокими значениями главного кванто-

вого числа n с той же точностью, что и [32]. Однако с ро-

стом n в формуле (39) происходит вычитание всё более

близких чисел. В результате точность вычисления КД

начинает быстро падать, если n превосходит значения,

приведенные в [32]. В данной ситуации использование

информационной системы [44] нецелесообразно.

К квантовым дефектам (39) применялась формула

Ритца (асимптотический ряд):

µ
(ref)
nl = µ

(0)
l + µ

(2)
l [n − µ

(0)
l ]−2 + µ

(4)
l [n − µ

(0)
l ]−4 + . . .

(40)

Параметры µ
(0)
l , µ

(2)
l , µ

(4)
l , . . . получались нелинейной

подгонкой формулы (40) к значениям µ
(ref)
nl для все-

го набора задействованных главных квантовых чисел

n методом наименьших квадратов. В соответствии с

результатами работы [45] в формуле Ритца достаточно

ограничиться тремя параметрами. Указанное в табл. 1

и 2 значение µ
(ref)
l ≡ µ

(ref)
∞l совпадает с параметром µ

(0)
l .

Его точность определяется точностью указания ридбер-

говских уровней энергии и величины Ec . Показаны три

знака в дробной части КД. Если точность µ
(ref)
l оказы-

вается ниже, то погрешность приводится в таблицах в

скобках.

Квантовые дефекты отражают влияние электронного

остова на РЭ. Чем глубже РЭ проникает в остов,

тем выше оказывается КД. При фиксированном заряде

остаточного иона z размер остова возрастает с ро-

стом числа электронов Nc . Соответственно увеличива-

ется и КД при фиксированном l . Такие проникающие

ридберговские состояния имеют низкий орбитальный

момент. s -состояния всегда являются проникающими, за

исключением атома H и H-подобных ионов. С ростом

орбитального квантового числа l центробежное оттал-

кивание вытесняет РЭ из области, занятой остовом.

В результате КД снижается, ридберговское состояние

становится непроникающим.

В таблицах приведены квантовые дефекты, рассчи-

танные как для потенциала, включающего лишь экра-

нированную компоненту VRyd(r) = −φscr(r), так и для

потенциала (2), включающего дополнительно поляриза-

ционную компоненту −φpolar(r), задаваемую в (25). По-

следняя в общем случае есть сумма вкладов различных

мультиполей (L = 1, 2, . . . , Lm). В табл. 1 учет поля-

ризации остова ограничивается дипольной компонентой

(Lm = 1). В табл. 2 добавлена квадрупольная компонента

(Lm = 2).

Если в чистом экранированном потенциале ядра ве-

личина квантового дефекта оказывается заниженной на

несколько процентов по сравнению с данными NIST, то

учет поляризационного потенциала снижает это отличие

до ∼ 0.1%.

Результаты расчета квантовых дефектов удобно разде-

лить на две группы.

(i) Атомы подгруппы IA и однозарядные ионы ато-

мов подгруппы IIA.

Это щелочные атомы и ионы щелочноземельных

атомов, остов которых имеет конфигурацию инертного

элемента. Хорошее согласие рассчитанных КД с ре-

ферентными значениями имеет место для не слишком

легких атомов. Так, начиная с s -состояний натрия,

отличие составляет 1% и убывает с ростом атомного

номера. Например, в ионе Sr+ отличие от референтного

значения не превышает 0.1%. С ростом орбитального

квантового числа l это различие возрастает, а КД,

наоборот, убывает. Данная особенность объясняется сни-

жением проникновения РЭ вглубь остова. На периферии

остова электронная плотность недостаточно высока для

применимости метода Томаса−Ферми−Патила.

Плохое согласие с референтными данными для ато-

ма Li и иона Be+ из начала Периодической систе-

мы можно объяснить малым количеством электронов

в остове (два). Разумеется, в такой ситуации стати-

стические закономерности практически не проявляют-

ся, и метод Томаса−Ферми−Патила снова становится

неприменим. В дополнение можно отметить, что в

этом случае КД ридберговских s -состояний меньше

единицы, что свидетельствует о недостаточном про-

никновении РЭ в остов. Здесь следует использовать

традиционные многочастичные методы, в том числе
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Таблица 1. Квантовые дефекты в атомах и катионах µl и радиусы ≪обрезания≫ поляризационных потенциалов их остовов r c в

модели Томаса−Ферми−Патила (пояснения см. в тексте)

Квантовый дефект µl

Атом Ec , α1, Конфигу- Только φscr µ
(ref)
l r c , R i ,

(ион) eV Bohr3 рация φscr +φpolar Bohr Bohr

Li 75.64 0.1923 [He]ns 0.355 0.363 0.400 0.576(3) 1.44

[He]np 0.007 0.014 0.048 −

Be+ 153.9 0.05226 [He]ns 0.233 0.236 0.260 0.374(2) 0.85

[He]np 0.017 0.022 0.050 −

Na 47.29 1.001 [Ne]ns 1.266 1.329 1.348 0.826(2) 1.93

[Ne]np 0.597 0.704 0.855 0.584

[Ne]nd 0.000 0.010 0.015 −

Mg+ 80.14 0.4533 [Ne]ns 0.996 1.034 1.067 0.567(2) 1.36

[Ne]np 0.536 0.593 0.695 0.461(1)
[Ne]nd 0.004 0.017 0.046 −

K 31.63 5.480 [Ar]ns 2.011 2.123 2.180 1.197(3) 2.61

[Ar]np 1.431 1.578 1.711 1.140(1)
[Ar]nd 0.002 0.039 0.277 1.125(1)
[Ar]n f 0.000 0.006 0.010 −

Ca+ 50.91 3.26 [Ar]ns 1.669 1.747 1.803 0.968(1) 1.89

[Ar]np 1.243 1.338 1.429(1) 0.898(3)
[Ar]nd 0.064 0.387 0.626 0.856

[Ar]n f 0.000 0.014 0.029 −

Cu 20.29 6.57 [Ar]3d10ns 2.667 2.792 2.586 − 1.46

[Ar]3d10np 2.112 2.264 2.021 −

[Ar]3d10nd 0.650 0.998 1.017 1.500(1)

[Ar]3d10n f 0.000 0.011 0.011 −

Zn+ 39.72 3.032 [Ar]3d10ns 2.231 2.309 2.256(1) 1.993(55) 1.40

[Ar]3d10np 1.801 1.893 1.861(2) 1.438(29)

[Ar]3d10nd 0.836 0.993 0.956(2) 1.341(13)

[Ar]3d10n f 0.001 0.019 − −

Rb 27.29 9.211 [Kr]ns 2.991 3.149 3.131 1.628(6) 2.87

[Kr]np 2.424 2.611 2.639(1) 1.444(5)
[Kr]nd 0.972 1.347 1.347 1.673(2)
[Kr]n f 0.000 0.012 0.016 −

Sr+ 42.89 5.813 [Kr]ns 2.596 2.713 2.707(1) 1.332(11) 2.23

[Kr]np 2.165 2.300 2.308(3) 1.260(13)
[Kr]nd 1.227 1.434 1.456(2) 1.231(7)
[Kr]n f 0.001 0.033 0.069 −

Ag 21.49 9.21 [Kr]4d10ns 3.436 3.570 3.534 1.918(5) 2.17

[Kr]4d10np 2.881 3.040 3.024(1) 1.739(10)

[Kr]4d10nd 1.486 1.841 2.001 1.282(1)

[Kr]4d10n f 0.000 0.012 0.017 −

более точные модельные потенциалы, расчеты ab initio

и т.д.

Если до Rb и Sr+ точность метода Томаса−Фер-

ми−Патила возрастает с ростом числа остовных элек-

тронов, то в случае Cs и Ba+ она вновь снижается

(табл. 2). Причиной данного парадокса является ксено-

ноподобная структура остова. Он состоит из замкнутых

оболочек и содержит 56 электронов, что делает его

весьма чувствительным к воздействию внешнего элек-

трического поля. В этом случае в разложении (8) сле-

дует также дополнительно учитывать и квадрупольную

компоненту, т.е. взять Lm = 2. И тогда точность метода

Томаса−Ферми−Патила в расчете КД восстанавлива-

ется до точности, достигаемой в атомах предыдущего

периода при Lm = 1. Подобная ситуация имела место

и в задаче туннельной ионизации ксенона. А именно

учет квадратичного по напряженности электрического

поля штарковского снижения энергетического уровня

там недостаточно. Скорость ионизации оказывается при

этом завышенной и восстанавливается до референтных

значений учетом гиперполяризуемости в штарковском

сдвиге [46].
(ii) Атомы подгруппы IB и однозарядные ионы ато-

мов подгруппы IIB.
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Таблица 2. То же, что в табл. 1, но для атома Cs и ионов Ba+ и Hg+ (пояснения см. в тексте)

Квантовый дефект µl

Атом Ec , α1, Конфигурация Только φscr + φpolar µ
(ref)
l r c , R i ,

(ион) eV Bohr3 φscr Lm = 1 Lm = 2 Bohr Bohr

Cs 23.16 16.09 [Xe]ns 3.734 3.919 3.995 4.049 1.341(2) 3.16

[Xe]np 3.183 3.400 3.491 3.559 1.319(1)
[Xe]nd 1.825 2.271 2.410 2.466 1.397(1)
[Xe]n f 0.055 0.204 0.298 0.034 −

[Xe]ng 0.000 0.006 0.004 0.007 −

Ba+ 35.00 10.61 [Xe]ns 3.315 3.457 3.536 3.576 1.118(1) 2.55

[Xe]np 2.891 3.049 3.141 3.166 1.149(1)
[Xe]nd 2.008 2.223 2.341 2.369 1.156(1)
[Xe]n f 0.144 0.353 0.517 0.851(1) 1.002(1)
[Xe]ng 0.000 0.015 0.024 0.021 −

Hg+ 34.20 6.827 [Xe]4 f 145d10ns 3.997 4.101 4.182 4.153(1) 1.174(6) 3.94

[Xe]4 f 145d10np 3.575 3.697 3.786 3.688(5) 1.452(36)

[Xe]4 f 145d10nd 2.699 2.861 2.972 2.836(1) 1.539(8)

[Xe]4 f 145d10n f 0.899 1.058 1.200 − 1.135(1)
[Xe]4 f 145d10ng 0.000 0.011 0.032 0.014 −

Остовы атомов Cu, Ag и ион Zn+ имеют конфигура-

цию атома инертного газа с добавочной 3d10-оболочкой

(табл. 1), остов иона Hg+ — конфигурацию ксено-

на с добавочными 4 f 14- и 5d10-оболочками. Точность

расчета КД здесь сопоставима со щелочными атома-

ми и щелочноземельными ионами из тех же самых

периодов. Однако для атома меди согласие несколько

хуже.

Таким образом, модель Томаса−Ферми−Патила хо-

рошо воспроизводит КД проникающих ридберговских

состояний в не слишком легких атомах и ионах с одним

электроном сверх замкнутого остова. Для сверхлегких

атомов (ионов) и слабо проникающих ридберговских

состояний, КД которых не достигают единицы, согла-

сие с референтными данными ухудшается. Квантовые

дефекты в равной мере определяются как экраниро-

ванным потенциалом ядра, так и поляризацией осто-

ва.

Предложенный метод формально может быть ис-

пользован и для расчета КД в ионах более высокой

кратности из других групп (двукратных из группы III,

трехкратных из группы IV и т.д.). Однако с ростом

заряда остаточного иона z заметный вклад начинает

вносить тонкое расщепление, которое не учитывается

в рамках модели Томаса−Ферми−Патила по причине

чисто кулоновской природы используемого здесь потен-

циала VRyd(r). Поэтому многозарядные ионы в данной

работе не рассматриваются для исключения влияния

релятивистских эффектов.

2.2. Поляризационное взаимодействие

В данном подразделе поляризационный потенциал

(25), найденный численно методом Томаса−Ферми−Па-

тила, заменяется приближенным аналитическим выра-

жением (10). Структура обоих потенциалов такова, что

в начале координат они обращаются в нуль. Свобод-

ный параметр (радиус ≪обрезания≫ ) rc подбирается

из условия совпадения вычисленного КД с его рефе-

рентным значением. Рекомендованные значения поля-

ризуемостей однократных ионов щелочных атомов α1
взяты из статьи [47]. Эталонные значения α1 двукратных

ионов щелочноземельных атомов приведены, например,

в работе [48]. Там даны как экспериментальные (при
наличии), так и рассчитанные значения поляризуемо-

стей. Поскольку теоретические модели, как правило,

дают заниженные значения поляризуемости, то из рас-

считанных значений выбирались максимальные. Так, для

ионов Cu+ и Ag+ поляризуемости брались из [49], для
Be2+ — из [50,51], для Mg2+ и Ca2+ — из [52], для

Sr2+ и Ba2+ — из [53]. Поляризуемости ионов Zn2+ и

Hg2+ вычислялись методом Томаса−Ферми−Патила в

соответствии с (24). Поляризуемости, найденные мето-

дом Томаса−Ферми−Патила для нейтральных атомов,

а также одно- и двухзарядных ионов с количеством

электронов от 2 до 92, проанализированы в работе [28].
Они оказались несколько заниженными по сравнению с

референтными значениями, как и в случае других мето-

дов расчета. Результаты подгонки rc также приведены в

табл. 1 и 2.

Важным критерием внутренней непротиворечивости

потенциального подхода является независимость пара-

метров потенциала от энергии и орбитального кван-

тового числа (в центральном поле). Это следует из

общих принципов квантовой механики. Исследуемый

случай ограничен низкими энергиями РЭ, и поэтому

здесь невозможно оценить зависимость rc от энергии.

Однако приведенные в таблицах результаты позволяют
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Рис. 2. Радиальное распределение электронной плотности

в остове атома Cu. Штриховая линия показывает вклад

аргоноподобной конфигурации. Расчет выполнен методом

Хартри−Фока.

оценить зависимость rc от l . Радиусы ≪обрезания≫ сов-

падают друг с другом в пределах 15% только в случае

проникающих ридберговских состояний в многоэлек-

тронных атомах щелочных металлов и ионах щелоч-

ноземельных металлов. Несмотря на хорошее согласие

КД с референтными данными, параметр rc оказывается

сильно зависящим от l в атоме Na и ионе Mg+,

что, возможно, обусловлено сравнительно небольшим

числом электронов в остове (десять). В слабо прони-

кающих состояниях РЭ rc начинает тоже существен-

но зависеть от l либо отсутствует. Здесь плотность

электронов остова настолько низка, что индивидуаль-

ные свойства атомов превалируют над статистически-

ми.

В атомах и ионах из подгрупп IB и IIB, остов которых

имеет внешнюю оболочку d10 (Cu, Zn+, Ag, Hg+),
вычисление rc методом Томаса−Ферми−Патила либо

невозможно, либо снова приводит к сильной зависимо-

сти rc от l в проникающих ридберговских состояниях

(для Zn+, Ag и Hg+ отличие между соседними значе-

ниями rc превышает 25%). Возможной причиной такого

поведения rc является наличие в остове внешней d10-

оболочки, которая отсутствует в конфигурации атомов

благородных газов и расширяет периферийную область

остова с низкой электронной плотностью, важную в

расчетах КД и поляризационных характеристик, где мо-

дель Томаса−Ферми−Патила фактически неприменима

(рис. 2 для остова Cu). Другими словами, использование

модели Томаса−Ферми−Патила оправдано, если элек-

тронная плотность достаточно высокая, а периферийная

область достаточно узкая.

Параметризация поляризационного взаимодействия

формулой (11) в большинстве случаев не позволяет

получить значения rc , поскольку данный потенциал

является существенно более ≪мелким≫ по сравнению

с (10). Поляризационный потенциал, использованный

в работе [31], брался в не вполне корректном виде

(12) (все поляризуемости вычислялись в [31] методом

Томаса−Ферми−Патила). Он имеет ненулевое значе-

ние в начале координат в отличие от (10) и (11)
и дает rc , на ∼ 20% меньшие по сравнению с (10).
Однако, потенциал (12) сохраняет все тенденции в

изменении rc от состояния к состоянию, даваемые

потенциалом (10).
Таким образом, подгонка параметра поляризационно-

го потенциала rc является более чувствительным ин-

струментом тестирования метода Томаса−Ферми−Па-

тила по сравнению с вычислением КД. Она сужает

применимость модели Томаса−Ферми−Патила к рид-

берговским состояниям только достаточно тяжелых ато-

мов и ионов, остов которых имеет конфигурацию атома

инертного газа, начиная с аргона.

Интересным оказывается сравнение радиуса ≪обре-

зания≫ rc с ионным радиусом Ri , который определяет

длину ионной химической связи в молекулах [54] (в
настоящей работе все ионные радиусы Ri взяты из базы

данных [55] для координационного числа VI, поскольку

оно допустимо практически для всех указанных в базе

ионов). В условиях применимости модели Томаса−Фер-

ми−Патила отношение rc/Ri будет лежать в достаточно

узком диапазоне от 0.4 до 0.6. Другими словами, rc

лежит внутри остова и имеет порядок его радиуса.

Небольшой рост rc/Ri с увеличением Nc , возможно,

объясняется общим увеличением электронной плотно-

сти остова. Однако параметр rc выходит из указанного

диапазона в атоме Cs и ионе Ba+. Возможная причи-

на данного парадокса обсуждалась в предыдущем под-

разделе. Она обусловлена высокой чувствительностью

ксеноноподобного остова к внешним воздействиям. В

этом случае аналитическое выражение (10) следовало

бы заменить на

φpolar(r) ≈ α1

2r4

(
1− e−r 6/r 6c

)
+
α2 + β′

2r6

(
1− e−r 10/r 10c

)
,

где α2 — гиперполяризуемость остова (в терминах [28]),
β′ — неадиабатический свободный параметр. Однако,

здесь возникает дополнительная проблема согласован-

ного выбора rc и β′.

Атом Fr и ион Ra+ здесь не рассматриваются ввиду

нестабильности их ядер.

Предложенные методы тестирования модели

Томаса−Ферми−Патила могут быть перенесены и на

другие функционалы плотности. К настоящему времени

известны 128 стандартных функционалов плотности [56].
Часть из них корректно воспроизводит низкую

электронную плотность в периферийных областях.

Например, функционал mPW1PBE оказался пригодным

для вычисления динамических поляризуемостей

двухатомных молекул [57]. Исследование подобных

функционалов предложенными методами было бы

интересным.
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Заключение

Выведена квазиклассическая формула КД РЭ в рамках

подхода c модельным потенциалом. Выполнены расчеты

КД атомов с одним электроном сверх замкнутых обо-

лочек остова с использованием модельного потенциала,

полученного методом Томаса−Ферми−Патила. Проде-

монстрирована необходимость совместного учета экра-

нированной и поляризационной компоненты потенциала

РЭ. В случае тяжелых атомов высшие мультипольные

компоненты пояризационного потенциала остова могут

заметно влиять на движение РЭ. Найдены значения

радиуса обрезания в формуле поляризационного по-

тенциала для ряда щелочных атомов и подобных им

ионов.

Сопоставление результатов расчета с референтными

данными позволило установить границы применимости

метода Tомаса−Ферми−Патила для РЭ: атом или ион

должен иметь остов с конфигурацией инертного эле-

мента, ридберговское состояние должно значительно

проникать в остов, т. е. величина КД должна превышать

единицу (как правило, это s -, p- и d-состояния). Та-
кие требования выполнены для стабильных щелочных

атомов K, Rb, Cs подгруппы IA и щелочноземельных

ионов Ca+, Sr+, Ba+ подгруппы IIA. Радиус ≪обреза-

ния≫ показал более высокую чувствительность к выбору

модельного потенциала РЭ по сравнению с КД. Если

замкнутый остов содержит внешние d10- и/или f 14-

оболочки (подгруппы IB и IIB Периодической системы),

то радиус ≪обрезания≫ либо существенно зависит от

орбитального момента РЭ, либо отсутствует. В условиях

применимости метода Томаса−Ферми−Патила радиус

≪обрезания≫ составляет 0.4 – 0.6 соответствующего

ионного радиуса.

Предложенный подход может найти применение в

тестировании точности различных функционалов плот-

ности и модельных потенциалов. Полученные резуль-

таты могут быть использованы в качестве начального

приближения в прецизионных расчётах характеристик

ридберговских атомов и ионов, а также при отсутствии

их более точных значений в литературе и базах данных.
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Приложение

После замены (33) интеграл (34) преобразуется к

виду:

∫ r 2

R
p(0)

nl (r) dr=νnlǫ
2
nl

∫ π

ϕnl

sin2 ϕ

1−ǫnl cosϕ
dϕ =νnl

{
ϕ + ǫnl cosϕ

− 2

√
1− ǫ2nl arctan

[√
1− ǫ2nl

1− ǫnl
tan

ϕ

2

]}∣∣∣∣∣

ϕ=π

ϕ=ϕnl

= π(νnl −Ll) − νnl(ϕnl + ǫnl sinϕnl)

+ 2Ll arctan

[
Ll

νnl(1− ǫnl)
tan

ϕnl

2

]
.

Если параметры Ll/νnl и z R/ν2nl малы, то входящие

в данное выражение элементы допускают разложение в

ряд Тейлора:

ǫnl ≈ 1− L
2
l

2ν2nl

, cosϕnl ≈ 1 +
L

2
l − 2z R

2ν2nl

,

sinϕnl =
√
1− cos2 ϕnl ≈

Ll4l

νnl
≪ 1,

ϕnl ≈ sinϕnl ≈
Ll4l

νnl
, tan

ϕnl

2
≈ ϕnl

2
≈ Ll4l

2νnl
,

arctan

[
Ll

νnl(1− ǫnl)
tan

ϕnl

2

]
≈ arctan4l .

Здесь 4l определено в (36).
В конечном итоге получается выражение (35).
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