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Численно изучается устойчивость стационарных состояний плазмы в диоде со встречными потоками

электронов и позитронов для режима, когда часть вылетевших частиц отражается от потенциальных

барьеров и возвращается обратно на электрод. Построены стационарные решения для потоков заряженных

частиц с немоноэнергетическим распределением по скоростям. Установлено, что решения с отражением

частиц от потенциальных барьеров, расположенных вблизи эмитирующих электродов, устойчивы, когда

межэлектродное расстояние меньше некоторой пороговой величины. Все остальные решения являются

неустойчивыми.
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Пульсары — источники импульсного радиоизлучения,

всплески которого следуют друг за другом с очень мед-

ленно изменяющимся периодом, — были обнаружены

более 50 лет назад. Однако до сих пор нет ясного

представления ни о механизме этого излучения, ни о

причине перескока между модами [1,2], Только в по-

следние годы появилось понимание того, что излучение

пульсаров связано с коллективными процессами, проте-

кающими в электрон-позитронной плазме пульсарного

диода [3].

В работе [4] высказана гипотеза, что излучение пуль-

сара вызвано колебаниями электрического поля в плаз-

ме, возникающими из-за неустойчивости стационарных

состояний, характерной для диодов с бесстолкновитель-

ной плазмой [5]. Стационарные состояния диода со

встречными моноэнергетическими потоками электронов

и позитронов подробно изучены в [6]. Их можно раз-

делить на два типа: 1) все заряженные частицы до-

летают до противоположной границы; 2) часть частиц

отражается от потенциального барьера в плазме. Изу-

чение устойчивости стационарных решений без отра-

жения проведено в [4,7]. Отметим, что аналитические

методы исследования устойчивости состояний диода с

пучком электронов для неоднородной плазмы предложе-

ны в [8,9].

В настоящей работе численно изучается устойчивость

стационарных решений в плоском диоде для режима с

отражением частиц от потенциальных барьеров. Рассчи-

тывается начальная стадия развития малого возмущения

решений. Для валидации полученных результатов расче-

ты проводятся с использованием двух численных кодов:

EK-кода и PIC-кода.

Считаем, что нерелятивистский поток электронов

поступает с левого электрода, а поток позитронов —

с правого электрода с функциями распределения по

скоростям (ФРС), слабо отличающимися от моноэнер-

гетических, с одинаковыми по модулю средними ско-

ростями: v p,0 = −ve,0. Частица, достигшая какого-либо

электрода, поглощается на нем. Разность потенциалов

между электродами U полагаем равной нулю.

Переходим к безразмерным единицам, выбирая

энергию частиц W0 и длину Дебая−Хюккеля

λD =
[

(2ε̃0W0)/(e2ne,0)
]1/2

(e — заряд электрона, ne,0 —

концентрация электронов при вылете с эмиттера, а ε̃0 —

диэлектрическая проницаемость вакуума) в качестве

единиц энергии и длины. Для безразмерных координаты,

потенциала и напряженности электрического поля

имеем: ζ = z/λD , η = e8/(2W0) и ε = eEλD/(2W0).
В безразмерном виде ФРС частиц задаем в виде

”
воротиков“ малой ширины 1 ≪ 1: f (±)

0 (u) = (21)−1 в

интервале скоростей u ∈ [∓1− 1,∓1 + 1] и f (±)
0 (u) = 0

вне этого интервала (здесь знаки
”
минус“ и

”
плюс“

соответствуют электронам и позитронам).

Сначала рассмотрим стационарные решения. В случае

1 ≪ 1 они близки к решениям для монокинетических

ФРС и определяются тремя безразмерными параметра-

ми: межэлектродным расстоянием δ = d/λD , разностью

потенциалов между электродами V = eU/(2W0) и напря-

женностью электрического поля на левом электроде ε0.

Решения будем представлять точками на плоскости

(ε0, δ). Эти точки образуют отдельные кривые, которые

называются ветвями решений [6]. Для случая 1 = 0

решения показаны на рис. 1, a.

В случае, когда V = 0, а частицы поступают в плазму с

противоположных электродов с одинаковыми по модулю

зарядами, массами и кинетическими энергиями, распре-

деления потенциала (РП) должны обладать нечетной

симметрией относительно центра промежутка [4], что
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Рис. 1. Ветви решений для 1 = 0 (a) и 0.01 (b).

позволяет уменьшить количество ветвей решений по

сравнению с общим случаем V 6= 0 [6], а также коррек-

тировать расчет при моделировании.

Стационарные решения характеризуются волнообраз-

ными РП. Ветви решений для режима без отражения

частиц от экстремумов потенциала на рис. 1 обозначены

nk , где индекс k — количество экстремумов на РП.

В том случае, когда имеется отражение электронов,

назовем потенциальный минимум на РП виртуальным

электронным эмиттером (e-ВЭ), а потенциальный мак-

симум — виртуальным позитронным эмиттером (p-ВЭ).
Имеется два типа РП с отражением частиц. Когда

e-ВЭ расположен левее p-ВЭ, соответствующие ветви

на рис. 1 обозначены dk , где индекс k — количество

экстремумов на РП, лежащих между e-ВЭ и p-ВЭ. В про-

тивоположном случае, когда p-ВЭ расположен левее

e-ВЭ, соответствующие ветви на рис. 1 обозначены di j ,

где индекс i — количество минимумов на РП, лежащих

слева от p-ВЭ, а индекс j — количество максимумов

на РП, лежащих справа от e-ВЭ. Благодаря симметрии

в случае V = 0 могут существовать только решения,

принадлежащие ветвям nk и dk с k = 0, 2, 4, . . . , а также

dss с s = 0, 1, . . . . Примеры РП, соответствующих вет-

вям n2 и d0, приведены на рис. 2, a, а ветвям d00 и d11 —

на рис. 2, b.

Стационарные концентрации электронов и позитронов

определяются из закона сохранения энергии. Чтобы

найти РП для каждого типа решений, концентрации

заряженных частиц подставляются в уравнение Пуас-

сона, после чего оно интегрируется по потенциалу

между характерными точками (потенциалами на левой

и правой границах и экстремумами). Интегралы берутся

аналитически. Полученные уравнения для производной

потенциала η′(ζ ) позволяют связать значения потенциа-

ла в экстремумах и напряженность электрического поля

у левого электрода ε0, которая выступает в качестве

параметра. Интервалы изменения ε0, соответствующие

каждому типу решений, как функции 1 определяются

значениями потенциала в экстремумах, при которых

отражение начинается или становится полным. Распре-

деления потенциала находятся в результате численного

интегрирования η′(ζ ) по координате с учетом сим-

метрии относительно середины диода. Ветви решений

строятся варьированием ε0 на соответствующих этим

ветвям интервалах.

Типичное РП, соответствующее ветви n2, показано

на рис. 2, a красной кривой. РП, характерное для ветви

d0, показано на рис. 2, a синей кривой.

На рис. 1, b показаны ветви решений для диода

с ФРС, имеющей полуширину 1 = 0.01, в области

δ < 6. Сравнение с аналогичными кривыми для диода

с 1 = 0 показывет, что переход к узкой прямоугольной

ФРС приводит к сдвигу этих зависимостей вправо и

небольшому растяжению по оси δ .

При численном исследовании устойчивости стаци-

онарных решений в электрон-позитронном диоде мы

изучаем эволюцию малого возмущения стационарного

распределения электрического поля. Во всех описанных

далее расчетах полуширина ФРС 1 = 0.01. В том слу-

чае, когда решение оказывается неустойчивым, эволю-

ция возмущения приводит к уходу решения от стаци-

онарного. В противоположном случае решение возвра-

щается на стационарное. Для моделирования эволюции

РП в электрон-позитронном диоде мы использовали два

разных численных кода: PIC-код и EK-код.

В PIC-коде при моделировании ФРС рассматриваются

отдельные частицы, движущиеся в электрическом по-

ле, заданном в Nζ равноотстоящих узлах сетки. Для

плотности заряда в узлах сетки используется модель

”
облако в ячейке“ (линейный вклад частицы в плотность

в соседних узлах) [10]. Электрическое поле в узлах

сетки находится из уравнения Пуассона, а между узлами

используется линейная аппроксимация [10]. Положение

частиц в следующий момент времени рассчитывается
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Рис. 2. Типичные РП для ветвей n2 (красная) и d0 (синяя кривая) (a) и d00 (красная) и d11 (синяя кривая) (b); V = 0. Цветной

вариант рисунка представлен в электронной версии статьи.

методом
”
перешагивания“ [10] с постоянным шагом по

времени hτ . В конце каждого шага из расчета удаляются

частицы, попавшие на электроды, и добавляются части-

цы, поступившие с электродов в случайный момент вре-

мени, распределенный равномерно по интервалу hτ , со

случайными скоростями, равномерно распределенными

в интервалах [∓1−1,∓1 + 1].
В качестве начального распределения поля в мо-

мент времени τ = τ0 задается стационарное распре-

деление поля с наложенным на него возмущением

η̃(ζ , τ0) = C sin(2πζ /δ), где C ≪ 1. Начальная ФРС ча-

стиц в каждой точке ζ возмущенного стационарного

поля имеет вид
”
воротиков“, границы которых опреде-

ляются из закона сохранения энергии.

Численный алгоритм, реализованный в EK-коде, по-

дробно описан в работах [11,12]. Алгоритм основан на

последовательном расчете ФРС заряженных частиц, их

концентраций и распределения электрического поля на

каждом временно́м шаге. Для расчета ФРС траектории

заряженных частиц прослеживаются в поле, известном

во все предыдущие моменты времени, вплоть до вылета

с одного из электродов.

Исследование устойчивости решений, принадлежащих

ветвям d00 и d11, было выполнено при значениях длины

диода δ, равных 2.7, 2.8, 3, 3.5, 5, 5.6. Эти значения

покрывают практически весь диапазон длин диода, для

которых существуют решения такого вида. При δ = 5.6

существует два стационарных решения вида d11, разли-

чающихся значением ε0 (рис. 1). Во всех исследованных

случаях решения оказались неустойчивыми. Отметим,

что возможны различные сценарии развития начального

возмущения.

Мы также исследовали устойчивость решений, при-

надлежащих ветви d0. Расчеты проводились для длин

диода δ, равных 2.7, 2.8, 2.85, 2.9, 2.95, 3, 3.1, 3.2.

Как и в расчетах для ветвей d00 и d11, анализирова-

Таблица 1. Инкремент Ŵ и частота ω при различных длинах

диода δ (1 = 0.01 расчет EK-кодом)

δ Ŵ ω

2.80 −0.18 2.25

2.85 −0.13 2.17

2.90 0.04 2.18

2.95 0.05 2.18

3.00 0.07 2.17

3.05 0.12 2.15

3.10 0.14 2.15

3.20 0.16 2.14

лась зависимость от времени максимального значения

отклонения решения от стационарного η̃M . При длине

диода 2.7, 2.8 и 2.85 возмущение со временем убыва-

ет, стационарные решения оказались устойчивыми. В

остальных случаях решения оказались неустойчивыми.

При этом для всех длин диода, кроме δ = 2.7, на

начальной стадии эволюции возмущения после корот-

кого переходного процесса можно выделить временной

интервал, где зависимость η̃M(τ ) имеет характер экс-

поненциально затухающих или нарастающих колебаний

правильной синусоидальной формы с постоянной часто-

той: ηM(τ ) = ηM0 + A exp(Ŵτ ) sin(ωτ + φ). Отметим, что
такой же характер имеют временны́е зависимости ε0(τ ).

По результатам расчетов мы определили инкременты

Ŵ и частоты колебаний ω на выбранных участках. Они

представлены в табл. 1. Знак инкремента Ŵ меняется

между точками δ = 2.85 и 2.9. В этом интервале нахо-

дится порог устойчивости δd
th для решений, соответству-

ющих ветви d0.

В диодах с длиной выше порога устойчивости экс-

поненциальный рост амплитуды колебаний продолжа-

Письма в ЖТФ, 2023, том 49, вып. 24
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Таблица 2. Амплитуда установившихся в диоде нелинейных

колебаний (1 = 0.01)

δ ηmax
M −ηmin

M 0.35
√

δ−2.896

2.9 0.022 0.022

2.95 0.081 0.081

3.0 0.112 0.113

3.5 0.235 0.272

4.0 0.289 0.368

4.5 0.302 0.443

ется до значений порядка десятых. После этого рост

амплитуды начинает замедляться, и в конце концов

колебания превращаются в периодические. При длине

диода δ вблизи порога устойчивости зависимости η(τ ) и
ζ (τ ) близки к синусоидальным, с увеличением δ форма

колебаний искажается.

В табл. 2 приведены значения амплитуды нелинейных

периодических колебаний максимума РП в окрестно-

сти ветви d0 для разных длин диода ηmax
M (δ)−ηmin

M (δ).
Вблизи δd

th зависимость амплитуды колебаний от δ

хорошо аппроксимируется функцией f H(δ) = A
√

δ−δd
th

при A = 0.35, δd
th = 2.896. Это указывает на то, что δd

th —

положение порога устойчивости — является точкой

бифуркации Хопфа.

В настоящей работе мы фактически завершили изу-

чение устойчивости стационарных состояний диода со

встречными потоками электронов и позитронов [6],
начатое в работах [4,7]. В предыдущих работах эта

проблема изучалась для режима без отражения заря-

женных частиц от экстремумов потенциала, т. е. для

ветвей nk с k = 0, 2, 4, . . . . Аналитически и численно

было установлено, что такие неоднородные стационар-

ные решения неустойчивы относительно малых возму-

щений. Кроме того, было найдено, что для однородных

решений существует порог по величине безразмерного

межэлектродного промежутка (или, что то же самое,

по величине плотности тока), при превышении ко-

торого в диоде развивается неустойчивость. В этом

случае нестационарный процесс завершается в новом

состоянии, характеризуемом нелинейными колебаниями,

которые происходят около стационарного состояния,

соответствующего режиму с отражением частиц. Порог

δn
th оказывается равным

√
2π λD .

В настоящей работе изучена устойчивость стацио-

нарных состояний в режиме с отражением частиц от

потенциальных барьеров, т. е. решений, соответствую-

щих ветвям d0, d00 и d11. Установлено, что решения

для ветвей d00 и d11 являются неустойчивыми, а ре-

шения, принадлежащие ветви d0, оказываются устой-

чивыми только тогда, когда величина межэлектродного

промежутка меньше некоторого порогового значения

δd
th ≈ 2.896. Расчет нелинейной стадии эволюции возму-

щенного решения для ветви d0 завершается выходом

на нелинейные колебания в окрестности этой ветви,

совпадающие с нелинейными колебаниями, в которых

завершается развитие возмущения решений, соответ-

ствующих ветвям без отражения частиц.

Изучение рассчитанных нелинейных колебаний пока-

зало, что их амплитуда вблизи порога пропорциональна
(

δ−δd
th

)1/2
, т. е. здесь возникает бифуркация Хопфа.

В настоящее время нет теории устойчивости дио-

дов для режима с отражением заряженных частиц от

экстремумов потенциала. Поэтому в ходе исследований

мы использовали два численных кода: ЕК-код и PIC-

код. В тех случаях, когда из данных расчетов удается

найти инкременты и частоты колебаний РП, их значения

близки при использовании обоих кодов. Тем самым мы

продемонстрировали корректность полученных резуль-

татов.

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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