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Уравнение теплопроводности, основанное на законе Фурье, широко применяется при описании теплопро-

водности. Однако закон Фурье справедлив только при выполнении условия локального термодинамического

равновесия, которое нарушается на микро- и наноуровне, в сверхбыстрых процессах и при очень низких

температурах. В качестве замены закону Фурье предложено немало моделей в рамках различных теорий.

В этой статье в рамках линеаризованной баллистико-кондуктивной модели теплопроводности изучена задача

Коши в трехмерном пространстве. Обнаружен эффект, когда при добавлении в систему тепловой энергии

температура в тепловой волне принимает значения ниже фоновой температуры.
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Введение

Для описания теплопроводности обычно используется

классическое уравнение теплопроводности, основанное

на законе Фурье. Однако закон Фурье справедлив лишь

при выполнении условия локального термодинамическо-

го равновесия, которое нарушается на микро- и нано-

уровне, в сверхбыстрых процессах, а также при очень

низких температурах [1–5]. В качестве замены закону

Фурье предложено немало моделей в рамках различных

теорий [1–13]. Однако ни одна из этих моделей не может

служить полноценной заменой закону Фурье.

В диэлектриках теплоперенос осуществляется фо-

нонами, поскольку вклад электронов в теплоперенос

пренебрежимо мал [2–4]. Транспорт фононов описыва-

ется уравнением Больцмана для фононов (уравнением
Пайерлса−Больцмана). Однако решение этого уравне-

ния представляет собой крайне сложную задачу. Поэто-

му значительный интерес представляют приближения к

уравнению Пайерлса−Больцмана.

В статье [14] была предложена баллистико-кондуктив-

ная (ballistic-conductive, БК) модель теплопроводности

в рамках неравновесной термодинамики с внутренними

переменными. В статьях [15,16] линеаризованная фор-

ма этой модели была протестирована на эксперимен-

тальных данных и показала количественное описание

теплопереноса трансверсальными баллистическими фо-

нонами, демонстрируя при этом качественное описание

второго звука (second sound). Линеаризованная фор-

ма БК модели описывается гиперболической системой

уравнений в частных производных, что обеспечивает

конечность скорости распространения тепловой энергии.

Исследование линеаризованной БК модели представляет

существенный интерес, поскольку она может рассмат-

риваться не только в рамках неравновесной термодина-

мики, но и как гиперболическое приближение к урав-

нению Пайерлса–Больцмана, которое само является ги-

перболическим интегро-дифференциальным уравнением

в частных производных. С этой точки зрения модель Кат-

танео (гиперболическое уравнение теплопроводности)
это первое гиперболическое приближение к уравнению

Пайерлса−Больцмана, а линеаризованная БК модель —

второе.

В настоящей работе в рамках линеаризованной БК мо-

дели изучается задача Коши в трехмерном пространстве.

Обнаружен эффект, когда при добавлении в систему теп-

ловой энергии температура в тепловой волне принимает

значения ниже фоновой.

1. Постановка задачи Коши

Рассмотрим систему уравнений в трехмерном про-

странстве, описывающих БК модель теплопроводно-

сти [14–17]:

ρc∂tT + ∇ · q = f , (1a)

−m1∂tq + ∇
1

T
+ l21∇ · Q = lq, (1b)

−m2∂tQ = l11Q + l12∇q, (1c)
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где T (r, t) —- температура, q(r, t) — вектор тепло-

вого потока, f (r, t) — источник тепловой энергии,

Q(r, t) — внутренняя переменная (тензорная функция

второго порядка), r = (x1, x2, x3), ρ — плотность, c —

удельная теплоемкость. Уравнение (1a) это стандарт-

ное уравнение баланса тепловой энергии. Соотноше-

ния (1b) и (1c) — определяющие, полученные в рамках

неравновесной термодинамики с внутренними перемен-

ными, где m1,m2 — положительные материальные па-

раметры, l ≥ 0, l11 ≥ 0, l12l21 ≤ 0. После линеаризации

система (1) принимает вид

ρc∂tT + ∇q = f ,

τq∂tq + q = −λ∇T + κ21∇Q,

τQ∂tQ + Q = −κ12∇q, (2)

где τq = m1/l, τQ = m2/l11, κ21 = l21/l, κ12 = l12/l11,
λ = 1/lT 2

0 , где T0 — фоновая температура, относительно

которой происходит линеаризация. Параметры τq и τQ —

характеристические времена релаксации переменных

q и Q.

После приведения к безразмерному виду и переобо-

значения величин система (2) принимает вид

∂tT + ∇q = f , (3a)

τq∂tq + q + ∇T + κ∇Q = 0, (3b)

τQ∂tQ + Q + κ∇q = 0, (3c)

где все величины и параметры безразмерны, κ > 0.

При κ = 0 уравнение (3b) принимает вид уравнения

Каттанео. При τQ = 0 система (3) приводит к уравнению

Гуйера−Крумхансла (Guyer−Krumhansl equation) для

температуры. При τq = 0 и κ = 0 уравнение (3b) прини-

мает вид закона Фурье. Таким образом, линеаризованная

БК модель является обобщением известных моделей.

Исключая в системе (3) переменные q и Q, мы

находим, что температура удовлетворяет уравнению

τqτQ∂
3
t T + (τq + τQ)∂2t T + ∂tT − 1T − (τQ + κ2)∂t1T

= τqτQ∂
2
t f + (τq + τQ)∂t f + f − κ21 f .

(4)
Уравнение (4) — гиперболическое, его характеристи-

ческие числа равны λ1,2 = ±v , v =
[

(1 + κ2/τQ)/τq

]1/2
,

λ3 = 0. Гиперболичность уравнения обеспечивает ко-

нечность скорости распространения тепловой энергии,

равную v .

Предположим, что среда находилась в покое до мо-

мента t = 0, и начальная температура равнялась нулю.

В этом случае начальные условия для системы (3)
имеют вид T |t=0 = 0, q|t=0 = 0, Q|t=0 = 0. Поcле подста-

новки этих условий в уравнения (3b) и (3c) получаются

условия ∂tq|t=0 = 0, ∂tQ|t=0 = 0. В результате мы полу-

чаем начальные условия для уравнения (4):

T |t=0 = 0, ∂tT |t=0 = f |t=0, ∂2t T |t=0 = ∂t f |t=0. (5)

2. Решение задачи Коши

Из уравнения (4) и начальных условий (5) следует,

что преобразование Фурье−Лапласа решения задачи

Коши имеет вид

LF T (ξ , s)=
[τqτQs2 + (τq +τQ)s +1+κ2ξ2]LF f (ξ , s)

τqτQs3+(τq+τQ)s2+[1+(τQ+κ2)ξ2]s+ξ2
,

где F — преобразование Фурье, определяемое форму-

лой FΦ(ξ ) =
∫

R3

Φ(r)eiξ rdr, L — преобразование Лапла-

са, выражаемое формулой LΦ(s) =
∞
∫

0

Φ(t)e−stdt .

Ниже мы предполагаем, что источник мгновенный, а

именно f = ϕ(r)δ(t), где δ(·) — дельта-функция Дирака.

В этом случае LF f (ξ, s) = Fϕ(ξ ), и преобразование

Фурье−Лапласа решения задачи Коши выражается фор-

мулой

LF T (ξ , s) =
s2 + as + (τqτQ)−1(1 + κ2ξ2)

s3 + as2 + bs + c
Fϕ(ξ)

=
u2 + Cu + D

(u − 2A)[(u + A)
2
+ B2]

Fϕ(ξ)

=

[

E
u − 2A

+
F(u + A) + G

(u + A)
2
+ B2

]

Fϕ(ξ ),

где

a =τ −1
q +τ −1

Q , b(ξ)=(τqτQ)−1+v2ξ2, c(ξ)=(τqτQ)−1ξ2,

v — скорость распространения тепловой энергии,

s3 + as2 + bs + c = u3 + χu + ψ,

s = u − a/3, χ(ξ) = −a2/3 + b,

ψ(ξ) = 2(a/3)3 − ab/3 + c,

A = (α + β)/2, B =
√
3(α − β)/2, C = a/3,

D = −2a2/9 + (τqτQ)−1(1 + κ2ξ2),

α =
3

√

−ψ/2+
√
∆, β =

3

√

−ψ/2−
√
∆,

∆ = (χ/3)3 + (ψ/2)2,

корни α и β выбираются таким образом, чтобы вы-

полнялось равенство αβ = −χ/3 и значение A было

вещественным,

E =
4A2 + 2AC + D

9A2 + B2
, F = 1− E,

G =
−3A3 + AB2 + (3A2 + B2)C − 3AD

9A2 + B2
.
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С учетом равенства s = u−a/3 получаем выражение для

обратного преобразования Лапласа

L
−1

[

E
u − 2A

+
F(u + A) + G

(u + A)
2
+ B2

]

= e−µ1tE + e−µ2t

×
[

F cosBt + G
sinBt

B

]

,

где µ1 = −2A + a/3, µ2 = A + a/3. В результате полу-

чаем, что преобразование Фурье решения задачи Коши

имеет вид

FT (ξ , t) =
{

e−µ1tE + e−µ2t
[

F cosBt + GB−1 sinBt
]}

×Fϕ(ξ ).

Решение задачи (4), (5) находится при помощи обратно-

го преобразования Фурье:

T (r, t) = (2π)−3

∫

R3

FT (ξ , t)e−iξ rdξ .

Мы предполагаем, что в начальный момент t = 0

в начале координат было выделено единичное количе-

ство тепловой энергии, а именно f (r, t) = ϕ(r)δ(t), где
ϕ(r) = (

√
2πσ )−3 exp(−r2/2σ 2), r = |r|, σ ≪ 1. В этом

случае Fϕ(ξ ) = exp(−σ 2ξ2/2), ξ = |ξ |, распределение

температуры сферически симметрично и вычисляется

по формуле

T (r, t) =
1

2π2r

∞
∫

0

ξFT (ξ, t) sin(rξ)dξ. (6)

На рисунке представлено решение (6) задачи Ко-

ши (4), (5) с источником f (r, t) = ϕ(r)δ(t). Значения па-

раметров равны τq = 0.0156, τQ = 0.0058, κ2 = 0.0196,

σ = 0.002. Эти значения параметров соответствуют зна-

чениям размерных параметров из [16]. На графике видна

тепловая волна, распространяющаяся со скоростью v ,

причем температура в этой волне принимает значения

ниже фоновой температуры (T = 0 соответствует абсо-

лютной температуре, равной фоновой температуре T0).
Пик вблизи начала координат соответствует нулевому

характеристическому числу уравнения (4). На рисунке

представлено также решение задачи Коши для уравне-

ния теплопроводности ∂tT−1T = f , T |t=0 = 0 с тем же

источником f .

Заключение

Обнаружен эффект, когда при добавлении в систему

тепловой энергии температура в тепловой волне прини-

мает значения ниже фоновой температуры.
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