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Проанализирована динамика межфазной границы (МФГ), увлекаемой движущейся изотермой с заданной

скоростью Viso(t), в сегнетоэлектрике, обладающим пьезоэффектом в парафазе. В рамках модели, в которой

зависимость термодинамического потенциала от поляризации задается двумя пересекающимися параболами,

выведено нелинейное дифференциального уравнение 2-го порядка для координаты X(t) нестационарной

МФГ. Показано, что это уравнение хорошо описывает динамику МФГ практически при всех эксперимен-

тально используемых режимах движения изотермы.
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1. Введение

Экспериментальное изучение кинетики фазовых пере-

ходов (ФП) во многих случаях затруднено появлением

огромного количества растущих зародышей новой фазы,

зачастую обладающих сложной морфологией, крити-

чески зависящей от заданных внешних условий. При

теоретическом описании макрокинетики ФП это ведет

к необходимости проведения усредненного статистиче-

ского описания динамики промежуточного двухфазного

состояния материала, что в общем случае представляет-

ся исключительно сложной задачей. Расчеты несколько

упрощаются, если задачу об эволюции состояния во

всем объеме образца удается свести к решению задачи

о движении межфазных границ (МФГ), см., напри-

мер, [1,2] и цитированную в них литературу. Реальные

аналитические расчеты становятся возможными, однако,

только в случае малого числа зародышей, что означает

малость отклонения однородного состояния материала

от равновесного на протяжении всего процесса ФП.

Соответственно, скорости МФГ зародышей оказываются

относительно низкими, поэтому полный процесс ФП

по необходимости сильно растянут во времени, что

не всегда удобно. Очевидно также, что теоретическое

описание кинетики
”
быстрых“ ФП, происходящих в

сильно неравновесных условиях, становится при этом

недостижимым.

Хотя, несмотря на указанные выше трудности с интер-

претацией результатов наблюдений, большинство экспе-

риментов по исследованию кинетики ФП по традиции

до сих пор проводится в однородных внешних усло-

виях, для целенаправленного изучения динамики изо-

лированных МФГ использовались комбинации контро-

лируемых пространственно-неоднородных и переменных

во времени полей при некоторых твердотельных ФП.

В частности, такая методика применялась для исследо-

вания динамики одиночных МФГ в сегнетоэлектриках

BaTiO3, PbTiO3 и антисегнетоэлектрике NaNbO3 [3–9].
Помимо структурных ФП, экспериментальная схема с

заданным градиентом температуры и фиксированной

скоростью изотермы применялась для исследования

так называемых
”
массивных превращений“ (

”
massive

transformations“) [10,11] Кроме того, она широко исполь-

зуется для выращивания кристаллов из расплавов и рас-

творов [12], а также при так называемой направленной

кристаллизации сплавов [13].

Отметим, что стремление получить максимально од-

нородный материал-продукт приводит к тому, что в

указанных экспериментах используется наиболее про-

стой вариант этой комбинации: создается постоянный

градиент температуры ∇T в образце, скорость охла-

ждения или нагрева которого Ṫ неизменна во времени.

С теоретической точки зрения это означает, что при ма-

тематическом анализе возможных решений нелинейных

уравнений кинетики ФП достаточно ограничиться поис-

ком устойчивых автомодельных МФГ, перемещающихся

с той же постоянной скоростью Viso = −Ṫ/∇T , что и

изотерма температуры ФП T = Tc . При этом остается

открытым вопрос о том, как описывать динамику МФГ

в нестационарных режимах, когда экспериментально

заданная скорость изотермы непостоянна, Viso = Viso(t).
Геометрическое перемещение МФГ сопровождается

не только сменой фазового состояния материала, но и

изменением значений тех его внутренних степеней сво-

боды, которые достаточно сильно
”
сцеплены“ с полем

параметра порядка (ПП). Поскольку времена релаксации

2008



Динамика фазовой границы в пьезоэлектрике, охлаждаемом с конечной скоростью... 2009

этих степеней свободы конечны, их реакция на измене-

ние фазового состояния имеет запаздывающий характер

и зависит, вообще говоря, от траектории МФГ во все

предшествующие времена. В свою очередь, степень

этой реакции влияет на движение МФГ в последую-

щие времена. Физически, это происходит потому, что

внутренние степени свободы оказываются в окрестности

движущейся МФГ в неравновесном состоянии, а это

приводит к диссипации энергии и порождает
”
силы

трения“, а также
”
силы инерции и гиперинерции“,

эффективно действующие на МФГ [2,14–21].

Таким образом, расчет динамики МФГ в нестацио-

нарных внешних условиях сводится к вычислению этих

эффективных сил. Разумеется, их конкретный вид зави-

сит от фактического характера нестационарности. В на-

стоящем сообщении мы покажем, на примере анализа

динамики МФГ в испытывающем ФП 1-го рода одноос-

ном пьезоэлектрике [22], как можно вывести уравнение

движения плоской МФГ в дифференциальной форме,

применимое для расчетов в нестационарных условиях.

Важность учета влияния пьезоэлектрической связи на

динамику МФГ обусловлена, помимо чисто научного

значения, также и тем, что значение эффективного

пьезоэлектрического коэффициента в реальных неод-

нородных материалах резко возрастает вблизи точки

ФП (см., например, [23]), что широко используется в

практических целях [24–28].

2. Постановка задачи и описание
модели

Рассмотрим эксперимент, в котором одноосный сегне-

тоэлектрический кристалл, обладающий пьезоэффектом

в парафазе, находится в поле заданного постоянного

градиента температуры ∇T , направленного вдоль оси x ,
так что в плоскости образца (y, z ) формируется плоская

МФГ, координата которой в равновесии отвечает поло-

жению изотермы температуры ФП T = Tc . В момент

времени t = 0 образец в целом начинает охлаждаться с

зависящей от времени скоростью Ṫ (t). Соответственно,
координата изотермы с T = Tc будет перемещаться по

кристаллу со скоростью Viso(t) = −Ṫ/∇T , увлекая за

собой МФГ. Задача состоит в выводе уравнения на

координату МФГ X(t) при учете действия на границу

не только термодинамических сил, но и возникающих

вязких напряжений.

Чтобы провести аналитически все необходимые вы-

числения, мы используем следующую упрощенную мо-

дель. Во-первых, мы будем считать диссипативные силы,

связанные с процессами теплопроводности, малыми по

сравнению с силами, обусловленными процессами внут-

реннего трения. Последние мы будем учитывать в рам-

ках нормированной на единицу площади диссипативной

функции R для изотропного твердого тела [29]:

R =

∫

dx

[

η

(

v ik −
1

3
δikv ll

)2

+
ς

2
v2

ll

]

, (1)

где

v ik ≡
1

2

(

∂v i

∂x k
+

∂vk

∂x i

)

, v i = u̇i,

ui — это i-ая компонента поля смещений, η и ς —

коэффициенты вязкости.

Во-вторых, вклад W (P) в плотность термодинамиче-

ского потенциала кристалла, связанный исключительно

с величиной вектора поляризации P ≡ (0, 0, Pz ), пред-
ставим в виде 2-х пересекающихся парабол [30]:

W (P) = min

[

E
2

P2,
E
2

(P − PS)
2

]

, (2)

где параметр E описывает высоту энергетического ба-

рьера между двумя сосуществующими фазами, а через

PS обозначена зависящая от температуры спонтанная

поляризация в полярной фазе. Вклад в плотность по-

тенциала упруго деформированного кристалла будем

считать изотропным, а вклад от связи поля упругих

деформаций εikс поляризацией P записывать в виде

−dPzεxy .

Параметры E и PS в (2) связаны с параметрами более

привычной модели ФП, использующей разложение Лан-

дау для плотности термодинамического потенциала 8 по

степеням ПП:

8 =
1

2
α0(T − T0)P

2 +
1

4
BP4 +

1

6
DP6 +

1

2
g

(

dP
dx

)2

(3)
соотношениями:

E =
1

2
α0(Tc − T0)P

2
∗
, P2

∗
= − 3B

4D
, Tc − T0 =

3

16

B2

α0D
,

P2
S =

−B
2D

[

1 +

√

1− 4α0D
B2

(T − T0)

]

. (4)

Динамику ПП будем считать чисто релаксационной с

характерным временем τ .

3. Уравнения движения в объеме
и определение положения
межфазной границы

Преимуществом сформулированной выше модели

”
двух парабол“ для проведения аналитических расчетов

является то, что ее динамика описывается системой

квазилинейных уравнений. С учетом того, что нам надо

рассчитать движение плоской МФГ, лежащей в плоско-

сти (z , y), вдоль X(t), производные по координатам y, z
равны нулю и уравнения движения для поляризации
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P ≡ Pz и индуцированного ею поля смещений ux , uy , uz

приобретают простой вид

τ Ṗ = E

[

−P + H
(

X(t) − x
)

+ gP′′

xx +
d
2

∂uy

∂x

]

,

ρüy = µ
∂2uy

∂x2
− d

∂P
∂x

+ η
∂2u̇y

∂x2
,

ρüz = µ
∂2uz

∂x2
+ η

∂2u̇z

∂x2
,

ρüx = (λ + 2µ)
∂2ux

∂x2
+

(

ς +
4

3
η

)

∂2u̇x

∂x2
. (5)

В (5) H(x) — функция Хэвисайда, которая появляется

в первом уравнении (5) после дифференцирования вкла-

да W (P) (2) и играет роль
”
источника“. Отметим, что

направление движения плоской МФГ вдоль оси x позво-

ляет избавиться от деполяризующего поля и связанной

с ним проблемы полидоменизации образца.

Чтобы получить решение системы (3) в явном виде,

ее необходимо дополнить информацией о координате

МФГ X(t). Зададим ее положение естественным усло-

вием, впервые использованным в [30]:

P
(

x = X(t)
)

=
1

2
PS

(

T = Tint(t)
)

, (6)

где Tint(t) — значение температуры на МФГ. Факти-

чески, (6) — это определение того, что мы считаем

”
центром“ МФГ, в котором безразмерное значение па-

раметра порядка выбрано равным 1/2 — т. е. оно
”
рав-

ноудалено“ от значений 0 и 1, отвечающих значениям

безразмерной поляризации в пара- и сегнетоэлектриче-

ской фазе.

Предполагается, что температурную зависимость по-

ляризации вблизи точки перехода можно считать линей-

ной: PS(T ≈ Tc) = PS(Tc) + a(T − Tc), a < 0 (т. к. ПП

возрастает с уменьшением температуры). В дальнейшем

будем анализировать решения системы (5) в безразмер-

ных переменных, в которых новое время измеряется в

единицах τ , новая длина — в единицах
√

g , плотность
энергии — в единицах E , поляризация — в единицах

PS(Tc) = P∗.

4. Решение системы уравнений (5)
и вывод уравнения движения
межфазной границы
в дифференциальной форме

Поскольку система (5) квазилинейна, для ее решения

удобно применить преобразование Фурье:

F(k, ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

dxdtF(x , t) exp[−ikx − iωt]. (7)

В результате получаем систему алгебраических урав-

нений, ненулевые элементы 4× 4 матрицы которой Li j

равны

Lpp = 1 + iω + k2, Lpuy = − ikd
2

, Luy p = ikd,

Luy uy = Luz uz = − 1

c2
t
ω2 + k2 + k2iωη,

Lux ux = −
1

c2
t
ω2 +

c2
l

c2
t

k2 + k2iω

(

ς +
4

3
η

)

.

Обратив матрицу Li j , Фурье-образы поляризации

P(k, ω) и ненулевой компоненты поля смещений

uy(k, ω) можно записать в виде

P(k, ω) = H(k, ω)
Q(ω, k)

S(ω, k)
, (8)

uy (k, ω) = H(k, ω)
−ikd

S(ω, k)
, (9)

где H(k, ω) — Фурье-образ функции Хэвисайда:

H(kω) =
1

(2π)2

∞
∫

−∞

dt′
X(t′)
∫

−∞

dx ′ exp(−ikx ′ − iωt′),

(10)

Q(ω, k) = − 1

c2
t
ω2 + k2 + k2iωη,

S(ω, k) = (iω + 1 + k2)

(

− 1

c2
t
ω2 + k2 + k2iωη

)

− k2d2

2
.

(11)

Из (8)−(10) получаем выражение для P(x , t) через

обратное преобразование Фурье:

P(x , t) =
1

(2π)2

∞
∫

−∞

dk

∞
∫

−∞

dω

+∞
∫

−∞

dt′
X(t′)
∫

−∞

dx ′

×
Q(ω, k)

S(ω, k)
exp

[

−ikx ′ − iωt′
]

exp
[

ikx + iωt
]

. (12)

Чтобы записать уравнение движения МФГ в без-

размерных переменных с помощью условия (4), надо

в его левую часть подставить безразмерное значение

поляризации (12), взятое на границе x = X(t), а правую

часть приравнять 1/2. При этом следует учесть, что из-за

диссипации координата движущейся МФГ X(t) отстает

от положения изотермы ФП Tc на расстояние h0, что в

условиях ненулевого градиента температуры ∇T приво-

дит к дополнительному к (12) вкладу в поляризацию на

границе, равному

a
[

T (X) − Tc
]

= a
[

∇T X(t) + h0

]

. (13)
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Для дальнейших вычислений в выражении (12) при

x = X(t) удобно сделать замену переменной интегриро-

вания x ′ → x ′ − X(t′) и переписать (12) в виде

P
(

x = X(t)
)

=
1

(2π)2

∞
∫

−∞

dk

∞
∫

−∞

dω

+∞
∫

−∞

dt′
0

∫

−∞

dx ′

× Q(ω, k)

S(ω, k)
exp

[

−ikx ′ − iωt′
]

exp
[

ik
(

X(t) − X(t′)
)]

.

(14)
Затем представим в (14) разность X(t) − X(t′) в виде

ряда Тейлора:

X(t) − X(t′) = Ẋ(t)(t − t′) −
1

2
Ẍ(t)(t − t′)2 + . . . (15)

Используя (15), можно сосчитать интеграл по t′

в (14) почленно для произвольной и пока неизвестной

траектории МФГ X(t), т. к. производные в (15) берутся в

момент времени t и не зависят от переменной интегри-

рования t′ . В результате правую часть уравнения (14)
можно записать в виде ряда, где V ≡ Ẋ(t):

f (V ) +

∞
∑

n=1

Cn∂
n
t V. (16)

Из (14)−(16) получаем выражение для f (V ):

f (V ) =
1

(2π)2

∞
∫

−∞

dk

∞
∫

−∞

dω

+∞
∫

−∞

dt′
0

∫

−∞

dx ′
Q(ω, k)

S(ω, k)

× exp
[

−ikx ′ + iω(t − t′)
]

exp
[

ik
(

V (t − t′)
)]

. (17)

Оно может быть упрощено, т. к. интеграл по t′ в (17)
пропорционален дельта-функции δ(kV + ω), с учетом

этого последующее интегрирование по ω оказывается

тривиальным, в оставшемся же подынтегральном выра-

жении надо положить ω = −kV :

f (V ) =
1

2π

∞
∫

−∞

dk

0
∫

−∞

dx ′
Q(−kV, k)

S(−kV, k)
exp(−ikx ′). (18)

Подынтегральную функцию можно представить в ви-

де:

Q(−kV, k)

S(−kV, k)
=

−Viη
(

k − i
Vη

(

V 2

c2
t
− 1

))

S1(V, k)
,

где стоящая в знаменателе функция

S1(V, k) ≡ S(−kV, k)/k2

является кубическим полиномом по k , корни которого

k i можно определить по формулам Кардано. Мы будем

считать их известными, на рис. 1 приведена зависимость

корней k i от скорости V .

V
0 1 2 3

1.7

3.4

0

k 3
k 2

k 1

0

–4

–2

2

4

0

–4.5

Re k

Im k

Рис. 1. Зависимость корней S1(V, k) от скорости при значени-

ях параметров η = 100, d = 10, ct = 1400.

Взяв интеграл в (18) по вычетам, получаем выражение

для функции f (V ) в окончательном виде

f (V ) = −
∑

Im(k i)>0





1

k

(

k + i
Vη

(

1− V 2

c2
t

))

(k − k i)

(k − k1)(k − k2)(k − k3)





∣

∣

∣

∣

∣

k=k i

.

(19)

Отметим, что зависимость от скорости у функции

f (V ) является непрерывной (см. рис. 2, a)), несмотря
на то, что при ее определенных значениях происходит

смена корней, дающих вклад в (19).

Рассмотрим теперь типичный экспериментальный ре-

жим, в котором скорость изотермы Viso(t) = const ≡ Vp.

В этом случае уравнение движения МФГ (5) в со-

путствующей системе координат с учетом (13) и (16)
принимает вид

1

2
− f (V ) +

∞
∑

n=1

Mn∂
n
t V − a

{

∇T
[

X(t) −Vpt + ho
]}

= 0.

(20)

Уравнение (20) имеет очевидное решение с постоян-

ной скоростью МФГ, равной скорости изотермы, V = Vp,

а также с независящим от времени
”
отставанием“ поло-
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жения МФГ ho < 0 от координаты изотермы Vpt, равным

ho =
1

a∇T

[

1

2
− f (Vp)

]

. (21)

В общем случае, когда экспериментально заданная

скорость изотермы непостоянна, Viso = Viso(t), уравне-

ние движения МФГ можно записать в виде

1

2
− f (V ) +

∞
∑

n=1

Mn∂
n
t V

− a
{

T
[

X(t) − Xiso(t) + ho(t)
]}

= 0. (22)

Анализ характера возможных решений этого нелиней-

ного дифференциального уравнения бесконечного по-

рядка облегчается тем фактом, что значение входящего

в него безразмерного градиента температуры очень

мало. Действительно, в размерных величинах оно по

порядку величины равно b
Tc
∇Texp ∼ 10−8, где b — длина

постоянной решетки, а ∇Texp заданный в эксперименте

градиент температуры.

Если перейти к более удобным безразмерным пе-

ременным длины и времени, x∇T → x ′, t∇T → t′, то

функция f (V ) в (22) не изменится (т. к. скорость в новых
переменных остается той же), а перед

”
гипермассами“

n-го порядка Mn появятся малые безразмерные множи-

тели (∇T )n. Поэтому в получившемся асимптотическом

ряде естественно ограничиться учетом только члена

с n = 1.

В результате (22) переходит в нелинейное диф-

ференциальное уравнение 2-го порядка, в котором

M1 = M1(V ). Это позволяет, в частности, анализиро-

вать линейную устойчивость решений этого уравнения

стандартным образом, т. е. исследуя зависимость малых

отклонений от них h(t) на больших временах.

Например, в случае постоянной скорости изотермы,

Viso(t) = Vp, линеаризованное уравнение является урав-

нением для осциллятора с трением, причем коэффици-

ент трения равен производной
( d f

dV

)

≡ F ′, взятой при

V = Vp:

∇T M1(Vp)ḧ − F ′(Vp)ḣ − ah = 0, (23)

где зависимость M1(Vp) < 0 определяется через соответ-

ствующий коэффициент C1(V ) в (14):

M1(V ) =
1

4πi
∂2

∂V 2

×





∞
∫

−∞

dk

0
∫

−∞

dx ′
Q(−kV, k)

kS1(V, k)
exp(−ikx ′)



 . (24)

Как было отмечено выше, a < 0. Что касается знаков

M1(Vp) и F ′(Vp), то при исследованных нами значениях

параметров модели знак
”
массы“ осциллятора в (23),

равной −C1(V ), положителен, как и знак
”
коэффициента

трения“, −F ′(Vp), так что отклонения h(t) экспоненци-

ально затухают на больших временах. Тем не менее,

V
0 0.75 1.50

0.2

0.4

0

–
(

)
f

V

a

V
0 0.75 1.50

0

1

M
V

1
(

)

b

–2

–1

Рис. 2. Зависимость a)
”
силы трения“ — f (V ) по форму-

ле (19) и b)
”
массы“ M1 = −C1(V ) по формуле (24) от скоро-

сти при значениях параметров η = 100, d = 10, ct = 1400.

надо оговориться, что при каких-то других наборах

параметров модели,
”
коэффициент трения“ в принципе

может оказаться и отрицательным. В пределе малых

скоростей Vp → 0, это, однако, невозможно в силу

фундаментального требования положительности произ-

водства энтропии (подробнее об этом вопросе см. в

разделе
”
Дискуссия“ в [2]).

Как и функцию f (V ) в (19), функцию M1(V ) также

можно записать в общем виде через корни k(i) функ-

ции S1(V, k):

M1(V ) =
i
2

∂2

∂V 2

×





∑

Im (k i )>0

(

k − i
Vη

(

V 2

c2
t
− 1

))

(k − k i)

k2(k − k1)(k − k2)(k − k3)





∣

∣

∣

k=k i

. (25)

Формула (25) была получена из (24) в результате

сдвига полюса k = 0 в нижнюю полуплоскость на iǫ
(ǫ > 0) для регуляризации выражения в квадратных
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скобках. Затем интеграл по k был сосчитан по вычетам,

после чего взят оставшийся тривиальный интеграл по x ′.

На рис. 2 b) приведена зависимость массы M1(V ).
Поскольку подстановка корней k(i) по формуле Кар-

дано приводит к очень громоздкому выражению для

M1(V ), мы не выписываем соответствующую формулу.

Проделав расчеты для величин Mn(V, d, η) в общем

случае, находим, что они быстро убывают с ростом

скорости V и значения номера n. Отсюда следует, что ко-

личественные результаты, полученные с использованием

M1(V ) приближения в (22), улучшаются с повышением

скорости МФГ, т. е. с ростом скорости охлаждения

образца.

Если охлаждение образца производится с зависящей

от времени скоростью Ṫ = Ṫ (t), то скорость изотермы

удобно записать в форме Viso(t) = Vp + v(t), выделив

ее постоянную составляющую Vp. Тогда уравнение дви-

жения МФГ (22) в M1(V ) приближении становится

уравнением на осциллятор с зависящими от скорости

V = Vp + ḣ массой и силой трения. находящийся под

действием переменной внешней силы R(t):

∇T M1(Vp + ḣ)ḧ − f (Vp + ḣ) + f (Vp) − ah

= a

t
∫

0

v(τ )dτ ≡ R(t). (26)

Отметим, что для многих сегнетоэлектриков скачок

спонтанной поляризации в точке ФП сопровождается

ее слабым ростом при дальнейшем понижении тем-

пературы [22]. В нашей модели этому соответствует

малость коэффициента (−a). Для таких материалов

уравнение (26) должно работать количественно особен-

но хорошо, т. к. в этом случае безразмерным малым

параметром в разложении (22) становится произведе-

ние (−a∇T ).

5. Заключение

В работе проанализирована динамика межфазной гра-

ницы (МФГ), увлекаемой изотермой, движущейся с

заданной скоростью Viso(t), в сегнетоэлектрике, обла-

дающим пьезоэффектом в парафазе. В рамках модели,

в которой зависимость термодинамического потенциала

от поляризации задается двумя пересекающимися па-

раболами, мы вывели приближенное нелинейное диф-

ференциального уравнение 2-го порядка на координату

положения МФГ X(t). Наши оценки показали, что это

уравнение применимо для описания динамики МФГ

при практически всех реально используемых режимах

движения изотермы Viso(t). При обычно используемом в

экспериментах режиме с постоянной скоростью изотер-

мы, движение сопровождающей ее с той же скоростью

МФГ оказывается устойчивым. Отметим, что динамика

МФГ может качественно измениться, если в кристалле

присутствует большое количество дефектов, создающих

дополнительную силу
”
сухого трения“, пиннингующую

границу [31]. Указано соответствие значений параметров

использованной в наших расчетах модели 2-х парабол

с параметрами, используемыми в стандартной модели

Ландау для ФП 1-го рода. Это позволяет применить

известные экспериментально значения параметров для

конкретного материала для расчета динамики МФГ в

рамках выведенного в работе уравнения (22).
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