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На основе решения уравнения движения заряда в частотно-модулированном электромагнитном поле

построена классическая теория излучения релятивистской заряженной частицы, линейно ускоренной

высокоинтенсивным чирпированным лазерным импульсом. Это решение использовано для исследования

спектрально-угловых характеристик излучения заряженной частицы. По рассчитанным формулам фазового

и фазово-углового распределений интенсивности и мощности излучения частицы в модулированном поле

построены графики зависимости от величины коэффициента модуляции. Рассчитано преобразование Фурье

напряженности электрического поля излучения и спектральной плотности излучения частицы в случае

линейной поляризации волны.
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Введение

За последние 60 лет бурное развитие в области

лазерной физики позволило внедрить целый ряд инно-

ваций в нелинейную оптику, включая преобразование

частоты, сверхбыструю оптику и полностью оптиче-

скую модуляцию. Были достигнуты рекордные интен-

сивности в фокусе лазерного луча — 1023 W/cm2 [1,2].
Достижение таких мощных электрических полей стало

возможным, в частности, благодаря совершенствованию

техники фокусировки лазерного излучения [3,4], появ-

лению и развитию лазерных установок, позволяющих

получать импульсы оптического диапазона длительно-

стью в несколько фемтосекунд (10−15 s) [5], а также ис-

пользование метода усиления чирпированного импульса

(СPA) [6–8]. Данная технология является одной из самых

современных и передовых, планируется ее применение

в медицине, а именно в диагностике и терапии онко-

логических заболеваний, изготовлении радиоактивных

изотопов. Однако все еще существуют некоторые про-

блемы, которые необходимо решить, прежде чем можно

будет применить эту технологию к реальной терапии

рака, но благодаря достижениям в данной и смежных

областях можно ожидать реализации лазерной терапии

в будущем [9].
Теория ускорения заряженных частиц в плазме с

помощью лазерного излучения была выдвинута еще в

1979 г. [10] и совершенствуется до сих пор. Разработ-

ка лазеров на основе CPA принесла большую пользу

для усовершенствования схем ускорения заряженных

частиц [11].

Суть метода усиления чирпированного импульса за-

ключается в том, что лазерный импульс растягива-

ется во времени и спектре, усиливается, а затем

снова сжимается. Таким образом, на начальном эта-

пе лазерный импульс подвергается частотной модуля-

ции. Вопрос об ускорении частиц в поле частотно-

модулированной (ЧМ) электромагнитной волны изучал-

ся в [12,13].

В настоящей работе было предпринято исследование

вопроса о спектрально-угловых характеристиках излуче-

ния заряженной частицы в поле ЧМ электромагнитной

волны на основе результатов, полученных в [12], в

которой на основе классического уравнения движения

заряда в электромагнитном поле рассчитывались энерге-

тические характеристики заряженной частицы без учета

радиационного трения. Из работы [14] известно, что

потери энергии электронов за счет жесткого излучения

достигаются при энергии 1 ГэВ, что соответствует ин-

тенсивности лазерного поля 1022 W/cm2. В настоящей

работе расчеты всех характеристик проводились при

интенсивности 1019 W/cm2. Однако при длительном вза-

имодействии волны с частицей даже малый параметр

радиационного трения может дать существенный вклад

в динамику частицы, поэтому предполагается, что ЧМ

электромагнитная волна в работе представлена как чир-

пированный ультракороткий лазерный импульс.
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Представляют интерес такие характеристики, как ин-

тенсивность и мощность излучения заряда и их угло-

вое и фазово-угловое распределения, а также преоб-

разование Фурье напряженности электрического поля

излучения и спектральная плотность излучения частицы.

Данные результаты могут быть полезны в контроле

работы лазерных ускорительных установок, в которых

излучение подвергается частотной модуляции.

Авторами было предпринято аналогичное исследова-

ние в работе [15] в случае суперпозиции поля плоской

монохроматической электромагнитной волны с сона-

правленным внешним постоянным магнитным полем

(поле Редмонда).

1. Постановка задачи

Высокочастотная сила Лоренца действует на частицу

с зарядом q и массой m, тогда уравнение движения

заряда имеет вид

dp
dt

= qE +
q
c
[v×H], (1)

где p — импульс частицы; E, H — векторы напряженно-

сти электрического и магнитного полей электромагнит-

ной волны.

Уравнение (1) дополнено начальными условиями ско-

рости и координатами заряженной частицы:

v(0) = v0, r(0) = r0

Релятивистский фактор γ связан с напряженностью

электромагнитного поля следующим соотношением:

γ =
√

1 + I/I rel,

а также равен γ = mc(1− νz0)/
√

1− ν2
0/c2, где реляти-

вистская интенсивность I rel (W/cm2) равна:

I rel =
m2c3ω2

8πq2
=

1.37 · 1018
λ2

.

Предполагается, что модулируемый импульс распро-

страняется вдоль оси z с длительностью τ , при этом,

если t < τ , компоненты напряженностей магнитного и

электрического полей волны будут иметь вид (2), в ином
случае (t > τ ) компоненты напряженностей будут равны

нулю. Плоскость постоянной фазы перпендикулярна од-

ной оси:


















Ex = Hy = bx
∑N

n=0 Jn(δFM) cos8n,

Ey = −Hx = f by
∑N

n=0 Jn(δFM) sin8n,

Ez = Hz = 0,

(2)

где оси x и y совпадают с направлением полуосей

эллипса поляризации bx и by , причем bx ≥ by ≥ 0;

8n = 8 + 8′

n = (ω + nω′)ξ + ϕ0 + nα0; ξ = t − z/c ; ω —

несущая частота; ω′ — частота модуляции, Jn(δFM) —

функция Бесселя n-порядка, δFM — коэффициент ча-

стотной модуляции, f = ±1 — параметр поляризации,

при этом верхний знак соответствует правой поляриза-

ции Ey , а нижний знак соответствует левой поляризации.

Для примера возьмем параметры тераваттной

фемтосекундной титан-сапфировой лазерной системы

(λ = 800 nm; 40 fs), тогда 8 ∈ [0; 94.2].

При пиковой интенсивности в 1019 W/cm2 импульсы

данной лазерной установки формируются в режиме

синхронизации мод. Частотный спектр испускаемого

излучения представляется
”
гребенками“, состоящими из

ряда дискретных, равномерно расположенных частотных

линий. Такое излучение описывается поставленной зада-

чей в работе [16].

2. Интенсивность излучения
заряженной частицы в поле ЧМ
электромагнитной волны

Применяя векторное произведение к уравнению (1)
вектором H, получаем вектор Умова−Пойнтинга в сле-

дующем виде:

S =
c
4π

[E×H] =
c

4πq
[F×H] − 1

4π

[

[v×H] ×H
]

, (3)

Векторные компоненты (3) принимают вид

Sx(t) =
1

4π
Hy

[

(νx Hy − νy Hx) −
c
q

Fz

]

,

Sy(t) =
1

4π
Hx

[

(νx Hy − νy Hx) −
c
q

Fz

]

,

Sz (t) =
1

4π

[

(νz

(

H2
x + H2

y

)

+
c
q
(Ex Fx + Ey Fy)

]

. (4)

Подставляя систему (2) в компоненты вектора S (4),
получаем следующую форму:

Sx (t) = 0, Sy (t) = 0,

Sz (t) =
c
4π

N
∑

n=0

J2
n(δFM)(b2

x cos
2 8n + b2

y sin
2
8n).

Круговая поляризация

В случае круговой поляризации полуоси эллипса

поляризации bx = by = b/
√
2;

|S(t)| =
√

S2
x (t) + S2

y(t) + S2
z (t) = Icir

N
∑

n=0

J2
n(δFM), (5)

где Icir = cb2/8π.
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Теперь оценим интенсивность излучения частицы,

усредненную за период её колебания в поле ЧМ волны:

I rad =
ω

2π(1 + h)

8(t)+2π
∫

8(t)

|S(t)|1 + g
ω

d8′ = Icir

N
∑

n=0

J2
n(δFM).

(6)
Воспользуемся формулой для продольной составляю-

щей импульса частицы с поправкой на релятивистский

множитель из [10]:

g = h −
q2(b2

x − b2
y )

4γ2ω2

N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2
cos 28n

+
q

γ2ω

N
∑

n=−N

Jn(δFM)

1 + nη
(χx bx sin8n ∓ χy by cos8n),

где h = 1
2

[

m2c2

γ2
− 1 +

χ2x +χ2y
γ2

+
q2(b2

x +b2
y )

2γ2ω2

∑N
n=−N

J2
n(δFM)

(1+nη)2

]

;

η = ω′/ω.

Линейная поляризация

Для случая линейной поляризации электромагнитной

волны одна из полуосей эллипса поляризации равна

нулю, а другая равна b (bx = b; by = 0)

|S(t)| =
√

S2
x (t) + S2

y (t) + S2
z (t) = I lin

N
∑

n=0

J2
n(δFM) cos2 8n,

(7)
где I lin = cb2/4π.

Теперь оценим интенсивность излучения частицы,

усредненную за период её колебания в поле ЧМ волны:

I rad =
ω

2π(1 + h)

8(t)+2π
∫

8(t)

|S(t)|1 + g
ω

d8′

=
I lin
2

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(

1− µ

8(1 + h)

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)2

)

,

(8)
где µ = q2b2/γ2ω2.

Минимум будет соответствовать фазе 80 = 0, π, и

определяется формулой:

Imin = I lin

N
∑

n=0

J2
n(δFM)











1−
µ

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2

8 + 2µ
∑N

n=0

H2
n(δFM)

(1+nη)2











.

Максимум будет соответствовать фазе

80 = π/2, 3π/2 и определяется формулой:

Imax = I lin

N
∑

n=0

J2
n(δFM)











1−
µ

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2

8 + 6µ
∑N

n=0

H2
n(δFM)

(1+nη)2











.

0 102 84 6

I r
a
d

6
2

,
1
0

T
W

/c
m

1

2

3

4

dFM

Рис. 1. Зависимость средней интенсивности излучения части-

цы в поле ЧМ волны интенсивностью I lin = 107 ТW/cm2 от

коэффициента частотной модуляции.

Получить среднюю интенсивность излучения частицы

можно используя следующую формулу [15]:

〈 f 〉 = sup lim
80n→∞

1

80n

80n
∫

0

f (80n)dt,

где вместо f (8)0n необходимо подставить I rad.
Таким образом, интенсивность излучения частицы,

поля плоской ЧM волны, усредненная по начальной фазе

80n, имеет вид:

〈I rad〉 =
I lin
2

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

×













2−
µ

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2

√

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 µ + 4

√

3
N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 µ + 4













. (9)

Построим график зависимости средней интенсивности

излучения частицы от коэффициента модуляции δFM
(рис. 1) при интенсивности волны 107 TW/cm2.

Максимум интенсивности излучения частицы

I rad = 4.611 · 106 TW/cm2 достигается при коэффициенте

δFM = 1.6−2.8. После значения δFM = 2.8 интенсивность

излучения начинает уменьшаться с последующими

периодическими колебаниями. Из этого следует, что

волна с коэффициентом δFM ∈ [1.6, 2.8] будет наиболее

эффективна для ускорения частиц.

Дифференцируя выражение (8) относительно началь-

ной фазы, получаем фазовое распределение интенсивно-

сти излучения частицы в поле ЧМ волны:

dI rad
d80n

= I lin
µ2

8

N
∑

n=0

J6
n(δFM)

(1+nη)4 sin80n cos80n

[

1 + µ

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 (2 sin
280n + 1)

]2
. (10)

Оптика и спектроскопия, 2023, том 131, вып. 3



Спектрально-угловые характеристики излучения заряженной частицы в поле... 383

0.5

3 ·1018

–3 ·1018

1

2

3

–2 ·1018

1 ·1018

2 ·1018

–0.5 0

–1 ·1018

–1.0 1.0

Рис. 2. Фазовое распределение интенсивности излуче-

ния частицы в поле ЧМ волны при её интенсивности

I lin = 107 TW/cm2 при разных коэффициентах частотной моду-

ляции (1 — δFM = 0, 2 — δFM = 0.5, 3 — δFM = 1).

Изобразим фазовое распределение интенсивности из-

лучения (dI rad/d80n вдоль оси ординат и sin80n вдоль

оси абсцисс) при различных коэффициентах частотной

модуляции при интенсивности 107 TW/cm2 электромаг-

нитной волны на фазовой плоскости.

На рис. 2 отчетливо видно, что при увеличении

коэффициента частотной модуляции область фазового

распределения интенсивности уменьшается.

Мгновенное угловое распределение интенсивности

излучения имеет вид:

dI rad
d�

=
I lin
2π

µ2

8

N
∑

n=0

J6
n(δFM)

(1+nη)4 sin80n

[

1 + µ

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 (2 sin
2 80n + 1)

]2
(11)

Дифференцируя распределение (11) относительно

80n, получаем фазово-угловое распределение интенсив-

ности излучения частицы в поле ЧМ волны:

d2I rad
d80nd�

=
I lin
2π

×











µ2

8

N
∑

n=0

J6
n(δFM)

(1+nη)4 cos80n

[

1 + µ

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 (2 sin
2 80n + 1)

]2

− µ3

4

N
∑

n=0

J8
n(δFM)

(1+nη)6 sin
2 80n cos80n

[

1 + µ

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1+nη)2 (2 sin
2
80n + 1)

]3











. (12)

Изобразим фазово-угловое распределение интенсив-

ности излучения (d2I rad/d�d80n вдоль оси ординат и

sin80n вдоль оси абсцисс) при различных коэффици-

ентах частотной модуляции при интенсивности волны

107 ТW/cm2 на фазовой плоскости.

На рис. 3 видно, что площадь фазово-углового распре-

деления уменьшается по мере увеличения коэффициента

частотной модуляции.

3. Мощность излучения частицы в
поле ЧМ электромагнитной волны

Мощность dP, передаваемая через элемент поверхно-

сти dl, равна модулю вектора плотности потока энергии

и определяется формулой:

dP
dl

= |S(t)|. (13)

Вводя телесный угол � в формулу (13), получим

формулу:

dP
d�

= r2|S(t)|, (14)

где r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z 0)2 — расстоя-

ние от частицы в пространстве до её исходного поло-

жения.

Берем значения координат из [12] и записываем их в

следующем виде:

x =x0 +
N
∑

n=−N

χx

γk
8n

1 + nη

− qbx

γωk

N
∑

n=−N

Jn(δFM)

(1 + nη)2
cos8n + Cx ,

–1.0 1.00.50
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Рис. 3. Фазово-угловое распределение интенсивности излуче-

ния частицы при интенсивности волны I lin = 107 TW/cm2 при

разных коэффициентах частотной модуляции (1 — δFM = 0,

2 — δFM = 0.5, 3 — δFM = 1).
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Рис. 4. Фазовое распределение мощности излучения частицы

в поле ЧМ волны интенсивностью Icir = 107 TW/cm2 при

разных коэффициентах частотной модуляции (1 — δFM = 0,

2 — δFM = 0.5, 3 — δFM = 1, 4 — δFM = 1.5).
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N
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N
∑
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(1 + nη)2
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z =z 0 +

N
∑

n=−N
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y )

8γ2ω2k

×
N
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(1 + nη)3
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q
γ2ωk

N
∑

n=−N

Jn(δFM)

(1 + nη)2

× [χx bx cos8n + f χy by sin8n] + Cz ,

где

Cx = −
N
∑

n=−N
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80n
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+

qbx

γωk

N
∑
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Jn(δFM)
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N
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[χx bx cos80n + f χy by sin80n],

Круговая поляризация

Подставив координаты частицы и модуль вектора

Умова−Пойнтинга (5) в формулу (14), получим следую-

щее выражение:

dP
d�

= Icir

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

{(

χ2x + χ2y

γ2
+ h2

)

N
∑

n=0

82
n

(1 + nη)2k2

− 2
qb(1 + h)√
2γ2ωk2

N
∑

n=0

Jn(δFM)

(1 + nη)3
(χx cos8n + f χy sin8n)

+ 2

(

Cxχx + Cyχy

γ
+ hCz

) N
∑

n=0

8n

(1 + nη)k

+
q2b2

2γ2ω2k2

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)4

[

1− (χx cos8n+ f χy sin8n

γ2

]

+ C2
x + C2

y + C2
z − 2

qb√
2γωk

N
∑

n=0

Jn(δFM)

(1 + nη)2

×
[

(Cx cos8n + f Cy sin8n)

+
Cz

γ
(χx cos8n) + f χy sin8n)

]}

.

(15)

Интегрируя выражение (15) по телесному углу

d� = cos8nd8ndθ, получим полную мощность излуче-

ния заряда:

P =
4µπ2

k2
Icir

N
∑

n=0

J4
n(δFM)

(1 + nη)4

(

1+
µ

2

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)2

)

×
[

1 +
(

cos80n +
π

2
sin80n

)]

.

Фазовый портрет полной мощности излучения заряда

в поле ЧМ волны будет выглядеть как изображено на

рис. 4.

Из рисунка можно проследить тенденцию к резкому

уменьшению площади фазового распределения с увели-

чением коэффициента модуляции δFM.

Линейная поляризация

Подставляя координаты частицы и модуль вектора

Умова−Пойнтинга (7) в формулу (14), получаем сле-
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Рис. 5. Фазовое распределение мощности излучения частицы в поле ЧМ волны интенсивностью I lin = 107 TW/cm2 при разных

коэффициентах частотной модуляции (1 — δFM = 0, 2 — δFM = 1, 3 — δFM = 3).

дующее выражение:

dP
d�

= I lin

N
∑
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{(

χ2x
γ2

+ h2
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J3
n(δFM)

(1 + nη)5
cos8n sin 28n

+
q2b2

γ2ω2k2

(

1 +
χ2x
γ2
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N
∑
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γ
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∑
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− Cz
q2b2

4γ2ω2k2

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)3
sin 38n

}

(16)

Интегрируя выражение (15) по телесному углу

d� = cos8nd8ndθ, получим полную мощность излуче-

ния заряда:

P =
q2

πm2c5
I2lin

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

{

14

9

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)2

×
(

µ

16

N
∑

n=−N

J2
n(δVM)

(1 + nη)2
(2 sin280n + 1)2 + sin80n

)

+
π3

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)4

×
(

µ

4

N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2
(2 sin2 80n + 1) + 1

)

sin80n

− 3

4

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

(1 + nη)4
(80n sinφ0n + cos80n)

+
µ

40

N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2
(2 sin2 80n + 1)

}

,

Фазовый портрет полной мощности излучения заряда

в поле ЧМ волны будет выглядеть как показано на

рис. 5.

На рис. 5 так же, как и на предыдущем, можно

проследить тенденцию к уменьшению площади фазового

распределения с увеличением коэффициента модуляции

δFM, причем правая часть функции уменьшается стреми-

тельнее.

4. Фурье-образ напряженности
электрического поля излучения
частицы в поле ЧМ волны

Спектр излучения заряженной частицы в поле плос-

кой ЧМ электромагнитной волны может быть представ-
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лен как сумма бесконечного числа волн:

E(r, t) =
∞
∑

ω=−∞

Eω(r)

× exp
{

− i[ωξ + δFM sin(ω′ξ + α0) + ϕ0]
}

.

Фурье-компонента может быть представлена в виде

периодической функции с периодом T̃ = (1 + h)2π/ω:

Eω(r) =
1

T̃

t̄
∫

t

E(r, t)

× exp
{

− i[ωξ + δFM sin(ω′ξ + α0) + ϕ0]
}

dt. (17)

Из уравнения (1) выразим E(r, t), подставляем в

функцию (17) и перейдем от интегрирования по вре-

мени к интегрированию по пространственно-временной

компоненте ξ :

Eω(r) =
1

T̃

ξ(t̄)
∫

ξ(t)

(

1

q
dp
dt

− 1

c
[v] ×H

)

×
N
∑

n=0

Jn(δFM) cos8n(1 + g)dξ.

Тогда для действительной части Eω(r) получим следу-

ющие компоненты:

Re(Eω,x ) =
bx

2(1 + h)

N
∑

n=0
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n(δFM)

×
[

(1 + h) −
q2(b2
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y )

8γ2ω2

N
∑

n=0

J2
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]

, (18)

Re(Eω,y ) = Re(Eω,z ) = 0.

Линейная поляризация

В этом случае из (18) для фурье-образа получим

Re(Eω) = b
N
∑

n=0

J2
n(δFM)

×



















8 + µ
N
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J2
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(1+nη)2 [4(2 sin
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8n + 1) − 1]

16 + 8µ
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n(δFM)

(1+nη)2 (2 sin
2 8n + 1)



















. (19)

Подставляя выражение (19) в формулу (17), получаем
спектр излучения частицы в начальный момент времени:

Re(E(r, t0)) = b
ω=∞
∑

ω=−∞

N
∑

n=0

J2
n(δFM)

A
B
. (20)

где

A = 8 + µ

N
∑
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[

4(2 sin28n + 1) − 1
]

,

B = 16 + 8µ

N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2
(2 sin2 8n + 1).

Спектр излучения имеет следующее фазовое распре-

деление:
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(∣
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∣
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∣

∣

∣

∣

∣

. (21)

Спектр излучения частицы в единичный телесный

угол определяется формулой

Re

(∣

∣

∣

∣

dE(r, t0)
d�

∣
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∣

∣
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=
b
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∣

∣

∣

∣

∣

. (22)

Фазово-угловое распределение этого спектра излуче-

ния имеет вид

Re

(∣

∣

∣
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d80d�
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. (23)

Представим функцию, характеризующую спектраль-

ную плотность излучения:

Re(S(ω)) = Re
(

|E(r, t0)|2
)

= b2

∣

∣

∣

∣

∣

ω=∞
∑
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N
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∣

∣

∣

∣

∣

.

(24)
Фазовое распределение спектральной плотности излу-

чения выражается формулой

dS(ω)

d80

= 32µ2b2

∣

∣

∣
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∣
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∑
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sin 28n

∣

∣

∣

∣

∣

.

(25)
Спектральная плотность излучения на единичный те-

лесный угол определяется выражением

dS(ω)

d�
=

32µ2b2

π

∣

∣

∣

∣

∣

ω=∞
∑

ω=−∞
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. (26)
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Дифференцируя выражение (26) относительно 80,

получаем фазово-угловое распределение:

d2S(ω)

d80d�
=

32µ2b2

π

∣

∣

∣

∣

∣

ω=∞
∑

ω−ω

N
∑

n=−N

J8
n(δFM)

(1 + nη)4

×
[

A
B3

cos8n −
16µ

B4

(

B − 3µ

N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2

)

×
N
∑

n=−N

J2
n(δFM)

(1 + nη)2
sin28n sin8n

]∣

∣

∣

∣

∣

. (27)

Заключение

Исследован вопрос о спектрально-угловых характери-

стиках излучения заряженной частицы в поле частотно-

модулированной электромагнитной волны. Получены

выражения для интенсивности и мощности излучения

релятивистского заряда в случае круговой и линейно по-

ляризованной ЧМ электромагнитной волны. Получены

фазовые распределения интенсивности и мощности из-

лучения частицы, движущейся в ЧМ электромагнитной

волне с интенсивностью 1019 W/cm2. Рассчитан фурье-

образ напряженности электрического поля излучения

частицы в поле ЧМ электромагнитной волны линейной

поляризации. Результаты данного исследования могут

быть использованы при математической интерпретации

экспериментов по взаимодействию модулированного ла-

зерного излучения с магнитоплазмой.

Работа выполнена при поддержке Кубанского научно-

го фонда, проект H-21.1/11.
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