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Новое и простое уравнение состояния одноатомного квантового кристалла построено с использованием

континуального приближения для взаимодействующих атомов и теории Ми−Грюнайзена. Уравнение

позволяет описать фазовую диаграмму как в области сжимающих давлений, так и в окрестности критической

точки. Найдены в аналитическом виде выражения для критических объема, давления и температуры.

Сравнение численных расчетов с экспериментальными данными для гелия показывает удовлетворительное

согласие.
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Известно, что квантовая жидкость при определен-

ном давлении переходит в кристаллическое состояние.

В результате образуется так называемый квантовый кри-

сталл. Амплитуда колебаний атомов в таком кристалле

сравнима с периодом решетки или даже превышает его.

Так, например, кристаллизация жидких изотопов гелия

и их растворов происходит при давлении 2.5−10МPa

и сопровождается лишь незначительным изменением

плотности (∼ 5%) [1]. Возникающие при этом кристаллы

продолжают сохранять уникальные квантовые свойства.

В [2–14] строились и анализировались уравнения со-

стояния твердого гелия, измерялась и теоретически рас-

считывалась теплоемкость. В зависимости от темпера-

туры и давления определялись молярный объем, темпе-

ратура Дебая и параметр Грюнайзена. Рассматривались

случаи как низких, так и высоких давлений. В указанных

работах, однако, на основе уравнений состояния не опре-

делялись критические параметры гелия, которые задают

температуру, объем и давление в критической точке, т. е.

в таком состоянии, в котором жидкая и паровая фазы

неразличимы. По этой причине не были указаны условия

устойчивости термодинамических фаз гелия. Решению

данных задач посвящена настоящая работа.

Рассмотрим бездефектный одноатомный квантовый

кристалл. Ввиду того что в таком кристалле амплитуда

атомных колебаний при низких температурах сравни-

ма с межатомным расстоянием, функция вероятности

обнаружить атом в заданном малом объеме кристалла

уширяется, и поэтому его плотность можно в первом

приближении считать не зависящей от координат. В свя-

зи с этим воспользуемся континуальным приближением

для атомов. В данном приближении для потенциальной

энергии одного моля вещества имеем

U =
NAnV

2

∫

V

φ(|r|)dV, (1)

где φ(|r|) — потенциал парного взаимодействия атомов,

|r| — расстояние между атомами, NA — число Авогадро,

nV – объемная концентрация атомов. В формуле (1)
интеграл, умноженный на концентрацию атомов, дает

энергию взаимодействия одного атома в объеме со всем

его окружением, которое представляет собой беско-

нечный континуум. Здесь же множитель 1/2 означает,

что любые две взаимодействующие точки (атомы) из

этого континуума должны учитываться только один раз.

Будем cчитать, что каждый атом кристалла занимает

сферу радиусом R, который соответствует равновесному

состоянию вещества. Концентрация атомов тогда равна

nV = 3/(4πR3). С учетом этого формула (1) в сфериче-

ских координатах переписывается в виде

U =
3NA

8πR3

2π
∫

0

π
∫

0

+∞
∫

R

φ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ

=
3NA

2R3

+∞
∫

R

φ(r)r2dr. (2)

Для парного потенциала воспользуемся формулой

Леннарда−Джонса

φ(r) = D

[

(

r0
r

)12

− 2

(

r0
r

)6
]

, (3)

где D — глубина потенциальной ямы, r0 — равновесное

расстояние между двумя атомами. Подстановка (3) в (2)
и последующее интегрирование дают

U = U0

[

(

V0

V

)4

− 2

(

V0

V

)2
]

, (4)

где V — объем одного моля фазы, V0 = 4πR3
0NA/3 —

равновесный молярный объем, соответствующий ми-
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нимуму потенциальной энергии в отсутствие теп-

ловых колебаний атомов
(

U(V0) = −U0 = −3DNA/2),

R0 = r0/
6
√
3. Из (4) находится объемный модуль упру-

гости без учета тепловых колебаний атомов

B0 =

(

V
d2U
dV 2

)

V0

=
8U0

V0

. (5)

Объемный модуль упругости, рассчитанный по формуле

(5), имеет предельное значение, которое для квантового

кристалла существенно недостижимо.

Для квантового кристалла требуется учитывать не

только конечную температуру, но и нулевые колебания

атомов. Давление по определению p = −
(

∂〈F〉/∂V
)

T
,

где 〈F〉 — средняя свободная энергия. В приближении

Ми−Грюнайзена [5,12,15] с учетом (4), (5) и резуль-

татов [16] находим уравнение состояния квантового

кристалла

p =
B0

2

[

(

V0

V

)5

−
(

V0

V

)3
]

+
9γRθ
8V

f

(

θ

T

)

, (6)

где

f (x) = 1 +
8

3

1
∫

0

3
√

ydy

exp(x 3
√

y) − 1
,

γ = − ∂ ln θ

∂ lnV
,

γ — параметр Грюнайзена, θ — температура Дебая, R —

газовая постоянная. В частности, при γ = const из (6)
получается уравнение вида

p = a(z 5 − z 3) + bz 1+γ f (cz γ), (7)

где z = V0/V , a = B0/2, b = 9γRθ0/(8V0), c = θ0/T ,
θ0 — температура Дебая при V = V0. В качестве при-

мера на рис. 1 показан расчет по формуле (7) при

T = 0 (c → ∞) и f = 1 для твердого гелия. Оптимизи-

рованные значения параметров модели: B0 = 52.81MPa,

γ = 3, θ0 = 26K, V0 = 14.68 cm3/mol. В литературе для

параметра Грюнайзена и температуры Дебая приводятся

аналогичные значения [4,6,17]: γ = 2−3, θ0 = 25−33K.

При p = 2.5MPa и T = 0 гелий уже находится в твердом

состоянии [18,19]. Расчетное и экспериментальное зна-

чения молярного объема в этой точке также совпадают

по порядку величины: 24.8 и 21.1 cm3/mol. Отметим, что

погрешности измерений давления и молярного объема

гелия в области низких температур довольно малы и

составляют менее 1% [4,6].
Используя (6), можно выписать в аналитическом виде

выражения для критических параметров. При решении

этой задачи важно иметь в виду, что отождествлять

фононы в кристаллическом твердом теле и квазифононы

в квантовой жидкости нельзя. В отличие от кристалличе-

ских твердых тел колебания атомов в любых жидкостях

являются сильно затухающими. Но если принять асимп-

тотику при θ → 0, то благодаря существованию предела
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Рис. 1. Изотерма гелия в области сжимающих давлений.

Сплошная кривая — расчет по формуле (7) при f = 1,

точки — экспериментальные данные [4].
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Рис. 2. Функция, определяющая зависимость давления от

температуры в уравнении состояния (6).

lim
x→0

x f (x) = 8/3 (рис. 2) функция f (x) и температура

Дебая θ исключаются из (6). В результате это уравнение

формально утрачивает свой
”
фононный вид“ и поэтому

с надлежащими оговорками может быть применено для

описания одноатомного вещества в критической обла-

сти. Предлагаемый переход от твердого тела к жидкости

в уравнении состояния имеет достаточно простое фи-

зическое обоснование. Хорошо известно, что молярная

теплоемкость простых жидкостей близка к 3R. Это

значение точно следует из теории теплоемкости Дебая

при θ → 0. Можно также сказать, что температура Дебая

жидкости пренебрежимо мала по сравнению с таковой

для твердого тела.

Таким образом, из (6) получаем

p =
B0

2

[

(

V0

V

)5

−
(

V0

V

)3
]

+
3γRT

V
. (8)

Критической точке, как обычно, отвечают условия

(

d p
dV

)

T

= 0,

(

d2p
dV 2

)

T

= 0. (9)
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Рис. 3. Изотерма гелия в окрестности критической точки.

Сплошная и штриховая кривые — расчеты по формуле (8),
точки — экспериментальные данные [20].

Решая совместно (8) и (9), находим

Vc =

√
30

3
V0, pc =

3
√
30

250
B0 =

8γRTc

5Vc
. (10)

Условие устойчивости термодинамической фазы

(∂ p/∂V )T < 0. Из (8) и (10) с учетом данного условия

справа и слева от критической точки получаем V > Vc

и V < Vc , что и должно быть.

Формулы (8), (10) позволяют с некоторой точно-

стью описать фазовую диаграмму вещества в окрест-

ности критической точки с учетом параметров парно-

го межатомного взаимодействия. В качестве примера

снова рассмотрим гелий, для которого примем хорошо

известные данные: D/kB = Tm = 0.95K (Tm — темпе-

ратура плавления гелия при минимально возможном

давлении 2.5MPa), r0 = 2rA = 280 pm (rA = 140 pm —

радиус Ван-дер-Ваальса атома гелия). Расчет по фор-

муле (10) дает следующие численные значения для

критических давления и плотности: pc = 0.195MPa и

ρc = 68.572 kg/m3. Полученные значения вполне со-

поставимы с экспериментальными данными, которые

приведены в многочисленной литературе [18,19]:
pc = 0.227MPa и ρc = 69 kg/m3. Если для критической

температуры гелия принять экспериментальное значе-

ние Tc = 5.2K, то параметр Грюнайзена будет равен

γ = 0.164. Столь малое значение γ в данном случае

объясняется конечным увеличением изохорной теплоем-

кости в критической точке.

Результаты расчета по формуле (8) в сравнении

с экспериментальными результатами [20] показаны на

рис. 3. Сплошная кривая относится к теоретическому

расчету с указанными выше критическими параметра-

ми, штриховая кривая соответствует полиномиальной

аппроксимации по формуле p = Aρ5 − Bρ3 + Cρ, в ко-

торой коэффициенты A, B и C определялись методом

наименьших квадратов, ρ = M/V — плотность гелия,

M — молярная масса. Средняя относительная погреш-

ность теоретического расчета и аппроксимации давления

во всем представленном интервале плотностей состав-

ляет 15 и 0.25% соответственно. Достигнутую точность

для такой простой физической модели можно считать

приемлемой.

В заключение сформулируем кратко выводы:

1) построено новое уравнение состояния квантового

кристалла (6), удобное для практического применения;

2) выведены формулы (10) для критических парамет-

ров вещества;

3) проведены численные расчеты изотермы гелия в

области сжимающих давлений и около критической точ-

ки, которые продемонстрировали удовлетворительное

согласие теории с экспериментами.

По нашему мнению, примечательным также является

то, что в математической теории катастроф (см., напри-
мер, [21]) функция (8) в координатах p−ρ описывает

катастрофу типа
”
складки“.
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