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Короткие, ультракороткие и
сверхкороткие импульсы

С появлением импульсных лазеров в 60-е годы про-

шлого столетия одной из основных тенденций развития

нелинейной оптики и лазерной физики явилось создание

в лабораторных условиях световых импульсов все более

коротких длительностей. В свою очередь это вызвало

бурное развитие теории взаимодействия коротких лазер-

ных импульсов с веществом.

Создание лазеров с модуляцией добротности и син-

хронизацией мод привело к генерации наносекундных

оптических импульсов. Такие импульсы стали называть

короткими. Здесь дело в том, что длительности этих

импульсов оказались сравнимы или даже меньше харак-

терных времен необратимой релаксации среды, опреде-

ляющих скорости необратимых потерь приобретенной

средой энергии. Поэтому появилась возможность иссле-

дования быстропротекающих внутриатомных процессов.

Как результат, был открыт такой резонансный эффект,

как самоиндуцированная прозрачность (СИП) [1,2]. Ре-
зонанс здесь состоит в том, что несущая частота оптиче-

ского импульса очень близка к частоте одного из кванто-

вых переходов среды. Эффект СИП интересен, помимо

прочего, тем, что он сопровождается распространени-

ем резонансного оптического солитона — устойчивого

уединенного импульса. Это был первый оптический

солитон, который наблюдался в условиях эксперимента

и был описан теоретически.

При теоретических исследованиях для электрического

поля лазерного импульса используется волновое уравне-

ние, вытекающее из уравнений Максвелла:

∇2
E− 1

c2

∂2E

∂t2
−∇(∇ · E) =

4π

c2

∂2P

∂t2
. (1)

Здесь c — скорость света в вакууме, P — поляризаци-

онный отклик среды.

Для отклика P записываются материальные уравне-

ния. Их вид зависит от выбора конкретной модели среды,

который в каждом конкретном случае может быть своим

и определяется физическими соображениями.

Уравнение (1) и материальные уравнения для отклика

среды составляют самосогласованную нелинейную си-

стему, описывающую динамику среды и распространяю-

щегося в нем импульса.

Для сугубо поперечной волны уравнение (1) можно

упростить, положив в нем

(∇ · E) = 0. (2)

Ниже мы еще вернемся к данному условию, которое

согласуется с теоремой Гаусса при нулевой плотности

свободных и связанных зарядов.

Несущая частота короткого оптического импульса

видимого диапазона ω ∼ 1015 s−1. При этом его длитель-

ность τp ∼ 10−9 s. Число световых колебаний, которое

вмещает в себя такой импульс, имеет порядок величины

N ∼ ωτp ∼ 106. Данное обстоятельство позволяет ввести

малый параметр

δ1 =
1

N
∼ 1

ωτp
≪ 1. (3)

Благодаря этому малому параметру можно опреде-

лить в общем случае комплексную, медленно меня-

ющуюся огибающую (ММО) ψ электрического поля

линейно-поляризованного импульса:

E(r, t) = eE = eψ(r, t)ei(ωt−kz ) + c.c. (4)

Здесь e — единичный вектор в направлении поляри-

зации импульса, r — радиус-вектор точки наблюдения
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внутри среды, z — ось, в направлении которой pаспро-

страняется импульс, k —- проекция волнового вектора

на ось z .
Приближение ММО соответствует тому, что огиба-

ющая ψ заметно изменяется на временах порядка τp,

значительно превышающих период оптических колеба-

ний T ∼ 1/ω, что формально можно записать в виде (3).
Это позволяет в левой части волнового уравнения (1)
пренебречь вторыми производными от ψ по z и t . Как
результат, волновое уравнение для ψ имеет первый поря-

док относительно производных по z и t . Это существен-

но облегчает теоретические исследования. В свою оче-

редь пренебрежение в материальных уравнениях (в том

числе для поляризационного отклика среды) быстро

осциллирующими слагаемыми на частотах порядка ω

по сравнению со слагаемыми, заметно изменяющимися

на временах порядка τ , также существенно упрощает

материальные уравнения.

Резонансный характер эффекта СИП с хорошей точ-

ностью позволяет при описании среды учитывать толь-

ко ее один квантовый переход, находящийся в ре-

зонансе с лазерным импульсом (приближение двух-

уровневой среды). Система волнового и материаль-

ных уравнений, описывающая СИП, получила название

системы Максвелла−Блоха (МБ) [3,4]. Если несущая

частота лазерного импульса в точности совпадает с

частотой возбуждаемого квантового перехода, систе-

ма МБ в одномерном случае сводится к уравнению

синус−Гордона (СГ) для
”
площади“ импульса — ин-

теграла по времени от огибающей его электрического

поля, θ ∼
t
∫

−∞

ψdt [3,4]:

∂2θ

∂z∂τ
= −α sin θ. (5)

Здесь бегущее время τ = t − z/νg , νg — линейная груп-

повая скорость света, соответствующая несущей частоте

импульса, α — постоянный коэффициент, определяемый

параметрами среды.

Уравнение (5) обладает хорошо известным солитон-

ным решением, а также многосолитонными решениями,

которые описывают упругие взаимодействия между со-

литонами различных амплитуд, длительностей и скоро-

стей [3]. Кроме того, уравнение СГ обладает бризерными

решениями. Бризер можно рассматривать как связанное

состояние двух солитонов с однаковыми групповыми, но

разными фазовыми скоростями. Как результат, бризер

представляет собой распространяющийся с постоянной

скоростью локализованный импульс, профиль которого

периодически изменяется (
”
дышит“) в сопутствующей

системе координат.

Сказанное выше о решениях уравнения СГ можно

полностью отнести и к системе МБ. Как СГ, так и МБ

являются интегрируемыми нелинейными системами в

том смысле, что для них можно аналитически решить

граничные задачи, а не только найти многие точные

решения. Это нетривиальный факт для нелинейных

систем.

Важно заметить, что скорости и амплитуды солитонов

СГ и МБ возрастают с непрерывным укорочением их

временной длительности τp .

В 1970-е годы был совершен прорыв в область пи-

косекундной лазерной оптики. Соответственно возросли

интенсивности генерируемых сигналов, называемых уль-

тракороткими импульсами. Поэтому появилась реальная

возможность сильного возбуждения среды не только

резонансными, но и нерезонансными импульсами. Был

дан мощный толчок развитию нелинейной нерезонанс-

ной оптики. Для пикосекундных импульсов параметр δ1
все еще мал и составляет порядка 10−3. Такие интен-

сивные нерезонансные сигналы приводят к нелинейной

модификации показателя преломления среды [5,6]:

n → n + n2|ψ|2, (6)

где n2 — так называемый нелинейный показатель пре-

ломления.

При n2 > 0 нелинейность является фокусирующей, в

противном случае — дефокусирующей.

Огибающая ψ таких импульсов подчиняется нелиней-

ному уравнению Шредингера (НУШ) [5,6]

i
∂ψ

∂z
= −k2

2

∂2ψ

∂τ 2
+ a1|ψ|2ψ, (7)

где k2 = ∂k/∂ω2 = ∂ν−1
g /∂ω — параметр дисперсии

групповой скорости (ДГС) второго порядка, коэффици-

ент нелинейности a1 пропорционален n2.

Нерезонансная кубическая нелинейность в (7) часто

называется керровской нелинейностью.

НУШ, так же как и СГ и МБ, оказывается интегрируе-

мым, обладая при k2a1 < 0 солитонными решениями [3].
Причем, в отличие от солитонов СГ и МБ, скорость

солитонов НУШ равна линейной групповой скорости

света νg и не зависит от их амплитуды и длительности.

В случае фокусирующей нелинейности (a1 > 0) соли-

тоны НУШ формируются в спектральном диапазоне, где

ДГС является отрицательной (аномальной). И наоборот.

К 1980-м годам были генерированы импульсы дли-

тельностью в несколько десятков фемтосекунд. Такие

импульсы получили название сверхкоротких. Для них

δ1 ∼ 10−2−10−1. Несмотря на то, что данный параметр

все еще мал, тем не менее он значительно больше, чем

в случае коротких и ультракороких импульсов. Поэтому

уравнение (7) приходится модифицировать, добавляя к

нему производные высших порядков [7,8]:

i
∂ψ

∂z
= −k2

2

∂2ψ

∂τ 2
− i

k3

3!

∂3ψ

∂τ 3
+ i

k4

4!

∂4ψ

∂τ 4

+ i
k5

5!

∂5ψ

∂τ 5
+ a1|ψ|2ψ + ia2

∂

∂τ

(

|ψ|2ψ
)

− a3

∂2

∂τ 2

(

|ψ|2ψ
)

− ia4

∂3

∂τ 3

(

|ψ|2ψ
)

+ ... (8)
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Здесь k j и a j — соответственно параметры ДГС и

нелинейной дисперсии j-го порядка ( j = 2, 3, 4, . . .).

Каждая производная более высокого порядка в (8)
представляет собой последующий член разложения по

все еще малому параметру δ1.

Важно еще раз отметить, что для коротких, ультра-

коротких и сверхкоротких импульсов число колебаний

удовлетворяет условию N ≫ 1. Следовательно, спектры

этих импульсов достаточно узкие, так как для их ширин

δω ∼ 1/τp справедливо неравенство δω ≪ ω. Таким об-

разом, данные сигналы в спектральном смысле являются

квазимонохроматическими импульсами (КМИ).

С дальнейшим укорочением длительностей лазерных

импульсов в (8) необходимо учитывать линейную и

нелинейную дисперсии все более высоких порядков.

К тому же с ростом интенсивностей генерируемых сиг-

налов существенными становятся нелинейности более

высоких порядков. Все это приводит к значительному

усложнению уравнения (8) и наталкивает на мысль

о необходимости использования принципиально нового

подхода.

Предельно короткие импульсы

Для импульсов, состоящих из одного периода опти-

ческих колебаний, значение параметра δ1 становится

порядка единицы. В этом случае δ1 уже не является

малым параметром, и разложение по его степеням

становится некорректным. Следовательно, добавление к

уравнению (8) новых слагаемых не приведет к адекват-

ному описанию динамики импульса в нелинейной среде.

Здесь становится необходимым поиск принципиально

нового теоретического подхода.

Импульсы, содержащие порядка одного периода элек-

тромагнитных колебаний, в отечественной литерату-

ре получили название предельно коротких импульсов

(ПКИ) [9]. В последнее время по отношению к таким

сигналам стал применяться термин
”
малоцикловые им-

пульсы“ [10]. В англоязычной литературе прочно при-

жился термин
”
few-cycle pulses“ [11,12]. Длительность

ПКИ оптического диапазона составляет порядка единиц

фемтосекунд.

На рубеже 80-х и 90-х годов прошлого столетия были

проведены успешные эксперименты по генерации ПКИ

в лабораторных условиях. Правда, следует отметить

две еще более ранние экспериментальные работы по

генерации ПКИ инфракрасного [13] и субтерагерцово-

го диапазонов [14] методом оптического выпрямления.

В этой связи мы будем применять термин ПКИ ко

всем однопериодным импульсам независимо от их абсо-

лютной длительности. Как правило, длительность таких

сигналов лежит в интервале от пико- до единиц фемтосе-

кунд. Аттосекундных импульсов, вызывающих процессы

ионизации в нелинейной среде, мы здесь касаться не

будем. Ниже центром нашего внимания будет взаи-

модействие ПКИ с непроводящими диэлектрическими

средами.

Для построения теоретических схем и методов, позво-

ляющих описывать распространение ПКИ в диэлектри-

ках, необходимо вернуться к волновому уравнению (1),
отказавшись от приближения ММО. В материальных

уравнениях надо также отказаться от понятия огибаю-

щих компонент поляризационного отклика.

Как водится, теоретические исследования опережают

экспериментальные, предвосхищая их порой на несколь-

ко десятилетий.

Отказ от использования приближения ММО был

совершен еще в начале 70-х годов прошлого столетия.

Отметим теоретические работы [15–17], где данный

отказ был совершен при описании эффекта СИП. Особо

выделим приближение однонаправленного распростра-

нения (ОР), с помощью которого волновое уравнение

редуцируется от второго порядка к первому [16]. Про-

иллюстрируем использование приближения ОР на при-

мере уравнения (1) при учете (2). Для простоты огра-

ничимся
”
скалярным“ случаем, считая поле линейно-

поляризованным. Поэтому от векторов E и P перейдем

к скалярным величинам E и P . Тогда, выделив пре-

имущественное распространение импульса вдоль оси z ,
перепишем (1) в виде

(

∂

∂z
− 1

c
∂

∂t

) (

∂E
∂z

+
1

c
∂E
∂t

)

=
4π

c2

∂2P
∂t2

−∇2
⊥E. (9)

Будем считать, что правая часть в (9) относительно

мала. Это возможно, если малы оба слагаемых в правой

части. Малость первого слагаемого соответствует малой

концентрации атомов, активно взаимодействующих с

полем лазерного импульса. В свою очередь это означает,

что значение показателя преломления среды близко к

единице:

δ2 = |n − 1| ≪ 1. (10)

Второе слагаемое мало, если для описания динамики

импульса в направлениях, поперечных к оси z , мы

используем параксиальное приближение.

Пренебрежем в нулевом приближении правой частью

в (9) и будем учитывать только волну, распространя-

ющуюся вдоль оси z , отбросив волну, распространяю-

щуюся в противоположном направлении. Тогда из (9) в

нулевом приближении имеем ∂E
∂z + 1

c
∂E
∂t = 0 или ∂

∂t − 1
c
∂
∂t .

Используя данное приближенное равенство в первой

левой скобке уравнения (9), запишем

∂

∂t

(

∂E
∂z

+
1

c
∂E
∂t

)

= −2π

c
∂2P
∂t2

+
c
2
∇2

⊥E,

где ∇2
⊥ — поперечный лапласиан.

Интегрируя по времени, будем иметь

∂E
∂z

+
1

c
∂E
∂t

= −2π

c
∂P
∂t

+
c
2
∇2

⊥

t
∫

−∞

Edt′. (11)
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Уравнение (11) описывает распространение лазерного
импульса в разреженной среде (см. (10)) вдоль оси z
со скоростью, близкой к скорости света в вакууме,

при учете в параксиальном приближении его динами-

ки в поперечных направлениях. Важно заметить, что

редукция волнового уравнения от второго порядка к

первому произошла в силу использования приближения

ОР, а не ММО. Поэтому уравнение (11) справедливо

как для КМИ, так и для импульсов со сколь угодно

малым количеством оптических колебаний, включая

ПКИ. Будет нелишним подчеркнуть, что такая редукция

использовалась еще в 60-е годы прошлого столетия при

решении задач по нелинейной акустике [18,19], где роль

скорости света играла линейная скорость звука. В тех

задачах приближение ОР было названо приближением

медленно меняющегося профиля (ММП), которое не

следует путать с приближением ММО. Происхождение

данного названия легко понять, если еще раз принять к

сведению, что редукция волнового уравнения к первому

порядку возможна в предположении, что скорость волны

очень близка к линейной скорости. Поэтому в сопут-

ствующей системе отсчета профиль данной волны (не
огибающая!) изменяется очень медленно.

В работе [16] рассматривался одномерный вариант

уравнения (11), когда ∇2
⊥ = 0. Дополнение (11) мате-

риальными уравнениями блоховского типа для среды

из двухуровневых атомов привело к новой нелинейной

интегрируемой системе, названной редуцированной си-

стемой Максвелла−Блоха (РМБ).

Система РМБ обладает как солитонными (униполяр-
ными), так и бризерными решениями для электрическо-

го поля E импульса [4]. При этом униполярные солитоны

обладают одним непрерывным свободным параметром,

в качестве которого можно выбрать, например, вре-

менную длительность τp . Бризеры же являются двухпа-

раметрическими решениями. Взяв для них в качестве

свободных параметров τp и центральную частоту ω

спектра, можно анализировать ситуацию при различных

соотношениях между данными параметрами. Например,

при ωτp ≫ 1 бризерное решение переходит в солитон

огибающей СИП. При этом, правда, следует помнить,

что скорость такого солитона близка к скорости света

в вакууме. В то же время скорость солитона СИП

может быть в сотни и тысячи раз меньше данной

скорости. Таким образом, тот факт, что приближение ОР

позволяет записать волновое уравнение первого порядка

для самого электрического поля, а не для его оги-

бающей, является неоспоримым преимуществом этого

приближения перед приближением ММО. С другой сто-

роны, с помощью приближения ММО можно описывать

резонансные солитоны СИП, скорость которых может

быть значительно меньше скорости света в вакууме.

Приближение ОР здесь этого не позволяет сделать.

Если в бризерном решении системы РМБ положить

ωτp ∼ 1, то мы придем к ПКИ с периодически изменяю-

щимся профилем в сопутствующей системе координат.

В начале 70-х годов прошлого столетия теоретические

работы [15,16] представляли в основном академический

интерес. Настоятельная необходимость в подобных ис-

следованиях возникла на рубеже 80-х и 90-х годов, ко-

гда ПКИ научились генерировать в экспериментальных

условиях [20–23].

Здесь следует выделить теоретические работы [24–
26], в которых не использовалось как приближение

ММО (3), так и приближение малой плотности сре-

ды (10). Вместо них в нелинейной оптике ПКИ было

предложено использовать приближения внезапных воз-

мущений (ВВ)

δ3 = ω0τp ≪ 1 (12)

и оптической прозрачности (ОП)

δ4 = (ω0τp)
−1 ≪ 1. (13)

Заметим, что приближение (12) было предложено

А.Б. Мигдалом [27] при решении задач, связанных со

столкновениями частиц в атомной физике. В прило-

жении к оптике условие (12) означает, что спектр

импульса перекрывает задействованный квантовый пе-

реход с частотой ω0. Действительно, в этом случае

спектральная ширина импульса δω ∼ 1/τp ≫ ω0. По-

этому следует ожидать сильного возбуждения среды,

сопровождающегося значительными изменениями насе-

ленностей стационарных квантовых состояний. Это, в

свою очередь, означает сильное проявление нелинейно-

оптических свойств среды. Кроме того, при столь ко-

ротких импульсных воздействиях весьма велика роль

дисперсии. Поэтому здесь создаются благоприятные

условия для формирования солитонов.

Как показано в [24], при условии (12) динамика ПКИ

описывается уравнением СГ вида (5). Только здесь, в

отличие от КМИ, усеченная
”
площадь“ θ есть интеграл

не от огибающей ψ, а от самого электрического поля E

импульса: θ ∼
t
∫

−∞

Edt′. Поэтому схожие с математиче-

ской точки зрения решения теперь записываются не

для огибающей, а для поля импульса. Здесь имеются

как решения в виде униполярных солитонов, так и

бризеров [3].

Отметим, что условие (12) использовалось в ряде за-

дач, связанных с воздействиями ПКИ на различные сре-

ды [28–33]. При этом было акцентировано внимание на

том, что в данном приближении именно электрической

площадью импульса S =
∫ ∞

−∞
Edt ∼ θt→∞ определяет-

ся результат его воздействия на различные квантовые

объекты. Электрическая площадь однопериодного ПКИ

равна нулю. Поэтому нулевым оказывается и результат

его воздействия на среду. Для того чтобы воздействие

было ненулевым, импульс должен обладать свойствами

униполярного сигнала, для которого S 6= 0.

В отличие от (12) условие (13) соответствует слабому
возбуждению среды и слабой дисперсии. В этом случае

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 12



1850 С.В. Сазонов

динамика ПКИ описывается модифицированным уравне-

нием Кортевега-де Вриза (МКдВ) [25,26]

∂E
∂z

+
n
c
∂E
∂t

− aE2 ∂E
∂t

− b
∂3E
∂t3

= 0. (14)

Еще раз подчеркнем, что здесь показатель преломле-

ния n, вообще говоря, не удовлетворяет условию (10).
Уравнение (14), как и уравнение СГ, обладает реше-

ниями в виде униполярных солитонов и бризеров [3].
Отметим, что о существовании одномерных решений

типа униполярных солитонов было также сказано в

работе [34].
Использованная при выводе уравнений СГ и МКдВ

модель двухуровневой среды в общем случае неудовле-

творительна. Как было сказано выше, при условии (12)
спектр ПКИ значительно перекрывает задействованный

квантовый переход. Следовательно, данный спектр дол-

жен захватывать и другие квантовые переходы. Чтобы

этого не произошло, следует предположить, что два

рассматриваемых квантовых состояния должны быть

значительно удалены по энергетической шкале от других

стационарных состояний.

При условии (13) из двухуровневой модели следует

однозначно отрицательное значение нелинейного пока-

зателя преломления n2, определенного согласно (6).
В то же время обычно в спектральной области про-

зрачности твердых тел данное значение положительно.

Керровская нелинейность в двухуровневой модели по-

является исключительно благодаря изменению населен-

ностей стационарных квантовых состояний. В общем

случае этого явно недостаточно. В этом состоит еще

один недостаток модели двухуровневой среды.

Уравнение (14) можно при условии (13) получить,

используя в качестве материального уравнения класси-

ческий осциллятор с кубической нелинейностью (осцил-
лятор Дюффинга) [35–38]. Как было показано в рабо-

те [39], данная модель в общем случае не соответству-

ет экспериментальному закону дисперсии нелинейного

показателя преломления. Особенно это касается спек-

тральных областей вблизи резонансов. Поэтому вместо

осциллятора Дюффинга в [39] была предложена класси-

ческая эмпирическая модель двух нелинейно-связанных

осцилляторов, удовлетворительно описывающая отме-

ченный дисперсионный закон. В работе [40] данная мо-

дель была использована для моделирования электронно-

оптической нелинейности фемтосекундных ПКИ в ши-

рокозонных диэлектриках. Так как характерные значения

собственных частот электронно-оптических переходов

составляют порядка ω0 ∼ 1016 s−1, то для ПКИ дли-

тельностью τp ∼ 10−15 s выполняется условие (13). Для
участвующих во взаимодействии с ПКИ колебательных

оптических мод в узлах кристаллической решетки ис-

пользовалась обычная модель классического осциллято-

ра Лоренца, удовлетворяющего условию (12), так как

здесь характерные собственные частоты ω0 ∼ 1013 s−1.

В результате для электрического поля ПКИ получено

уравнение вида [40]

∂E
∂z

+
n
c
∂E
∂t

+ aE2 ∂E
∂t

− b
∂3E
∂t3

+ g

t
∫

−∞

Edt′

=
c
2n

∇2
⊥

t
∫

−∞

Edt′. (15)

Отметим, что все коэффициенты в (15) положи-

тельны, что соответствует параметрам широкозонных

диэлектриков.

В пренебрежении откликом колебательных мод кри-

сталла, когда g = 0, (15) в одномерном случае (∇2
⊥ = 0)

переходит в МКдВ с фокусирующей нелинейностью и

нормальной ДГС (a, g > 0). В этом случае не приходит-

ся говорить о формировании солитонов или бризеров.

Оговоримся сразу, что здесь мы говорим только о
”
свет-

лых“ солитонах, поле которых исчезает на бесконечно-

сти. Темных солитонов [6] мы касаться не будем. Си-

туацию может изменить только наличие колебательных

мод (g 6= 0). Численные эксперименты, проведенные с

уравнением (15) в одномерном случае, показывают, что

оно обладает решениями в виде ПКИ бризерного типа

длительностью примерно в полтора периода оптических

колебаний [40]. Однако оно не имеет решений в виде

униполярных солитонов [40].
Если спектр импульса лежит ближе к частотам ко-

лебательных инфракрасных мод кристалла, чем к ви-

димым частотам электронно-оптических переходов, то

дисперсией, создаваемой данными переходами, можно

пренебречь, положив в (15) b∂3E/∂t3 = 0. Тогда в

одномерном случае из (15) приходим к уравнению

Шэфера−Уэйна [41]

∂2E
∂z∂t

+
n
c
∂2E
∂t2

+
a
3

∂2

∂t2
(

E3
)

+ gE = 0. (16)

В [42,43] показано, что уравнение (16) является ин-

тегрируемым и обладает бризерными решениями типа

ПКИ.

В работах [44,45] была рассмотрена двухкомпо-

нентная модель среды, содержащей два сорта двух-

уровневых атомов с сильно различающимися часто-

тами переходов, которые удовлетворяют соответствен-

но условиям (12) и (13). В результате получено

обобщение уравнения (15), заключающееся в замене

g
∫ t
−∞ Edt′ → (g/µ) sin

(

µ
∫ t
−∞ Edt′

)

, где постоянная µ

определяется характеристиками квантового перехода,

удовлетворяющего условию ВВ (12). Очевидно, что в

пределе µ → 0 имеем переход к уравнению (15), когда
нелинейностью отклика перекрываемого спектром ПКИ

перехода можно пренебречь.

Двухкомпонентная модель среды, рассмотренная

в [44,45], описывает, например, электронно-оптические
(удовлетворяющие (13)) квантовые переходы и уда-

ленные от них туннельные (удовлетворяющие (13))
переходы.
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Учет частичного захвата во взаимодействие с ПКИ

удаленных к туннельным переходам состояний был

совершен в работах [46,47]. Как результат, получено

обобщение уравнения СГ:

∂2θ

∂z∂t
+

(

n
c
− 4β sin2

θ

2

)

∂2θ

∂t2

= −
[

α − β

(

∂θ

∂t

)2]

sin θ. (17)

Здесь β — коэффициент, описывающий примешивание

к перекрываемому спектром ПКИ удаленных квантовых

состояний.

Уравнение (17) оказалось интегрируемым [47]. Оно

обладает как униполярными солитонными решениями,

так и решениями типа бризеров [47]. Если β < 0, уни-

полярные солитоны уравнения (17) выглядят выше и

острее солитонов уравнения СГ. В противном случае

солитоны, наоборот, притуплены. С увеличением поло-

жительного значения β профиль униполярного солитона

стремится к прямоугольному виду с предельно малой

длительностью τ min
p = 2π

√
β/α [46]. Бризеры же при

этом имеют вид локализованных профилей с колебания-

ми не синусоидального, а прямоугольного типа [47].
Выше было уделено внимание вопросам распростра-

нения ПКИ в оптически-изотропных средах, поляриза-

ционный отклик среды состоит из разложения только

по нечетным степеням электрического поля импульса.

В этой связи следует отметить работы [48–50], где

исследована солитонная динамика униполярных и од-

нопериодных ПКИ, включая генерацию гармоник [50].
В работе [51] получена векторная система двух урав-

нений для нелинейно взаимодействующих между собой

обыкновенной и необыкновенной компонент ПКИ в

одноосном кристалле. Данная система является прямым

обобщением уравнения (15) и позволяет, в частности,

исследовать процесс генерации терагерцового излуче-

ния в квадратично-нелинейном кристалле с помощью

фемтосекундного оптического импульса. В этой связи

следует вернуться к экспериментальным работам [13,14],
где генерировались терагерцовые ПКИ в квадратично-

нелинейных кристаллах методом оптического выпрям-

ления. Для этого на одноосный кристалл подавался

оптический пикосекундный КМИ. За счет квадратич-

ной нелинейности в кристалле в числе прочего про-

исходило выпрямление оптического импульса, сопро-

вождаемое генерацией широкополосного терагерцового

сигнала, состоящего всего из одного периода колеба-

ний. Профиль электрического поля ET данного сигна-

ла определяется профилем огибающей ψ оптического

импульса. С теоретической точки зрения интерес здесь

состоит еще и в том, что для оптического импульса

используется приближение ММО, а для терагерцово-

го — приближение ОР. В простейшем случае само-

согласованная динамика отмеченного процесса описы-

вается нелинейной интегрируемой системой уравнений

Ядзимы−Ойкавы [51,52]

i

(

∂ψ

∂z
+

1

νg

∂ψ

∂t

)

= −k2

2

∂2ψ

∂t2
+ σETψ, (18)

∂ET

∂z
+

nT

c
∂ET

∂t
= −q

∂

∂t

(

|ψ|2
)

. (19)

Здесь nT — терагерцовый показатель преломления, σ

и q — коэффициенты, пропорциональные компонентам

нелинейной оптической восприимчивости второго по-

рядка.

Выше отмечалось, что понятие ПКИ применимо к им-

пульсам различных абсолютных длительностей. Важно,

чтобы они вмещали в себя порядка одного периода элек-

тромагнитных колебаний. Именно этому условию удо-

влетворяет генерируемая терагерцовая компонента ET .

Генерация является наиболее эффективной при вы-

полнении равенства νg = c/nT , называемого в теории

нелинейных волн условием Захарова−Бенни (ЗБ) [4].
Удовлетворить данному условию в реальных кристаллах

очень сложно, так как обычно νg > c/nT . Поэтому

приходится применять оптические импульсы с наклон-

ными волновыми фронтами [53–57]. Фазовые и груп-

повые волновые фронты у таких импульсов не парал-

лельны друг другу, а образуют между собой угол ϕ.

Тогда условие ЗБ принимает вид равенства черенков-

ского типа [55]: νg cosϕ = c/nT . Эффективность гене-

рации по энергии таким способом достигает величин

∼ 10−4−10−2 . В [58,59] получены и проанализированы

системы уравнений, обобщающие систему (18), (19)
на случай наклона волновых фронтов у оптического

импульса.

Система (18), (19) обладает солитонным решением,

описывающим процесс генерации. При этом генериру-

емая терагерцовая составляющая представляет собой

униполярный одномерный солитон [51,52].
Примечательный момент данного решения заключа-

ется в том, что несущая частота оптического импульса

испытывает сдвиг в красную область: ω → ω −�, где ве-

личина� принадлежит терагерцовому диапазону [51,52].
Этот факт можно интерпретировать так, что в процес-

се генерации каждый оптический фотон отдает часть

своей энергии генерируемому терагерцовому фотону.

В результате частотный спектр оптического импульса

как единое целое смещается в красную область [51].
Такое явление наблюдалось в экспериментальных усло-

виях [54].
В настоящее время достигнуты значительные успехи

в генерации как широкополосных, так и квазимоно-

хроматических терагерцовых сигналов. Их интенсив-

ности таковы, что в пору говорить о необходимости

развития нелинейной
”
терагерцовой оптики“ [46,60].

В [60] показано, что нелинейный показатель преломле-

ния в терагерцовом диапазоне частот может на шесть

порядков превосходить данный показатель в видимом

диапазоне частот. При этом нелинейность обусловлена

ангармонизмом оптической колебательной моды узлов

Оптика и спектроскопия, 2022, том 130, вып. 12



1852 С.В. Сазонов

кристалла, а величина n2 выражается через измеряемый

в экспериментах параметр — коэффициент теплового

расширения рассматриваемого вещества [61]. Гигантские
значения n2 свидетельствуют о том, что нелинейные

эффекты в терагерцовом диапазоне способны проявлять-

ся при импульсных интенсивностях, в миллионы раз

меньших соответствующих интенсивностей в видимом

диапазоне.

О теореме Гаусса, электрической
площади и дифракции

Соотношение (2) представляет собой теорему Гаусса

при нулевых плотностях свободных и связанных зарядов.

Как было сказано выше, мы здесь не рассматриваем

процессы, связанные с ионизацией. К тому же среды

предполагаются непроводящими. Поэтому теорема Гаус-

са для рассматриваемых случаев имеет вид

∇ · (E + 4πP) = 0. (20)

Плотность связанного заряда, как известно, определяет-

ся выражением ρb = −(∇ · P).

Отличная от нуля плотность связанного заряда воз-

никает при пространственном разделении положитель-

ного и отрицательного зарядов в направлении поля E

лазерного импульса (поперек его распространения).
Очевидно, что (∇ · E) ∼ E/D, где D — характерный

поперечный размер (апертура) импульса.

В случае квазимонохроматического импульса с мед-

ленно меняющейся огибающей в направлении распро-

странения импульса, поперечном к E, плотность инду-

цированного связанного заряда изменяет знак на мас-

штабах длины волны λ. В этом случае ∂E/∂z ∼ E/λ.
В результате имеем (∇ · E)/(∂E/∂z ) ∼ λ/D. Таким обра-

зом, соотношение (2) можно считать выполненным при

условии

λ

D
≪ 1. (21)

Если поперечный размер импульса (например, при

самофокусировке) становится порядка длины волны, то

∇ · E 6= 0. В этом случае надо использовать теорему

Гаусса в виде (20). Здесь уже нарушается условие

параксиальности [62].

В случае ПКИ, а также униполярных (полуволновых)
импульсов условие (21) обобщается очевидным образом:

l‖
D

≪ 1, (22)

где l‖ — характерный размер импульса в направлении

его распространения.

Таким образом, теорема Гаусса в виде (2) справедлива
и для униполярных импульсов, если их продольные

размеры значительно меньше поперечных размеров.

В частности, уравнение (2) в точности справедливо

для одномерных и двумерных импульсов, когда попе-

речные размеры равны бесконечности. Для линейно-

поляризованных импульсов в этих случаях можно за-

писать соответственно E = Ex(z , t) и E = Ex (z , y, t).
В общем же (трехмерном) случае уравнение (2) можно

считать верным, пока выполняется условие (22).
Отметим, что непараксиальный режим дифракции

ПКИ в нелинейной среде исследовался, например, в [63].
Показано, в частности, что на непараксиальной стадии

происходит самоделение импульса на отдельные сгустки

световой энергии.

Вопрос использования теоремы Гаусса тесно свя-

зан с динамикой электрической площади S ≡
∫ +∞

−∞
Edt .

Как показано в [64,65], из уравнений Максвелла для

электрической площади уединенных импульсов следует

уравнение

∇× S = 0. (23)

То есть поле S является безвихревым. В одномерном

случае, когда S = S(z ), данное уравнение имеет вид [64]
dS/dz = 0. Таким образом, в одномерном случае вы-

полняется правило сохранения электрической площади

поперечного импульса, S = const [65]. Данное правило

было замечено и обсуждалось в [66]. Однако только

в [64] оно было строго доказано, причем свершено

независимо от вида материальных уравнений.

В общем случае векторное поле однозначно определя-

ется заданием его ротора и дивергенции в каждой точке

рассматриваемой области пространства. Интегрируя по

времени (20), придем к уравнению

(∇ · S) = 4πQ, (24)

где ассоциированный с электрической площадью им-

пульса
”
заряд“ Q определен выражением

Q = −∇
+∞
∫

−∞

Pdt =

+∞
∫

−∞

ρbdt. (25)

Таким образом, электрическая площадь уединенного

импульса подчиняется уравнениям электростатического

типа (23), (24).
Безвихревой характер векторного поля S позволяет

ввести
”
потенциал“ 8 электрической площади, опре-

деленный как S = −∇Q. Тогда (24) принимает вид

уравнения Пуассона

∇28 = −4πQ. (26)

В параксиальном приближении (см. (22)) можно поло-

жить Q = 0. Тогда (26) переходит в уравнение Лапласа

∇28 = 0.

Теорема Гаусса является своеобразным тестом на фи-

зическую корректность полученных решений волновых

и материальных уравнений в виде ПКИ. Не исклю-

чено, что некоторые решения здесь могут оказаться

”
лишними“, не удовлетворяя теореме Гаусса. Особую
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осторожность здесь следует проявлять в отношении

решений типа униполярных импульсов в трехмерном

пространстве.

Проиллюстрируем сказанное выше на примере ди-

фракции ПКИ в свободном пространстве, положив

в (11) P = 0. Пусть на плоскости z = 0 задано распреде-

ление электрического поля: E|z=0 = E(0, t, r⊥), где по-

перечный радиус-вектор r⊥ задает координаты поперек

оси z . Тогда легко показать, что для полупространства

z > 0 решение уравнения (11) имеет вид

E(z , r⊥, t) =
1

2πcz

× ∂

∂t

∫

E(0, r′⊥, t − z/c − |r⊥ − r
′
⊥|2/2cz )d2

r
′
⊥. (27)

Здесь интегрирование ведется по всей плоскости z = 0.

Считая, что интеграл в (27) принимает конечное зна-

чение, получим для электрической площади любого ло-

кализованного во времени импульса S = ∞+∞
−∞Edt = 0.

Таким образом, площадь ПКИ, подверженного ди-

фракции в свободном трехмерном пространстве, равна

нулю. Это справедливо, даже если на плоскости z = 0

ПКИ является униполярным. Данное обстоятельство

легко объяснить с помощью выражения для дифрак-

ционной длины ld ∼ D2/λ ∼ ωD2/c . Отсюда видно, что

для нулевой частоты данная длина равна нулю. Поэтому

за счет дифракции нулевая частота сразу
”
вымывается“

из спектра импульса. Как результат, его электрическая

площадь становится равной нулю.

Заключение

Проведенный в настоящей работе краткий, далеко

не полный, научно-методический обзор показывает, что

подходы к теоретическим исследованиям нелинейной ди-

намики ПКИ в различных средах весьма разнообразны.

Широкий спектр ПКИ говорит о необходимости учета

большого числа степеней свободы среды, способных

быть вовлеченными во взаимодействие. В то же время

учет в материальных уравнениях большого числа степе-

ней свободы и квантовых переходов может очень значи-

тельно усложнить исследование. Поэтому процесс выво-

да или эмпирического поиска материальных уравнений

требует от исследователя профессиональных навыков

физика-теоретика, интуиции и, если хотите, искусства.

Интуитивно понятно, что для импульсов длитель-

ностью всего в несколько периодов электромагнитных

колебаний неприменимо понятие огибающей. На самом

деле оказывается, что и здесь не все так просто. На-

пример, в работе [67] для таких импульсов все-таки

используется понятие огибающей и выводится общее

уравнение, содержащее интегральный оператор. Разло-

жение данного оператора в ряд по высшим временным

производным приводит к уравнению типа (8). Здесь

нелишне отметить один из результатов работы [68],

где показано, что для однопериодного ПКИ в среде с

керровской нелинейностью вместо третьей гармоники

центральной частоты его спектра (как это происхо-

дит в случае КМИ) генерируется четвертая гармоника.

Увеличение количества периодов колебаний от одного

до двух приводит к генерации третьей гармоники, как

для обычных КМИ. Аналогичная ситуация имеет место

в среде с квадратичной нелинейностью, где в случае

однопериодного ПКИ генерируется не вторая, а третья

гармоника [69]. Если же импульс двухпериодный, то

генерируется, как и в случае КМИ, вторая гармоника.

Данный переход между генерируемыми гармониками

невозможно описать с помощью огибающей электриче-

ского поля. В то же время, отталкиваясь от работы [67],
возможно предположить, что использование огибающей

является корректным для импульсов, содержащих всего

до двух колебаний. Для однопериодных же ПКИ понятие

огибающей уже не является корректным, поэтому в

материальных и волновых уравнениях необходимо ис-

пользовать само электрическое поле импульса.

За рамками нашего анализа оказались многочислен-

ные работы, где рассматриваются эффекты ионизации

при воздействии ПКИ на вещество и образования ла-

зерной плазмы. Здесь уже теорема Гаусса в форме (20)
несправедлива. Правая часть в этих случаях должна

содержать плотность свободных зарядов. Исследование

данных процессов сейчас наиболее актуально для ин-

тенсивных аттосекундных импульсов. Генерация плазмы

здесь также может способствовать формированию соли-

тонов [70–72].

Не возникает сомнений, что в ближайшем будущем

нелинейная оптика ПКИ преподнесет как теоретикам,

так и экспериментаторам еще немало новых загадок и

сюрпризов.
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