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1. Введение

В настоящее время основные исследования в об-

ласти многофотонного поглощения света проводятся

в широкозонных полупроводниках, поскольку ряд их

физико-химических свойств изучен глубоко и более

подробно. В этом отношении многофотонные эффекты,

протекающие в узкозонных кристаллах, мало изучены

как в теоретическом, так и в экспериментальном аспек-

тах. Основная причина этого заключается в том, что

теоретическое исследование ряда фотонно-кинетических

явлений в узкозонных кристаллах требует использо-

вания не только приближения Латтинжера-Кона, но

и многозонного подхода Кейна. В последнем случае

теоретические расчеты производятся с использованием

матриц размером не менее 6× 6 или 8× 8.

Первые работы по двухфотонным межзонным перехо-

дам в кристаллах были выполнены в начале 60-х годов

вскоре после появления лазеров [1–3]. При вычисле-

нии матричных элементов двухфотонных переходов в

кристаллах использованы теории возмущений по полю

неполяризованной электромагнитной волны [2,3], где

использовалась двухзонная модель Кейна.

В [4–11] как теоретически, так и эксперименталь-

но исследован линейно-циркулярный дихроизм (ЛЦД)
двух- и трехфотонного поглощения света в кристал-

лах. Нелинейное межзонное однофотонное поглощение

поляризованного света в полуметаллах Вейля иссле-

довано в [12]. Однако вопрос о поляризационной и

частотно-поляризационной зависимости трехфотонного

межзонного поглощения света в кристаллах кубической

симметрии, обусловленного между состояниями зоны

спин-орбитального расщепления и зоны проводимости

в приближении Кейна, остался открытым, исследованию

которого посвящена данная работа.

2. Поляризационная
зависимость трехфотонного
линейно-циркулярного дихроизма

Для того чтобы рассчитать поляризационные зави-

симости межзонных трехфотонных оптических перехо-

дов, с помощью которых определяются коэффициенты

поглощения света и линейно-циркулярного дихроизма,

более подробно рассмотрим трехфотонные оптические

переходы, происходящие из состояния подзоны спин-

орбитального расщепления (|SO,−1/2〉) в зоны про-

водимости (c,−1/2〉), которые состоят из следующих

различных переходов

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |V, m〉 → |V, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |c, m〉 → |c, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |SO, m〉 → |SO, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |c, m′〉 → |V, m〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |V, m〉 → |c, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |V, m〉 → |SO, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |SO, m〉 → |V, m′〉 → |c,−1/2〉,

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |c, m〉 → |SO, m′〉 → |c,−1/2〉,
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Матричные элементы трехфотонных оптических переходов

№ Виртуальные состояния
Матричный элемент оптического

перехода типа |SO,−1/2〉 → |c − 1/2〉

1 Виртуальные состояния лежать в валентной зоне i
2
√

3

~
2

mc

PcV Bk2

~ω
e′

z

(

R3|e′
+|

2 + R4e
′2
z

)

.

2 Виртуальные состояния лежать в подзоне −i
2
√

3

(

~
2

mc

)2
PcV k2

(~ω)2
e
′3
z .спин-орбитального расщепления

3 Виртуальные состояния лежать в подзоне i√
3

PcV A2k2

(~ω)2
e
′3
z .

спин-орбитального расщепления принимает вид

4 Первое виртуальное состояние лежит i
2
√

3

~
2

mc

PcV Bk2

~ω
e′

z

(

R5|e′
+|

2 + R6e
′2
z

)

.
в валентной, а второе в зоне проводимости

5 Первое виртуальное состояние лежит в зоне проводимости, i
4
√

3

PcV B2k2e′z
~ω

e′
z

(

R7|e′
+|

2 + R8e
′2
z

)

.
а второе — в валентной зоне

6 Первое виртуальное состояние лежит в валентной зоне, −i
12

√
3

P3
cV

~ω
e′

z

(

R9|e′
+|

2 + R10|e′
z |

2
)

.
а второе в подзоне спин-орбитального расщепления

7 Первое виртуальное состояние лежит в зоне проводимости, i
12

√
3

P3
cV

(~ω)2
e′

z

(

|e′
+|

2 + |e′
z |

2
)

.
а второе в подзоне спин-орбитального расщепления

8 Первое виртуальное состояние лежит в подзоне
− 2i√

3

~
2

mc

PcV Ak2

(~ω)2
e
′3
z .

спин-орбитального расщепления, а второе в зоне проводимости

9 Первое виртуальное состояние лежит в подзоне −i
12

√
3

P3
cV

~ω
e′

z

(

R11|e′
+|

2 + R12|e′
z |

2
)

.
спин-орбитального расщепления, а второе в валентной зоне

Здесь R3E−1
hh,SO,2

((

A
B − 1

)

E−1
hh,SO,1 − E−1

lh,SO,1

)

+ 3E−1
lh,SO,2E−1

hh,SO,1, R4 = 4
(

A
B − 1

)

E−1
lh,So,2E−1

hh,SO,1, R9 = 3E−1
hh,SO,2 + E−1

lh,SO,2, R10 = 4E−1
lh,SO,2,

R11 = 3
(

E−1
hh,SO,2 + E−1

lh,SO,2

)

, R12 = 4E−1
lh,SO,2.

∑

m,m′

|SO,−1/2〉 → |SO, m〉 → |c, m′〉 → |c,−1/2〉, (1)

и отличаются друг от друга расположением виртуальных

состояний и их порядком, где |A, m〉 → |B, m〉 описывает
оптический переход из состояния |A, m〉 в состояние

|B, m〉, происходящее при поглощении одного фотона,

m, m′ = ±3/2 для подзоны тяжелых дырок (|hh, m〉),
m, m′ = ±1/2 — для подзон легких дырок (|lh, m〉) и

спин-орбитального расщепления (|SO, m〉) и зоны про-

водимости (|c, m′〉) [13,14]. Дальнейший расчет произ-

водим по золотому правилу квантовой механики [15].
Тогда каждое слагаемое из уравнения (1) имеет свой

составной матричный элемент. В частности, когда оба

виртуальных состояния лежат в подзонах тяжелых ды-

рок, тогда матричный элемент трехфотонного оптиче-

ского перехода в модели Кейна определяется как

− i√
3

PcV B2k2e′z
[

3|e′−|2R1 + R2

(

3|e′−|2 + 4e
′2
z

)]

, (2)

где

R1 = E−1
hh,SO,2

[(

A
B

− 1

)

E−1
hh,SO,1 − E−1

lh,SO,1

]

+ E−1
lh,SO,2E−1

hh,SO,2,

R2 =

(

A
B

+ 1

)

E−1
lh,SO,3E−1

lh,SO,1,

Ea — энергетический спектр носителей тока в зонe |a〉,
N — число поглощаемых фотонов, PcV — параметр

Кейна, A, B — зонные параметры кристалла, с помощью

которых определяются эффективные массы легких (mlh)
и тяжелых дырок (mhh) или параметры Латтинжера–
Кона γ1, γ2 равенствами

~
2

2mlh
= A + B =

~
2

2m0

(γ1 + 2γ2),

~
2

2mhh
= A − B

~
2

2m0

(γ1 − 2γ2) [13, 14],

e′x , e′y , e′z — проекции вектора поляризации e по осям

x ′, y ′, z ′, связанные с направлением волнового век-

тора электронов k(k ‖ z ′), e′± = e′x ± ie′y . В частно-

сти, для линейно поляризованного света |e′z |2 = cos2 α,

|e′±|2 = 1− |e′z |2, а для циркулярно поляризованного

света

|e′z |2 =
1

2
sin2 β,

|e′±|2 = 1− |e′z |2 ∓ Pcirc cos β [4, 8, 9],

где α(β) — угол между векторами поляризации e (волно-
вого вектора фотона q) и волнового вектора носителей

тока (k), Pcirc — степень циркулярной поляризации

света. Матричные элементы остальных трехфотонных

оптических переходов приведены в таблице.
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Рис. 1. Поляризационные зависимости трехфотонного линейно-циркулярного дихроизма в InSb. Кривые 1 соответствуют частоте

света ~ω = 0.6 эВ, кривые 2 — ~ω = 0.5 эВ, а кривые 3 — ~ω = 0.44 эВ.

Из данных таблицы видно, что имеются семь различ-

ных оптических переходов, отличающихся друг от дру-

га промежуточными состояниями, дающих различные

вклады на результирующий коэффициент трехфотонного

поглощения света (линейно-циркулярного дихроизма)
как для линейной, так и для циркулярной поляризации

света в кристаллах кубической симметрии со сложной

зонной структурой из-за разности их зависимостей от

компонент вектора поляризации, зонных параметров и

энергетических знаменателей.

Аналогичным образом определяются матричные эле-

менты трехфотонных межзонных оптических переходов

из |SO,−1/2〉 в |c,+1/2〉 и из |SO, +1/2〉 в|c,±1/2〉.
Расчеты, проведенные по золотому правилу квантовой

механики [11] для InSb показывают, что в трехфотонных

переходах типа |SO± 1/2〉 ⇒ |c,±1/2〉 график поляри-

зационной зависимости коэффициента трехфотонного

линейно-циркулярного дихроизма, определяемый

отношением вероятностей оптических переходов

η = W (lin)
c,m′

c ;SO,m
/W (lcirc)

c,m′

c ;SO,m
, представлен на рис. 1, а, если

два виртуальных состояния лежат в подзонах валентной

зоны, и рис. 1, b, если оба виртуальных состояния

лежат в зоне проводимости, а также рис. 1, с, если

первоначальные виртуальные состояния лежат в зоне

проводимости, а следующие — в валентной зоне, где

вероятность N фотонного оптического перехода

W (N)
c,mc ;SO,mSO

=
2π

~

∑

ς,mc

|Mc,mc ;ς,mς ;SO,mSO
(k)|2

× [ f c(k) − f SO(k)] · δ
(

Ec(k) − ESO(k) − N~ω
)

, (3)
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Рис. 2. Частотно-поляризационные зависимости коэффициента трехфотонного поглощения света в InSb. a — соответствует

циркулярной поляризации, b — линейной поляризации.

|ς, m′
ς 〉 — описывает виртуальные состояния:

|Vhh, m′
hh〉(m′

hh = ±3/2) и для подзоны тяжелых и

легких дырок; |SO, m′
SO〉(m′

SO = ±1/2) — для подзоны

спин-орбитального расщепления; M(N)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V
(k) —

составной матричный элемент рассматриваемого

оптического перехода, Eck[ESO(k)] и f c(k)[ f SO(k)] —

энергетический спектр носителей тока в зоне прово-

димости (в подзоне спин-орбитального расщепления)
и функция распределения носителей тока, m′

ς —

собственное значение оператора полного момента,

ς = c,Vl, SO. Матричный элемент оператора электрон-

однофотонного взаимодействия определяется как

Hll′ =
e

im0ω

(

2πI
nωc

)1/2

(e · p)ll′ ,

где p — оператор импульса, I — интенсивность света,

показатель преломления кристалла на частоте ω.

Поскольку M(N)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,mV
(k имеет несколько составля-

ющих (см. таблицу), то при расчетах надо использовать

(например, для А и B типов оптического перехода)
следующее соотношение:

∣

∣

∣
M(N)

c,m′

c ;ς,mς ;V m′

V

(

kNω
c,mVI

)∣

∣

∣

2

=
∣

∣

∣
M(A)

c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V

(

k(Nω)
c,mVI

)∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
M(B)

c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V

(

k(Nω)
c,mVI

)∣

∣

∣

2

+
[

M(A)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V

(

k(Nω)
c,mVI

)]∗

M(B)
c,m′

c ;ς,m/ς ;V,m′

V

(

k(Nω)
c,mVI

)

+ M(A)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V

(

k(Nω)
c,mVI

) [

M(B)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;V,m
′

V

(

k(Nω)
c,mVI

)]∗

,

(4)
где волновой вектор носителей тока в конечном состоя-

нии, определяемый из закона сохранения энергии для N

фотонного перехода, равен

k(Nω)
c,mSO

=

[

2mcmSO

mc + mSO

]

(N~ω − Eg − 1SO),

1SO — энергия спин-орбитального расщепления. Отме-

тим, что энергетические спектры носителей тока во всех

зонах приняты как параболические (если три ветви зон-

ной структуры полупроводника непараболичные, тогда

квадратичная зависимость энергии от волнового вектора

приближенно восстанавливается лишь вблизи краев зон

Бриллюэна), т.е.

Ec(k) = Eg +
~
2K2

2mc
, ESO(k) = −1SO +

~
2k2

1mSO

,

где mc(mSO) — эффективные массы в зоне c(SO).
Для трехфотонных переходов типа

|SO,±1/2〉 ⇒ |c,∓1/2〉: если оба виртуальных

состояния лежат в подзонах валентной зоны, то

график поляризационной зависимости коэффициента

трехфотонного линейно-циркулярного дихроизма опи-

сывается рис. 1, d. Аналогичным образом определяются

поляризационные зависимости коэффициента линейно-

циркулярного дихроизма трехфотонного поглощения

света, отличающиеся от вышеприведенных случаев ти-

пом и порядком виртуальных состояний, через которые

происходят трехфотонные оптические переходы. При

количественных расчетах численные значения зонных

параметров взяты из работы [16].
Таким образом, была показана поляризационная за-

висимость линейно-циркулярного дихроизма трехфотон-

ного поглощения света от типа оптических переходов.

Поскольку матричные элементы некоторых оптических

переходов в числителе имеют различия в энергии но-

сителей тока, которые в определенной области частоты
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Рис. 3. Частотно-поляризационные зависимости коэффициента трехфотонного поглощения света в InSb. a — соответствует

циркулярной поляризации, b — линейной поляризации.

света стремятся к нулю, что приводит к аномальному

росту спектральной зависимости коэффициента трехфо-

тонного поглощения света. Но это явление не приводит

к заметному изменению в спектральной зависимости

линейно-циркулярного дихроизма, поскольку коэффи-

циент линейно-циркулярного дихроизма определяется

отношением вероятностей оптических переходов, проис-

ходящих при поглощении света линейной и циркулярной

поляризаций.

3. Поляризационно-спектральные
зависимости коэффициента
трехфотонного поглощения света

Теперь проанализируем поляризационно-спектраль-

ные зависимости коэффициента поглощения света для

InSb, обусловленные трехфотонными переходами типа

|SO,±1/2〉 → |c,±1/2〉 и |SO,±1/2〉 → |c,∓1/2〉, рас-

считанного по формуле

K(N)(ω, T ) =
N~ω

I

∑

c,m′

c ;ς,m
′

ς ;SO,m
′

SO

W (N)
c,m′

c ;ς,m
′

ς ;SO,m
′

SO

. (5)

Расчеты показывают, что график поляризационной

зависимости коэффициента трехфотонного поглощения

света в полупроводнике InSb для вышеуказанных трех-

фотонных переходов представлен на рис. 2, когда два

виртуальных состояния лежат в подзонах валентной

зоны, и рис. 3, если первоначальные виртуальные со-

стояния лежат в зоне проводимости, а следующие — в

валентной зоне.

Расчеты показывают, что основной вклад в коэффици-

ент трехфотонного поглощения света дают оптические

переходы, у которых начальные виртуальные состояния

лежат в зоне проводимости, а следующие — в валентной

зоне.

4. Заключение

Из вышеперечисленных результатов и рис. 1−3

видно, что как поляризационная, так и частотно-

поляризационная зависимости коэффициентов трехфо-

тонного поглощения света и линейно-циркулярного ди-

хроизма имеют несколько экстремумов. Это объясня-

ется спецификой моделей Кейна и Латтинжера−Кона,

используемых при исследовании зонной структуры в

узкозонных кристаллах [13,14]. В частности, в модели

Кейна некоторые недиагональные матричные элемен-

ты оператора импульса не зависят, а в приближении

Латтинжера−Кона зависят от волнового вектора носи-

телей тока. Поэтому каждый тип оптических перехо-

дов дает неодинаковый вклад в частотную и частотно-

поляризационную зависимости коэффициента трехфо-

тонного поглощения света и линейно-циркулярного ди-

хроизма, поскольку энергетические знаменатели в со-

ставном матричном элементе рассматриваемого оптиче-

ского перехода зависят от типа виртуальных состояний,

через которые проходят однофотонные переходы.

В заключение отметим, что можно анализировать

частотно-поляризационные зависимости межзонных оп-

тических переходов, происходящие из подзон легких и

тяжелых дырок валентной зоны в зону проводимости.

Этот случай требует отдельного рассмотрения, чему

будет посвящена отдельная работа.
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Polarization-spectral dependences
of three-photon interband absorption
of light and linear-circular dichroism
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Abstract The polarization and frequency-polarization depen-

dences of the linear-circular dichroism and light absorption coeffi-

cients in semiconductors of cubic symmetry, caused by vertical

three-photon optical transitions between the states of the spin-

orbit splitting and conduction bands, are calculated in narrow-gap

semiconductors in the Kane model.
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