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Полученная ранее для модели скалярного волнового уравнения операторная форма обобщенной оптиче-

ской теоремы (ОТ) распространяется на случай электромагнитного излучения, а также других волновых

уравнений. Показано, что при переходе от операторной к обычной формулировке ОТ в общем случае

неплоской падающей волны вместо амплитуды рассеяния
”
вперед“ выступает отвечающий этой волне

диагональный матричный элемент T -оператора рассеяния. Проиллюстрированы переходы к различным

известным из литературы формам ОТ, вытекающим из операторной OT как частные случаи.
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Введение

Оптическая теорема (ОТ), одна из базовых в тео-

рии рассеяния, связывает сечение экстинкции плоской

падающей на рассеиватель волны σext с амплитудой

рассеяния в направлении
”
вперед“ A(0) известным со-

отношением σext = (4π/k0)ImA(0), где k0 — волновое

число [1]. Известна также обобщенная оптическая тео-

рема (ООТ), являющаяся интегральным соотношением,

выражающим мнимую часть амплитуды рассеяния под

разными углами [2] . При совпадении направлений

падения и рассеяния ООТ переходит в обычную ОТ.

Как ОТ, так и ООТ непосредственно вытекают из закона

сохранения энергии. Они применяются в широком круге

волновых задач теории рассеяния независимо от при-

роды волновых процессов (история вопроса изложена

в работе [3]). Общее описание ООТ для случая аку-

стических, электромагнитных, квантово-механических и

упругих волн было дано в работе [4].
Обе формы оптической теоремы относятся к описа-

нию поля в дальней волновой зоне, где поле приближен-

но представляется в виде суперпозиции плоских бегу-

щих волн. В работах автора [5,6] на примере скалярно-

го волнового уравнения была предложена операторная

форма ООТ, пригодная для произвольных источников

излучения. Эта форма позволяет, в частности, рассмат-

ривать случай точечных источников, а также поле в

ближней зоне, включая возбуждение рассеивателя пуч-

ками излучения и эванесцентными волнами. При этом

в [5] рассмотрен случай непоглощающего рассеивателя,

а в [6] — рассеивателя с поглощением. В настоящей

работе результаты [5,6] распространяются на случай

рассеяния электромагнитного излучения, а также других

волновых уравнений, удовлетворяющих определенным

сформулированным ниже условиям. Основным из них

является возможность выделения в исходной дифферен-

циальной (или другими словами, локальной) постановке
задачи диссипативной части, описывающей поглощение

в рассеивателе. Оказывается, что такое разделение уда-

ется сохранить и при переходе от исходного диффе-

ренциального уравнения к интегральному, в котором

учитываются дополнительные условия, обеспечивающие

единственность решения задачи. В наиболее общей фор-

мулировке обобщенная оптическая теорема позволяет

оценить изменения, вносимые введением рассеивателя

в результаты исходной задачи, в которой этот рассеива-

тель отсутствует.

Традиционный подход к получению оптической тео-

ремы основан на выражении баланса потоков энергии,

протекающих через выбранные замкнутые поверхности.

В случае плоских волн в качестве такой поверхности

обычно берется сфера бесконечно большого радиуса.

Наиболее детально такой подход описан в работах [7,8],
где для электродинамической задачи рассмотрен общий

случай источников излучения, локализованных на про-

извольном расстоянии от рассеивателя. Это позволило

авторам [7,8] получить некоторые новые результаты,

подробно описав условия энергетического баланса для

потоков через поверхности, охватывающие рассеива-

тель, источники, а также рассеиватель вместе с источ-

никами. В отличие от такого
”
энергетического“ подхода

использованный ниже операторный метод отличается

простотой и позволяет получить не только обычную ОТ,

связанную с энергетическими потоками и отвечающую

диагональным элементам соответствующих операторов,

но также и ООТ, которая связывает их недиагональные

элементы.

1497



1498 Л.А. Апресян

При этом рассматриваемый ниже подход не привя-

зан однозначно к электродинамическому случаю. Кон-

кретная постановка задачи выбрана лишь в качестве

иллюстрации общего подхода, так что сколь-нибудь

подробное описание электродинамических следствий не

входит в цели настоящей работы. За счет отказа от

строгих математических определений и использования

операторов на
”
физическом“ уровне строгости удается

получить обобщенную ОТ в виде (11) (см. ниже),
пригодном для широкого класса волновых задач. Ранее

универсальность ООТ была проиллюстрирована в цити-

рованной работе [4], но с использованием более слож-

ного подхода для конкретной (хотя и достаточно общей)
модели исходного дифференциального уравнения и лишь

для случая плоских волн (дальнее поле).
В следующих разделах приводятся основные резуль-

таты по формам операторной оптической теоремы. Про-

стые, но несколько громоздкие выкладки вынесены в

Приложении.

1. Уравнения Максвелла
и интегральная формулировка
задачи рассеяния

Рассмотрим трехмерную стационарную задачу о рас-

сеянии монохроматического электромагнитного излуче-

ния на рассеивателе, находящемся в непоглощающей

среде. Вектор электрического поля E определяется урав-

нением, вытекающим из системы уравнений Максвелла

(множитель e−iωt всюду опускаем) [9]:

[∇×∇×−k2
0ε(r)]E(r) = iωµ0 j(r). (1)

Здесь, k0 = 2π/λ — волновое число, λ — длина

волны, ε(r) и j(r) описывают соответственно распреде-

ление диэлектрической проницаемости среды и токов,

а µ0 — магнитная проницаемость вакуума. Диэлектри-

ческая проницаемость ε(r) в (1) представляется в виде

суммы ε(r) = ε0(r) + χe(r), функция χe = χe(r) отлична

от нуля лишь внутри рассеивателя, и в общем случае

может быть тензорной величиной, учитывающей ани-

зотропные характеристики рассеивателя. При этом ε(r)
также будет тензорном.

Предполагается, что ε0(r) имеет вид, допускающий

полное решение, т. е. нахождение оператора Грина в

отсутствие рассеивателя. Это условие существенно огра-

ничивает класс допустимых задач. Ниже будет рассмот-

рено два примера такого рода. Это случай однородной

непоглощающей среды, ε0(r) = ε0 = const, а также слу-

чай рассеивателя вблизи однородного непоглощающего

полупространства.

Однородное уравнение (1), отвечающее отсутствию

источников j = 0, имеет отличные от нуля решения.

Поэтому для однозначности решения (1) дополняется

известными условиями излучения, а при наличии раз-

рывных изменений ε(r) также условиями непрерывности

тангенциальных компонент электрического E и магнит-

ного H полей. С математической точки зрения эти

условия ограничивают класс допустимых к рассмотре-

нию функций, выделяя тем самым область определения

рассматриваемых ниже операторов. Детальное описание

указанных условий можно найти в учебниках электро-

динамики. Имея в виду, что эти условия выполняются,

можно перейти от дифференциального уравнения (1),
записанного символически в виде (см., например, [10])

(L0 −V )u = q, (2)

к интегральной форме уравнения для поля u:

u = G0q + G0Vu ≡ Gq. (3)

Здесь использованы сокращенные обозначения

для поля u = E(r) и источников q = iωµ0j(r),
L0 = ∇×∇×−k2

0ε0(r). При этом u и q
рассматриваются как функции аргумента x = (i, r),
содержащего дискретный тензорный индекс i и

пространственный аргумент r , а интегрирование

по x всякий раз понимается как интегрирование по r,

дополненное суммированием по соответствующему

тензорному индексу i , который не выписывается в

явном виде.

Входящий в (3) G — оператор Грина с тензорным

ядром G(r, r0), действует по правилу

Gq =

∫

G(r, r0)q(r0)dr0,

а G0 =
(

∇×∇×−k2
0ε0(r)

)−1
— матричный оператор

”
свободного распространения“, описывает задачу в от-

сутствие рассеивателя и считается заданным. Опера-

тор возмущения V в рассматриваемом случае сво-

дится к умножению на ν(r) = k2
0χe(r) и имеет ядро

V (r, r0) = ν(r)δ(r− r0) (символы единичных операторов

и матриц всюду опускаются).
В общем случае G0 не обязательно относится к

случаю свободного распространения. Считается, что G0

описывает некоторую исходную
”
невозмущенную“ зада-

чу, решение которой фактически полностью известно.

В качестве такой задачи кроме простейшего случая

свободного пространства может выступать, например,

случай волн вблизи полупространства (см. ниже), либо
более сложные задачи, связанные с резонаторами и

волноводами, которые в настоящей работе не рассмат-

риваются. При этом использование оптической теоремы

позволяет, в частности, упростить некоторые оценки

вносимых рассеивателем изменений в распределение

потоков энергии.

2. Операторная форма задачи
рассеяния

Переход от векторного уравнения Гельмгольца (1) с

дополнительными условиями к интегральной постановке
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задачи (2) в общем случае нетривиален, поскольку

ядро оператора Грина содержит сильную сингулярность,

требующую использования понятия исключенного объе-

ма [11,12]. Оказывается, что уже сама форма интеграль-

ного уравнения (3) содержит в себе неявно много физи-

ки, позволяя выделить в (3) диссипативные слагаемые,

к которым добавляются также неизбежные потери на

излучение.

Подстановка в (3) u = Gq дает соотношение

Gq = G0q + G0V Gq,

откуда после сокращения на q вытекает операторное

уравнение для G

G = G0 + G0V G. (4)

Определим оператор T обычным соотношением [10]:

V G = TG0, (5)

так что

G = G0 + G0T G0. (6)

Тем самым полное решение задачи рассеяния, т. е.

вычисление G, сводится к нахождению T -оператора,
поскольку оператор свободного распространения G0

считается известным.

Домножив обе части (6) слева на V и учтя (5),
после простых сокращений получаем уравнение для

T -оператора
T = V + V G0T. (7)

Согласно (3):
u = u0 + usc,

где u0 и usc представляют соответственно падающую и

рассеянную волны:

u0 = G0q, usc = Gscq, (8)

а оператор рассеяния Gsc выражается как

Gsc = G0V G = G0T G0.

Будем рассматривать введенные линейные операторы

как бесконечномерные матрицы, действующие в уни-

тарном пространстве функций u = u(x) со скалярным

произведением вида

u†u ≡

∫

u∗(x)u(x)dx ,

где символ † — означает эрмитово сопряжение, а

интеграл по x = (i, r) понимается как интеграл по r,

дополненный суммированием по тензорному индексу i
(в используемых в квантовой физике

”
бракет“ обозначе-

ниях u = |u >, u† =< u|, так что u†u =< u|u > — число,

а u u† = |u >< u| — матричный оператор). Такой подход

позволяет использовать общие свойства операторов, не

привязываясь заранее к какому-либо фиксированному

базису (см., например, [13]). При этом ядро сопряженно-

го оператора V † выражается как V †(x , x0) = V ∗(x0, x).

3. Операторная форма обобщенной
оптической теоремы

Ключевым моментом для дальнейшего является за-

пись оператора возмущения V в виде суммы диссипатив-

ной и консервативной частей. В общем случае оператор

возмущения V , как и всякий линейный оператор, можно

разложить на эрмитову (V h) и антиэрмитову (iV a)
составляющие1

V ≡ V h + iV a , V h ≡ (V + V †)/2, V a ≡ (V −V †)/2i .
(9)

Известно, что в рассматриваемом здесь электромаг-

нитном случае среднюю по времени диссипируемую в

рассеивателе мощность можно записать в виде [14]:

Pabs =
ω

2
Im

∫

E†εEdr0 =
ω

2

∫

E†εa E dr0,

где εa = (ε − ε†)/2i , a† означает обычное эрмитово

сопряжение векторов и матриц. В соответствии со

сказанным выше, это соотношение можно сокращенно

записать в виде

Pabs = b Im u†Vu = bu†V au, (10)

где коэффициент b = c2

2ω
зависит от выбора системы еди-

ниц и далее для простоты полагается равным единице.

Таким образом, согласно (10) средняя по времени

поглощаемая мощность с точностью до множителя вы-

ражается как матричный элемент u†V au антиэрмитовой,

или иначе, диссипативной части оператора V a , отвеча-

ющий полю u. При этом поле u = u(x) рассматриваетcя

как один из базисных векторов в пространстве функций,

зависящих от x , который можно дополнить до базиса,

накрывающего все рассматриваемое пространство функ-

ций.

В работе [6] на примере скалярного волнового урав-

нения было показано, что из операторных уравнений (6)
или (7) в случае рассеивателя с поглощением вытекает

следующее операторное соотношение:

G0†T a G0 = G0†T †G0a T G0 + GV aG (11)

(для частного случая V a = 0 эквивалентное (11) соотно-
шение ранее было найдено в [5]).
В Приложении показано, что выполнение (11) не

связано со скалярным характером волнового уравнения

и может быть получено из уравнения (7) в общем

виде с помощью простых преобразований операторов.

Соотношение (11) представляет собой операторную

1 Вместо эрмитового оператора V a в (9) можно было бы ис-

пользовать антиэмитов оператор V a′
≡ iV a , исключив тем самым

из рассмотрения
”
лишнюю“ мнимую единицу, однако запись (9),

аналогичная разложению комплексного числа на вещественную и мни-

мую часть, представляется более наглядной. Для электромагнитной

задачи алгебраические свойства линейных операторов более подробно

описаны в Appendixes E, F работы [8].
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форму ООТ. В нем оператор в левой части непосред-

ственно связан с экстинкцией излучения, первое сла-

гаемое справа обусловлено радиационными потерями,

а последнее — поглощением в рассеивателе. Покажем,

как из этого соотношения вытекают другие формы ОТ,

используемые в литературе.

Для перехода от (11) к выражениям для мощностей

домножим обе части (11) справа на функцию источни-

ка q, а слева на q†

q†G0†T a G0q = q†G0†T †G0aT G0q + q†G†V aGq

или с учетом (3) и (8)

u0†T a u0 = u0†T †G0aTu0 + u†V au. (12)

Это соотношение можно записать как

Pext = Psc + Pabs , (13)

где

Pext = u0†T a u0, Psc = u0†T †G0a Tu0, Pabs = u†V au.
(14)

Соотношение (13) представляет собой расширение

обычной ОТ на случай неплоской падающей волны u0.

В нем мощность экстинкции Pext, равная сумме радиаци-

онных и тепловых потерь, согласно (14), представляется
как отвечающий u0 диагональный матричный элемент

диссипативной части T a оператора T . Этот элемент

заменяет мнимую часть амплитуды рассеяния
”
вперед“,

и переходит в нее для плоской падающей волны. Ве-

личина Pabs выражает среднюю по времени мощность

поглощаемого рассеивателем излучения и дается диа-

гональным матричным элементом V a для полного по-

ля u. Определенная (14) мощность рассеяния Psc также

представляется диагональным матричным элементом по

полю u0 оператора рассеяния T †G0aT , который содер-

жит оператор G0a , описывающий радиационные потери.

Рассмотрим эти выводы, а также некоторые следствия

операторной оптической теоремы (11) более подробно.

4. Рассеяние плоской
электромагнитной волны
на уединенном рассеивателе

Рассмотрим падение плоской волны

u0 = E0 ≡ e0e
ik0n0r (15)

на уединенный рассеиватель в свободном простран-

стве. Здесь n0 = k0/|k0| и e0 — единичные векторы

соответственно направления и поляризации падающей

волны. В рассматриваемом случае рассеянное поле

usc ≡ Esc = G0TE0 вдали от рассеивателя имеет вид

расходящейся сферической волны, так что в волновой

зоне при k0r ≫ 1 рассеянное поле выражается как

Esc = G0TE0 ∼
eikεr

r
F(n, n0),

где n = r/|r| — единичный вектор направления рассеян-

ной волны. Векторная амплитуда рассеяния F(n, n0) —

пропорциональна вектору поляризации падающей вол-

ны,

F(n, n0) = f (n, n0)e0.

При этом тензор преобразования поляризаций

f (n, n0) выражается через
”
T -оператор на энергетиче-

ской поверхности“ соотношением

f (n, n0) =
1

4π
ρ(n)T (k0n, k0n0)ρ(n0). (16)

Здесь

T (k, k0) =

∫

e−ikrT (r, r0)e
ik0rdrdr0

— тензорное ядро T -оператора в представлении волно-

вых векторов, а ρ(n) = 1− n× n — проектор на плос-

кость с нормалью n (для скалярной модели аналогичное

(16) соотношение выводилось в [5]). Если {eα(n)} —

произвольно выбранный ортогональный базис в плоско-

сти с нормалью n(α, β = 1, 2, eα(n)†eβ(n) = δαβ), то ρ(n)
можно записать как

ρ(n) =
∑

δ=1,2

eδ(n)eδ(n)†.

Согласно (16), тензор f (n, n0) поперечен относи-

тельно направления распространения падающей и рас-

сеянной волн, так что n†f(n, n0) = f(n, n0)n0 = 0. Это

позволяет свести 3× 3 тензор f(n, n0) к 2× 2 матрице

f α,β , связывающей векторы поляризации падающей и

рассеянной волн [15]:

f α,β(n, n0) = eα(n)† f (n, n0)eβ(n0)

=
1

4π
eα(n)†T (k, k0)eβ(n0). (17)

В рассматриваемом здесь случае от операторной

ОТ (11) нетрудно перейти к обычной обобщенной ОТ

для электромагнитного поля, ограничившись описанием

полей в дальней зоне. Для этого достаточно учесть,

что в представлении волновых векторов действие вхо-

дящего в (11) оператора G0a сводится к умножению на

дельта-функцию:

G0a
k = ρ(n)

π

2k0

δ(|k| − k0), (18)

так что

G0a(r, r0) =

∫

G0a
k eik(r−r0)

dk
(2π)3

, (19)

и вычислить недиагональные матричные элементы

от (11), отвечающие падению и рассеянию плоских волн.

Заметим, что в соответствии с (18) и (19), описыва-
ющая радиационные потери часть G0a оператора сво-

бодного распространения G0 в пространстве волновых

векторов локализована на
”
энергетической поверхности“
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|k| = k0 и
”
поперечна“ относительно направления n.

Выражаясь нестрого, можно сказать, что оператор G0a

”
помнит“, что радиационные потери происходят в даль-

ней зоне, где волновое поле приближенно имеет струк-

туру плоских волн, для которых выполняются эти усло-

вия.

Используя (17)−(19) и выполнив интегрирование по

модулю k , можно преобразовать оптическую теоре-

му (11) к виду

1

2i

(

( f α,β(n, n0) − ( f ∗
β,α(n0, n)

)

=
k0

4π

∑

δ=1,2

∮

4π

f ∗
δ,α(n

′, n)) f δ,β(n
′, n0)dn

′ +
∑

abs

, (20)

где матрица
∑

abs связана с поглощением в рассеивателе

и не выписывается явно. Это соотношение представляет

собой обычную форму обобщенной оптической теоре-

мы для электромагнитного поля [15]. При совпадении

направлений и поляризаций рассеянной и падающей

волн n = n0, α = β (20) переходит в
”
классическую“

оптическую теорему, связывающую сечение экстинкции

с мнимой частью амплитуды рассеяния вперед. При

этом
∑

abs переходит в сечение поглощения, а сечение

экстинкции выражается соотношением

σext = Pext =
4π

k0

Im f α,α(n0, n0).

5. Оптическая теорема для падающей
и рассеянной волн и случай
рассеивателя вблизи
непоглощающего полупространства

Из общих выражений для мощностей (14) непо-

средственно вытекает еще одна широко цитируемая

в литературе форма оптической теоремы. Используя

соотношения A+BaA=(A+BA)a и u0†T au0 = Imu0†Tu0,

а также (5), из (14) нетрудно получить выражения (см.
Приложение)

Pext = Im u0†Vu = Im

∫

dx u0†(x)Vu,

Psc = −Im us†Vu = −Im

∫

dx us†(x)Vu,

Pabs = Im u†Vu = Im

∫

dx u†(x)Vu. (21)

Поскольку полное поле выражается в виде суммы

падающей и рассеянной компонент, u = u0 + us , отсю-

да, в частности, сразу следует выполнение оптической

теоремы (13).
Эквивалентные (21) соотношения были получены

в [16] для скалярной модели, и в [17] для модели

электромагнитного излучения (см. также [8]). В этих

работах в качестве G0 выступает уже не
”
оператор

свободного распространения“, а аналогичные операторы

для прозрачного полупространства, явные выражения

для которых приведены, в частности, в [16,17]. Соот-

ношения (21) использованы в указанных работах при

получении оптической теоремы для рассеивателя вблизи

прозрачного полупространства, когда вместо амплитуды

рассеяния
”
вперед“ возникает взвешенная сумма ампли-

туд рассеяния в направлении отраженной и прошедшей

волн. Последнее отражает интерференционный характер

оптической теоремы для данной задачи, связанный с

синфазностью рассеянной волны с падающей лишь для

направлений отражения и преломления.

Выводы

В работе на примере рассеяния электромагнитного

излучения рассмотрен вывод операторной формы обоб-

щенной оптической теоремы, связанной с выполнением

закона сохранения энергии в задачах теории рассеяния.

В отличие от традиционного подхода к получению

ОТ этот вывод не связан непосредственно с вычис-

лением потоков энергии через замкнутые поверхности

и асимптотическими оценками быстро осциллирующих

интегралов, и использует лишь простые общие свой-

ства линейных операторов, действующих в унитарном

пространстве. Сформулировано основное условие, при-

водящее к такой форме ООТ. Оно требует возможности

разделения в исходной дифференциальной постановке

задачи консервативных и диссипативных слагаемых. Из

операторной формы ООТ следует, в частности, что

в общем случае неплоской падающей волны и точек

наблюдения вблизи рассеивателя фигурирующая в обыч-

ной оптической теореме величина мнимой части ам-

плитуды рассеяния
”
вперед“ переходит в диагональный

матричный элемент T -оператора рассеяния, отвечающий

падающей волне. Прослежен переход от операторной

к обычной форме ООТ для электромагнитного поля, а

также к описанному в литературе случаю рассеивателя

вблизи непоглощающего полупространства.

Предлагаемая схема проиллюстрирована на примере

рассеяния электромагнитного излучения, однако полу-

ченные общие результаты распространяются на случай

волн произвольной природы, удовлетворяющих сформу-

лированным выше условиям.
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Приложение

Пусть A и B — два линейных обратимых, в об-

щем случае некоммутирующих оператора (AB 6=BA).
Для дальнейшего достаточно использовать известные

простые свойства обращения и эрмитового сопряжения

(AB)† =B†A†, а также (A+B)
a

=A
a

+B
a

, и (A†)
a

=−A
a

,

где верхний индекс
”
a“ означает вычисление диссипатив-

ной части соответствующего оператора в соответствии

с (9). Эти соотношения справедливы как для обычных

матриц, так и для операторов. Используя их и (9),
нетрудно проверить также, что

(A−1)a = −(A†)−1Aa(A)−1 (П1)

и

(A†BA)a = A†ВaA. (П2)

Возьмем эрмитово сопряжение от уравнения (6)

G† = G† + G0†T †G0†.

Умножим это соотношение справа на T G0, заменив

в левой части полученного выражения T G0 на V G в

соответствии с (5):

G†V G = G0†T G0 + G0†T †G0†T G0.

Взяв отсюда диссипативную часть (a) с учетом (П2)
и (П1), получаем искомое уравнение (11).
Переход от операторной формы ООТ (11) к величи-

нам мощностей (21) эквивалентен вычислению диаго-

нального матричного элемента от обеих частей (11),
отвечающего падающей волне u0. Учитывая соотноше-

ния (5) и (8), величины (14) нетрудно преобразовать

следующим образом:

Pext = Im u0†Tu0 = Im u0†T G0q = Im u0†V Gq

= Im u0†Vu = Im dxu0†(x)Vu, (П3)

Psc = − Im u0†T †G0†Tu0 = −Im u0†T †G0†Vu

= −Im us†Vu = −Im dxus†(x)Vu, (П4)

Pabs = u†V au = Im u†Vu = Im dxu(x)Vu. (П5)

Выражения для мощностей (П3)−(П5) эквивалентны

соотношениям (21).
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