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Решена задача о генерации второй гармоники плоской эллиптически поляризованной электромагнитной

волной в тонком оптически нелинейном поверхностном слое диэлектрической частицы, имеющей форму

эллипсоида вращения. Для аналитического описания использовано обобщенное приближение Рэлея–Ганса–
Дебая с учетом различия в показателях преломления среды, соответствующих частотам возбуждающего

и генерируемого излучения. Получены предельные формы функций, с использованием которых выражена

напряженность электрического поля генерируемого излучения. Найден порядок зависимости указанных

функций от линейных размеров, когда длины полуосей частицы малы по сравнению с длиной волны

возбуждающего излучения и их отношение остается постоянным. Выявлено, что плотность мощности

генерируемого излучения в этом случае определяется в большей степени киральными компонентами тензора

нелинейной диэлектрической восприимчивости и пропорциональна четвертой степени длины полуоси

частицы, если форма сфероидальной частицы существенно отличается от сферической. Решение данной

задачи, полученное другими авторами, дополнено для возможности применения к описанию генерации в

поверхностном слое диэлектрической частицы не только в форме вытянутого, но и в форме сплюснутого

сфероида. Предложены исправления неточностей и опечаток, допущенных в аналогичных работах других

авторов. Найдена связь формул, использованных в указанных работах с учетом исправлений, и формул,

использованных в настоящей работе.
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Введение

Генерация второй гармоники зарекомендовала себя

как незаменимый инструмент при исследованиях микро-

и наноразмерных объектов, в том числе в медицине и

биологии. С ее помощью появляется возможность не

только визуализировать живые клетки, ткани, коллаге-

новые волокна [1], но и изучать свойства поверхностей

диэлектрических частиц [2], а также адсорбированных на
них молекул [3].

В соответствии с результатами ранее произведенных

исследований на нелинейный отклик металлических и

диэлектрических частиц напрямую влияет их размер

и форма [4]. Наиболее часто в научной литературе

рассматривается генерация второй гармоники именно в

частицах сферической (как наиболее простой и симмет-

ричной) формы [2–5]. Гораздо реже встречаются работы,

посвященные генерации в частицах, имеющих одну

ось симметрии: сфероидальной [6] и цилиндрической

форм [7–10]. Это объясняется повышенными требова-

ниями к используемому математическому аппарату и

производительности вычислительных средств. Осесим-

метричные частицы находят применение при создании

метаматериалов, в которых возможно усиление нелиней-

ного сигнала [11] и управление интенсивностью элек-

тромагнитных волн, проходящих через границы раздела

сред [12].

Частицы в форме эллипсоида вращения (сфероида)
являются обобщением сферических частиц. Под дей-

ствием внешних сил сферические частицы могут де-

формироваться и приобретать сфероидальную форму.

Более того, формирование диэлектрических частиц иде-

альной сферической формы практически невозможно из-

за наличия неровностей на поверхности таких частиц.

Эта проблема особенно актуальна при формировании

частиц предельно малых размеров (диаметром 100 nm

и меньше), когда возникающие отклонения сравнимы

с линейными размерами частиц [13]. Насколько нам

известно, на данный момент не существует достаточно

полной аналитической модели нелинейной генерации

в поверхностном слое сфероидальных диэлектрических

частиц.

Целью настоящей работы является аналитическое

описание и выявление закономерностей генерации вто-

рой гармоники в поверхностном слое диэлектриче-

ских частиц, имеющих форму эллипсоида вращения,

с использованием обобщенной модели Рэлея–Ганса–
Дебая [4], хорошо зарекомендовавшей себя при описа-
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нии нелинейной генерации в сферических диэлектриче-

ских частицах.

В первой части настоящей работы:

– приведены формулы, характеризующие простран-

ственное распределение генерируемого излучения,

– произведен анализ предельных форм использован-

ных математических функций при малых размерах сфе-

роидальной частицы,

– найдена связь полученных выражений с формулами

в задаче о генерации второй гармоники в поверхностном

слое сферической частицы,

– произведено сравнение с результатами, полученны-

ми другими авторами.

Во второй части:

– с помощью трехмерных диаграмм направленно-

сти проиллюстрировано пространственное распределе-

ние генерируемого излучения при ключевых значениях

параметров задачи,

– указаны математические свойства используемых

функций, характеризующие симметрию диаграмм на-

правленности,

– охарактеризовано влияние отдельных параметров на

форму диаграммы направленности,

– предложены методы использования условий отсут-

ствия генерации и условий генерации линейно поляри-

зованного излучения для избирательного определения

независимых компонент тензора нелинейной диэлектри-

ческой восприимчивости.

Постановка задачи

Пусть генерация второй гармоники происходит в тон-

ком оптически нелинейном слое, равномерно распреде-

ленном по поверхности диэлектрической частицы, имею-

щей форму эллипсоида вращения. Обозначим символом

a z длину полуоси эллипсоида вдоль оси его симметрии,

а символом ax — длину полуоси, перпендикулярной оси

симметрии. Для отношения указанных величин введем

обозначение ρ = a z /ax . Если ρ > 1, то частица име-

ет форму вытянутого эллипсоида вращения, который

можно получить из сферической формы посредством

растяжения вдоль предполагаемой оси симметрии. Если

ρ < 1, то частица имеет форму сжатого эллипсоида вра-

щения, полученную из сферической формы посредством

сжатия вдоль выбранной оси симметрии. Если же ρ = 1,

то форма частицы сферическая. Толщину оптически

нелинейного слоя d0 выберем таким образом, чтобы

выполнялись условия d0 ≪ ax , d0 ≪ a z .

По аналогии с рассуждениями, описанными в ста-

тьях [5,8], зададим вектор напряженности электрическо-

го поля падающей плоской электромагнитной волны в

точке, характеризуемой радиусом-вектором x, следую-

щим выражением:

E(x) = E0e
(ω) exp(ik(ω)x), (1)

e( )w
k( )w

X

Y

Z

Схема задачи о генерации второй гармоники в поверхностном

слое сфероидальной частицы.

где E0 и e(ω) — комплексная амплитуда и единичный

вектор поляризации соответственно, волновой вектор

обозначен символом k(ω). Здесь и далее подразумевается

временная часть exp(−iωt), где ω — циклическая часто-

та возбуждающего излучения, а символ i , не входящий

в состав индексов, означает мнимую единицу. Схема

задачи изображена на рисунке.

При использовании модели на основе обобщенного

приближения Рэлея–Ганса–Дебая рассеянные электро-

магнитные волны не учитываются в расчетах. Подобную

модель можно использовать, если показатели прелом-

ления диэлектрика внутри и вне частицы достаточно

близки по значению [5]:

∣

∣

∣

∣

np

nm
− 1

∣

∣

∣

∣

≪ 1, 4π
R
λ

∣

∣

∣

∣

np

nm
− 1

∣

∣

∣

∣

≪ 1, (2)

где np и nm — показатели преломления сред частицы

и окружающей ее среды соответственно, R — ха-

рактерный размер частицы (например, длина большой

полуоси), λ — длина волны возбуждающего излучения

в вакууме.

Тогда для элементарного участка поверхностного

слоя, в соответствии с дипольной моделью, компоненты

вектора P(2) — нелинейной части вектора поляризации,

ответственной за нелинейную генерацию второго по-

рядка, могут быть найдены с использованием правила

суммирования по повторяющимся индексам по формуле

P(2)
i = χ

(2)
i jkE jEk , (3)

где E j , Ek — j-я и k-я компоненты вектора напряжен-

ности электрического поля возбуждающего излучения

соответственно. Тензор χ
(2)
i jk для явления генерации вто-

рой гармоники содержит только четыре независимые

компоненты (χ
(2)
1−3 — некиральные, χ

(2)
4 — киральная)

и в компонентной форме может быть записан в виде
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выражения

χ
(2)
i jk = χ

(2)
1 ni n jnk + χ

(2)
2 niδ jk + χ

(2)
3 (n jδki + nkδi j)

+ χ
(2)
4 nm(nkεi jm − n jεimk). (4)

Здесь ni , n j, nk, nm — компоненты единичного вектора

нормали к элементарному участку поверхности, δ jk , δki ,

δi j — дельта-символы Кронекера, εi jm, εimk — символы

Леви–Чивита. Нижние индексы в формуле (4) могут

принимать значения x , y, z , соответствующие осям пра-

вой ортонормированной системы координат. В настоя-

щей работе рассматривается только случай действитель-

ных значений компонент χ
(2)
1−4.

Требуется получить и проанализировать формулы,

характеризующие пространственное распределение и

мощность излучения удвоенной частоты в дальней зоне,

генерируемого в поверхностном оптически нелинейном

слое сфероидальной диэлектрической частицы плоской

эллиптически поляризованной электромагнитной вол-

ной.

Напряженность электрического поля
второй гармоники

Компоненты вектора напряженности электрического

поля второй гармоники в дальней зоне можно найти,

пользуясь выражением

E(2ω)
i (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr)

r
d0(δim − er,ier,m)e(ω)

j e(ω)
k

×

∫

S

exp(ix′q(x))χ(2)
m jk(x

′)dSx′. (5)

Формула (5), полученная в работах [4,5,8] с исполь-

зованием метода функции Грина, применима для вы-

числения напряженности электрического поля излуче-

ния, генерируемого в поверхностном слое диэлектри-

ческой частицы любой формы. Интегрирование при

этом должно производиться по всей площади S по-

верхности частицы, покрытой оптически нелинейным

слоем. Обозначения в выражении (5) следующие: µ2ω —

магнитная проницаемость окружающей среды, k2ω —

модуль волнового вектора k(2ω) генерируемой волны,

r = |x| — расстояние от геометрического центра диэлек-

трической частицы до точки наблюдения, er,i , er,m —

компоненты единичного вектора er , направленного от

центра частицы к точке наблюдения, x′ — вектор,

направленный от центра частицы к элементу ее по-

верхности, q(x) — вектор рассеяния, определяемый по

формуле

q(x) = 2k(ω) − k(2ω)(x),

k(2ω) = k(2ω)(x) = k2ω

x

r
. (6)

При подстановке (4) в выражение (5) возникает

необходимость в вычислении следующих интегралов по

поверхности эллипсоида вращения:

I(ni |x) =
1

a2
x

∫

S

exp(ix′q(x))ni(x
′)dSx′,

I(nin j |x) =
1

a2
x

∫

S

exp(ix′q(x))ni(x
′)n j(x

′)dSx′,

I(nin j nk |x) =
1

a2
x

∫

S

exp(ix′q(x))ni(x
′)n j(x

′)nk(x
′)dSx′ .

(7)
Важным свойством интегралов (7) является перестано-

вочная симметрия:

I(ni n j |x) = I(n jni |x), (8)

I(nin j nk |x) = I(ni nkn j |x), I(ni n jnk |x) = I(n jnink |x). (9)

Тогда выражение для компонент вектора напряженно-

сти электрического поля можно записать в виде

E(2ω)
i (x) = µ2ω

(2ω)2

c2

exp(ik2ωr)

r

× d0a
2
x(δim − er,i er,m)e(ω)

j e(ω)
k X (2ω)

m jk (x), (10)

где X (2ω)
m jk — тензор эффективной нелинейной диэлектри-

ческой восприимчивости [5], выраженный через интегра-

лы (7) следующим образом:

X (2ω)
m jk (x) = χ

(2)
1 I(nmn jnk |x) + χ

(2)
2 I(nm|x)δ jk

+ χ
(2)
3

(

I(n j |x)δkm + I(nk |x)δm j
)

+ χ
(2)
4

(

I(npnk |x)ǫm j p − I(npn j |x)ǫmpk
)

. (11)

Наибольшую сложность при вычислении напряженно-

сти электрического поля генерируемого излучения пред-

ставляет именно определение явного вида интегралов,

указанных в формулах (7).

Явный вид вспомогательных интегралов

Введем декартову систему координат (x , y, z ), центр
которой расположен в геометрическом центре диэлек-

трической частицы, а ось Oz направлена вдоль ее

оси симметрии (рисунок). Тогда уравнение, описываю-

щее поверхность эллипсоидальной частицы с полуося-

ми ax , ax , a z , математически можно задать в виде

x2

a2
x

+
y2

a2
x

+
z 2

a2
z

= 1. (12)

Для вычисления интегралов (7) удобно перейти к пара-

метрической форме уравнения указанной поверхности:

x′ = ax sin θ
′ cosϕ′ex + ax sin θ

′ sinϕ′ey + a z cos θ
′ez ,

(13)
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где x′ — радиус-вектор элемента поверхности эллип-

соида вращения, θ′, ϕ′ — его угловые координаты,

ex , ey , ez — базисные векторы декартовой системы ко-

ординат.

Пользуясь выражением (13), найдем зависимость еди-

ничного вектора нормали к поверхности частицы от

угловых координат θ′, ϕ′ :

n =

[

∂x′

∂θ′
× ∂x′

∂ϕ′

]

∣

∣

∣

∂x′

∂θ′
× ∂x′

∂ϕ′

∣

∣

∣

=
a z sin θ

′ cosϕ′ex + a z sin θ
′ sinϕ′ey + ax cos θ

′ez
√

a2
z sin

2 θ′ + a2
x cos

2 θ′

=
ρ sin θ′ cosϕ′ex + ρ sin θ′ sinϕ′ey + cos θ′ez

√

ρ2 sin2 θ′ + cos2 θ′
.

(14)
Площадь элементарного участка поверхности в интегра-

лах (7) также вычисляется на основании выражения для

радиус-вектора (13):

dSx′ = |dSx′ | =

∣

∣

∣

∣

∂x′

∂θ′
×

∂x′

∂ϕ′

∣

∣

∣

∣

dθ′dϕ′

= ax sin θ

√

a2
z sin

2 θ′ + a2
x cos

2 θ′dθ′dϕ′. (15)

Компоненты вектора рассеяния q определим следующим

выражением:

q = qxex + qyey + qz ez . (16)

Подставляя (13)−(16) в (7), получаем более подроб-

ную запись вспомогательных интегралов, зависящих

от x:

I(ni |x) =
1

a2
x

∫

S

exp(ix′q(x))ni(x
′)dSx′

=
1

a2
x

π
∫

−π

π
∫

0

exp(iqx ax sin θ
′ cosϕ′ + iqy ax sin θ

′ sinϕ′

+ iqz a z cos θ
′)

× ni(θ
′, ϕ′)ax sin θ

′
√

a2
z sin

2
θ′ + a2

x cos
2 θ′dθ′dϕ′

=

π
∫

0

exp(iqz a z cos θ
′)

√

ρ2 sin2 θ′ + cos2 θ′ sin θ′

×

π
∫

−π

exp(iqx ax sin θ
′ cosϕ′ + iqy ax sin θ

′ sinϕ′)

× ni(θ
′, ϕ′)dϕ′dθ′,

(17)

I(ni n j |x) =

π
∫

0

exp(iqz a z cos θ
′)

√

ρ2 sin2 θ′ + cos2 θ′ sin θ′

×

π
∫

−π

exp(iqx ax sin θ
′ cosϕ′ + iqy ax sin θ

′ sinϕ′)

× ni(θ
′, ϕ′)n j(θ

′, ϕ′)dϕ′dθ′, (18)

I(nin jnk |x) =

=

π
∫

0

exp(iqz a z cos θ
′)

√

ρ2 sin2 θ′ + cos2 θ′ sin θ′

×

π
∫

−π

exp(iqx ax sin θ
′ cosϕ′ + iqy ax sin θ

′ sinϕ′)

× ni(θ
′, ϕ′)n j(θ

′, ϕ′)nk(θ
′, ϕ′)dϕ′dθ′. (19)

Вычисление интегралов (17)−(19) аналитически воз-

можно с использованием бесконечных рядов, что ранее

было частично сделано авторами работы [6]. При этом

все комбинации значений компонент (при i, j, k , равных
x , y, z ) необходимо рассматривать отдельно. Преобра-

зования, необходимые для получения явного вида ука-

занных интегралов, имеют достаточно громоздкий вид,

поэтому приведем результат сразу. Для этого введем

функцию M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) с помощью следующего вы-

ражения:

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) =

4πi2{q. /2}−c.

ρ2s.+c.+q.−1

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

s.
∑

m. =0

×

s.−m.
∑

k.=0

2m. +c.
∑

l.=0

(−1)k.+l.+g.
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k. ) − 1
)

!!

×

(

−(c. + q. − 1)/2 − s.

n.

)(

s.

m. , k. , s. − m. − k.

)

×

(

2m. + c.

l.

)

(

1

ρ2
− 1

)n.

(q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k. )l.

×
j (2m. +c.−l.)

q. /2+{q. /2}+n.+g.+k.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.+k.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}

2

(2g. + 2{q. /2})!
.

(20)
Обозначения в формуле (20) следующие:

– все символы с точкой внизу (s. , c. , q. , g. , n. , m. , k. , l. , d. )
являются вспомогательными неотрицательными целыми

индексами;

– {z} означает дробную часть числа z ;

– (n. )l. = Ŵ(n.+l.)
Ŵ(n. )

— символ Похгаммера, выраженный

через гамма-функцию;
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–

(

s.
m.

)

= s. !
s. !(s.−m. )!

и

(

s.
m. , k. , s. − m. − k.

)

= s. !
m. !k. !(s.−m. −k. )!

—

биномиальный и мультиномиальный коэффициенты со-

ответственно;

– j (d. )
n. (z ) =

∂d. jn. (z )

∂z d. — производная d. -го порядка от

сферической функции Бесселя порядка n. .
Бесконечный ряд по n. в (20) сходится только при

ρ2 > 1/2. Доказательство этого факта приведено в При-

ложении А. Аналогичным образом доказывается, что

бесконечный ряд в (20) при суммировании по индексам

n. и g. сходится при любых значениях z 1 и z 2.

В случае, когда ряд в формуле (20) расходит-

ся, необходимо использовать другую форму функции

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ):

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}−c.

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

s.
∑

m. =0

s.−m.
∑

k.=0

2m. +c.
∑

l.=0

×

n.
∑

d.=0

(−1)k.+l.+g.+d.
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + g. + k. ) − 1
)

!!

×

(

−(c. + q. − 1)/2− s.
−(c. + q. − 1)/2− s. − n. , n. − d. , d.

)

×

(

s.
m. , k. , s. − m. − k.

)(

2m. + c.
l.

)

× (ρ2 − 1)n. (q. /2 + {q. /2} + d. + g. + k. )l.

×
j (2m. +c.−l.)

q. /2+{q. /2}+d.+g.+k.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.+k.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
,

(21)
где используются обозначения, аналогичные обозначени-

ям для формулы (20). Индекс d. также принимает целые

неотрицательные значения, как и остальные индексы.

Область сходимости бесконечного ряда при суммирова-

нии по n. в (21) ограничена условием 0 < ρ2 < 2. Дока-

зательство аналогично приведенному в Приложении А.

Таким образом, при ρ2 ≥ 2 для функции

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) необходимо использовать форму

записи (20), при 0 < ρ2 ≤ 1/2 — только форму (21),
а при выполнении условия 1/2 < ρ2 < 2, ρ 6= 1 —

любую из формул (20) или (21). Когда ρ = 1, в

формулах (20) и (21) возникает неопределенность 00,

поэтому использовать их невозможно. В этом случае

частица имеет форму шара, следовательно, необходимо

использовать формулы, полученные в работе [5], где

описана генерация второй гармоники в поверхностном

слое сферической частицы. При использовании любой

из формул (20), (21) наблюдается закономерность:

чем меньше значение |ρ2 − 1|, тем меньше слагаемых

в бесконечных суммах по n. и g. необходимо для

достижения требуемой точности значения функции

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ). Анализируя формулы (20), (21), можно

заметить, что в зависимости от значений индексов

функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) принимает действительные

(c. + q. — четное) или чисто мнимые (c. + q. — нечетное)
значения.

С использованием функции M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) выраже-

ния для интегралов (17)−(19) принимают следующий

вид:

I((nz )
m|x) = M0,0,m

(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

, m = 1, 2, 3,

(22)

I((nz )
mni |x)=ρM0,1,m

(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

νi , m=0, 1, 2,

(23)

I((nz )
mnin j |x) = ρ2

(

M0,2,m
(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

− M2,0,m
(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

)

νiν j

+ ρ2M2,0,m
(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

δi j, m = 0, 1, (24)

I(nin jnk |x) = ρ3
(

M0,3,0

(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

− 3M2,1,0

(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)

)

νiν jνk

+ ρ3M2,1,0

(

q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ
)(

νiδ jk + ν jδki + νkδi j).
(25)

Здесь возможные значения для m указаны в соответ-

ствующих формулах, индексы i, j, k могут принимать

значения x или y , величина q⊥ — модуль составляющей

вектора рассеяния q, перпендикулярной оси симметрии

частицы, qz — проекция вектора рассеяния q на ось Oz
декартовой системы координат, νi, ν j, νk — компоненты

единичного вектора ν , направленного вдоль вектора q⊥:

qz = qez , q⊥ = q− qz ez , q⊥ = |q⊥|, ν = q⊥/q⊥. (26)

Формулы (22)−(25) проверены численным интегриро-

ванием при случайных значениях параметров для всех

возможных комбинаций индексов i, j, k .

Благодаря представлению формул (22)−(25) в ком-

пактной форме удалось избежать покомпонентной за-

писи каждого из интегралов (17)−(19) при различных

значениях индексов i, j, k . Однако для удобства после-

дующего сравнения с решением аналогичной задачи,

описанным в работе [6], в Приложении Б приведены

значения интегралов I при всех возможных значениях

индексов i, j, k, m.

Заметим, что интегралы I(ni |x) и I(nin jnk |x) прини-

мают действительные значения, а интегралы I(nin j |x) —
чисто мнимые. Это объясняется особенностями функций

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ): функции M0,0,1, M0,1,0, используемые

при записи интегралов I(ni |x), и функции M0,0,3, M0,2,1,

M2,0,1, M2,1,0, M0,3,0, используемые при записи интегра-

лов I(nin jnk |x), принимают мнимые значения, а функции
M0,1,1, M0,0,2, M2,0,0, M0,2,0, входящие в состав выраже-

ний для I(nin j |x), принимают действительные значения.
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Предельные формы функций M

Предельные формы функций M при ρ → 1

Функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) при предельных значениях

отдельных параметров принимает более простой вид

и может быть связана с уже известными функциями,

используемыми при решении задач о нелинейной гене-

рации.

Если ρ → 1, то формулы (20) и (21) принимают вид

lim
ρ→1

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}−c.

∞
∑

g.=0

s.
∑

m. =0

s.−m.
∑

k.=0

2m. +c.
∑

l.=0

× (−1)k.+l.+g.
(

2(q. /2 + {q. /2} + g. + k. ) − 1
)

!!

×

(

s.
m. , k. , s. − m. − k.

)(

2m. + c.
l.

)

× (q. /2 + {q. /2} + g. + k. )l.

×
j (2m. +c.−l.)

q. /2+{q. /2}+g.+k.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+g.+k.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
. (27)

Здесь удалось избежать суммирования по индексу n. ,
потому что все слагаемые при n. > 0 обращаются в ноль.

При отдельных значениях индексов s, c, q предел

limρ→1 M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) в (27) после упрощения прини-

мает следующие формы (здесь Z =
√

z 2
1 + z 2

2):

lim
ρ→1

M0,0,1(z 1, z 2, ρ) = 4πi
z 2

Z
j1(Z), (28)

lim
ρ→1

M0,0,2(z 1, z 2, ρ)

= 4π

[

1

3
( j0(Z) + j2(Z)) −

(

z 2

Z

)2

j2(Z)

]

, (29)

lim
ρ→1

M0,0,3(z 1, z 2, ρ)

= 4πi

[

3

5
( j1(Z) + j3(Z))

z 2

Z
− j3(Z)

(

z 2

Z

)3]

, (30)

lim
ρ→1

M0,1,0(z 1, z 2, ρ) = 4πi
z 1

Z
j1(Z), (31)

lim
ρ→1

M0,1,1(z 1, z 2, ρ) = −4π
z 1z 2

Z2
j2(Z), (32)

lim
ρ→1

M0,1,2(z 1, z 2, ρ)

= 4πi
z 1

Z

[

1

5
( j1(Z) + j3(Z)) − j3(Z)

(

z 2

Z

)2]

, (33)

lim
ρ→1

M2,0,0(z 1, z 2, ρ) = 4π
1

3

(

j0(Z) + j2(Z)
)

, (34)

lim
ρ→1

M2,0,1(z 1, z 2, ρ) = 4πi
1

5

z 2

Z

(

j1(Z) + j3(Z)
)

, (35)

lim
ρ→1

M0,2,0(z 1, z 2, ρ)

= 4π

(

1

3

(

j0(Z) + j2(Z)
)

− j2(Z)

(

z 1

Z

)2)

, (36)

lim
ρ→1

M0,2,1(z 1, z 2, ρ)

= 4πi
z 2

Z

(

1

5

(

j1(Z) + j3(Z)
)

− j3(Z)

(

z 1

Z

)2)

, (37)

lim
ρ→1

M2,1,0(z 1, z 2, ρ) = 4πi
1

5

(

j1(Z) + j3(Z)
) z 1

Z
, (38)

lim
ρ→1

M0,3,0(z 1, z 2, ρ)

= 4πi
z 1

Z

(

3

5

(

j1(Z) + j3(Z)
)

− j3(Z)

(

z 1

Z

)2)

. (39)

В формулах (28)−(39) рассмотрены только те значе-

ния индексов, которые встречаются при записи формул

для интегралов (22)−(25).

Подставляя (28)−(39) в формулы (22)−(25), а резуль-
тат в формулу (11), получим выражение для тензора

эффективной восприимчивости X (2ω)
i jk , которое совпадает

с аналогичной величиной в работе [5] для генерации

второй гармоники в поверхностном слое сферической

частицы, что согласуется с принципом соответствия.

Предельные формы функции M при z 2 → 0

Проанализируем значение функции M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ)

при малых значениях z 1 и z 2. Условие z 2 → 0 в

рассматриваемой задаче соответствует случаю, когда

qz (x)a z → 0. Он имеет место, когда длина полуоси

a z пренебрежимо мала по сравнению с длиной волны

возбуждающего излучения или излучение генерируется

в направлениях, где проекция вектора рассеяния qz (x)
близка к нулю. Условие z 1 → 0 может выполняться, если

q⊥(x)ax → 0. В этом случае длина полуоси ax мала по

сравнению с длиной волны падающей электромагнит-

ной волны или генерация происходит в направлениях,

где модуль проекции вектора рассеяния на плоскость,

перпендикулярную оси симметрии частицы, стремится к

нулю.

При z 2 → 0 в сумме по индексу g. все слагаемые,

содержащие множитель z
2g.+2{q. /2}
2 при g. > 0, пренебре-

жимо малы по сравнению со слагаемыми при g. = 0,

следовательно, функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) может быть
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записана в виде

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) =

4πi2{q. /2}−c.

ρ2s.+c.+q.−1

∞
∑

n.=0

s.
∑

m. =0

×

s.−m.
∑

k.=0

2m. +c.
∑

l.=0

(−1)k.+l.
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + k. ) − 1
)

!!

×

(

−(c. + q. − 1)/2− s.
n.

)(

s.
m. , k. , s. − m. − k.

)

×

(

2m. + c.
l.

)(

1

ρ2
− 1

)n.

(q. /2 + {q. /2} + n. + k. )l.

×
j (2m. +c.−l.)

q. /2+{q. /2}+n.+k.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+k.+l.
1

z
2{q. /2}
2

(2{q. /2})!
. (40)

Выражение (40) получено из формулы (20), поэтому

применимо только при ρ2 > 1/2. Рассуждая аналогично

на основе формулы (21), получаем, что при ρ2 < 2

функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) может быть записана как

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}−c.

∞
∑

n.=0

s.
∑

m. =0

s.−m.
∑

k.=0

2m. +c.
∑

l.=0

×

n.
∑

d.=0

(−1)k.+l.+d.
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + k. ) − 1
)

!!

×

(

−(c. + q. − 1)/2− s.
−(c. + q. − 1)/2− s. − n. , n. − d. , d.

)

×

(

s.
m. , k. , s. − m. − k.

)(

2m. + c.
l.

)

× (ρ2 − 1)n. (q. /2 + {q. /2} + d. + k. )l.

×
j (2m. +c.−l.)

q. /2+{q. /2}+d.+k.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+k.+l.
1

z
2{q. /2}
2

(2{q. /2})!
. (41)

Из формул (40) и (41) следует, что

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) ∝ z

2{q. /2}
2 . Это означает, что при

четных значениях q. функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) не

зависит от z 2, а при нечетных — M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) ∝ z 2.

Предельные формы функции M при z 1 → 0

Проанализируем зависимость функции M от z 1. Для

этого понадобится разложение в ряд соответствующего

множителя, содержащего сферическую функцию Бессе-

ля [14] и зависящего от z 1:

j (d)
n (z 1)

z m
1

= z−m
1

∂d

∂z d

( ∞
∑

p=0

(−1)pz n+2p
1

2p p!(2n + 2p + 1)!!

)

=
∞
∑

p=0

(−1)p(n − d + 2p + 1)d

2p p!(2n + 2p + 1)!!
z n−d−m+2p
1 . (42)

Подставляя формулу (42) в (20) и упрощая полу-

ченное выражение с учетом z 1 → 0, получим, что

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) ∝ z 2{c. /2}

1 . Подробные преобразования

не приведены в работе ввиду их большого объе-

ма. Получаем, что при четных значениях c. функция

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) не зависит от переменной z 1, а при

нечетных значениях c. функция M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) пропор-

циональна z 1.

Несложно убедиться в указанных закономерностях,

рассматривая упрощенный вид функций

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) при фиксированных значениях

параметров s. , c. , q. , записанных в Приложении В, или

при ρ → 1 (формулы (28)−(39)), а также посредством

численных расчетов при произвольных значениях

аргументов функции M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ).

Предельные формы функции M при z 1 → 0 и z 2 → 0

В случае, когда одновременно z 1 и z 2 принимают

малые значения, верна формула

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) ∝ z 2{c/2}

1 z 2{q/2}
2 , z 1 → 0, z 2 → 0.

(43)
Кроме функций M2s. ,c. ,q.

(z 1, z 2, ρ) следует также рас-

смотреть линейные комбинации этих функций, которые

встречаются в записи интегралов (22)−(25):

M0,2,0(z 1, z 2, ρ) − M2,0,0(z 1, z 2, ρ), (44)

M0,2,1(z 1, z 2, ρ) − M2,0,1(z 1, z 2, ρ). (45)

Подставляя явный вид функций M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) в по-

следние две формулы, можно убедиться, что при z 1 → 0,

z 2 → 0 выражения (44) и (45) прямо пропорциональ-

ны (z 1)
2 и (z 1)

2z 2 соответственно. Это связано со

взаимным сокращением в формуле (44) слагаемых, со-

держащих множитель z 1, а в формуле (45) — слагаемых,

содержащих z 1z 2.

Предельные формы интегралов I

Рассмотрим зависимость интегралов (22)−(25) от ли-

нейных размеров эллипсоидальной частицы и компонент

вектора рассеяния q при |qz (x)a z | ≪ 1 и q⊥(x)ax ≪ 1.

Пользуясь (43), получаем

I((nz )
m|x) ∝ (qz (x)a z )

2{m/2}, m = 1, 2, 3, (46)

I((nz )
mni |x) ∝ (q⊥(x)ax)(qz (x)a z )

2{m/2}, m = 0, 1, 2,

(47)
I((nz )

mnin j |x) ∝ (qz (x)a z )
2{m/2}, m = 0, 1, (48)

I(ni n jnk |x) ∝ (q⊥(x)ax). (49)

Индексы i, j, k могут принимать значения x или y .
Исключения составляют только значения интегралов

I(nx ny |x) и I(nz nx ny |x). Они содержат выражения (44)
и (45) соответственно. Следовательно, для указанных

интегралов верны формулы

I(nx ny |x) ∝ (q⊥(x)ax)
2, (50)
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I(nz nx ny |x) ∝ (q⊥(x)ax)
2(qz (x)a z ). (51)

В Приложении Г приведены формулы, характеризую-

щие зависимость интегралов I(ni |x), I(nin j |x), I(nin j nk |x)
от q⊥(x)ax и qz (x)a z при |qz (x)a z | ≪ 1 и q⊥(x)ax ≪ 1

при всех возможных комбинациях индексов i, j, k . Заме-
тим, что обнаруженные закономерности верны не только

при малом размере частицы (a z /λ ≪ 1, ax/λ ≪ 1), но
характерны также и для направлений, в которых от-

дельные компоненты вектора рассеяния близки к ну-

лю (q⊥ → 0, qz → 0) даже при относительно больших

линейных размерах сфероидальной частицы. Указанные

формы зависимости интегралов I от линейных размеров

частицы согласуются с видом функций, приведенных в

табл. 5 работы [6].
Используя зависимости (46)−(51), можно охаракте-

ризовать зависимость тензора эффективной восприим-

чивости X (2ω)
i jk от линейных размеров диэлектрической

частицы, когда они имеют малое значение (kωax ≪ 1).
Выражения для некиральных компонент, в состав кото-

рых входят коэффициенты χ
(2)
1−3, содержат также инте-

гралы I(ni |x) и I(ni n jnk |x). Указанные интегралы в свою

очередь при фиксированном значении ρ пропорциональ-

ны ax . В дальней зоне, где генерируемое излучение

описывается уравнениями для плоских волн, модуль

вектора Умова–Пойнтинга генерируемой волны можно

вычислить по формуле

S(2ω)
r ≈ |S(2ω)(x)| =

c
8π

n2ω

µ2ω
|E(2ω)(x)|2. (52)

Следовательно, при малых линейных размерах сферо-

идальной частицы плотность мощности генерируемого

излучения для некирального слоя (χ
(2)
1−3 6= 0, χ

(2)
4 = 0)

прямо пропорциональна a6
x . Подобный характер зависи-

мости для некиральных компонент ранее был обнаружен

при решении задач о генерации второй гармоники [5]
и генерации суммарной частоты [15] в сферическом

слое.

В выражениях для киральных компонент, включаю-

щих χ
(2)
4 , содержатся также интегралы I(ni n j |x), которые

не зависят от ax . Следовательно, для кирального слоя

(χ
(2)
4 6= 0, χ

(2)
1−3 = 0) модуль вектора Умова–Пойнтинга

прямо пропорционален a4
x . Аналогичный порядок зави-

симости выявлен и при рассмотрении генерации сум-

марной частоты в поверхностном слое сферической

частицы [15].
Стоит отметить, что при генерации второй гармоники

в киральном поверхностном слое сферической части-

цы [5] вектор Умова–Пойнтинга прямо пропорциона-

лен a8
x , что серьезно отличается от результата, по-

лученного для сфероидальной формы диэлектрической

частицы (S(2ω)
r ∝ a4

x).
Эту особенность можно объяснить следующим об-

разом. В соответствии с формулой (11) при вы-

числении вклада киральной компоненты χ
(2)
4 в ге-

нерацию требуется использовать значение интегралов

I(nmnk |x) и I(nmn j |x), которые в свою очередь при

ρ → 1 содержат сферические функции Бесселя нуле-

вого и второго порядков. В этом можно убедить-

ся, подставляя значения функций M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) из

формул (29), (32), (34), (36) настоящей работы в

формулы (81)−(86) Приложения Г. Однако при вы-

полнении суммирования по индексам j и k , возни-

кающего после подстановки формулы (11) в форму-

лу (5), сокращаются слагаемые, содержащие сфериче-

ские функции Бесселя нулевого порядка. Доминирую-

щими становятся слагаемые, пропорциональные сфе-

рическим функциям Бесселя второго порядка, кото-

рые при малом размере частицы пропорциональны a2
x .

Сокращение сферических функций Бесселя нулевого

порядка происходит только при генерации второй гар-

моники в сферическом слое и не происходит при ге-

нерации суммарной частоты в сферическом слое [15]
или при генерации второй гармоники в сфероидальном

слое.

Сравнение с работами других авторов

Задача о нелинейной генерации в поверхностном слое

сфероидальной диэлектрической частицы ранее была

рассмотрена авторами статьи [6]. Однако их решение

обладает рядом недостатков и неточностей.

1) Полученные ими выражения в виде рядов для

описания интегралов, аналогичных записанным в (7),
сходятся только при ρ2 > 1/2, а значит, не пригодны

для описания генерации в сплюснутых в значительной

степени сфероидальных частицах. При этом сами авторы

в статье [6] не указывают границы применимости их

модели.

2) Значения интегралов были получены в работе [6]
в предположении, что вектор рассеяния q расположен

в плоскости Oxz . Вследствие этого расчет численных

значений компонент вектора напряженности электри-

ческого поля генерируемого излучения вне плоскости,

содержащей вектор q, невозможен без дополнительных

преобразований поворота, что затрудняет процесс ана-

лиза пространственного распределения генерируемого

излучения.

3) В табл. 3 работы [6] допущено несколько опечаток:

– в выражении для Bx ′z ′ должна отсутствовать мнимая

единица. Другими словами, выражение для Bx ′z ′ должно

быть мнимым, как и выражения для Bx ′x ′ , By ′y ′ , B z ′z ′ ,

записанные в той же таблице; это также подтверждается

отмеченной нами особенностью: значения интегралов

I(nin j |x), соответствующих функциям B i j являются дей-

ствительными;

– в выражении для Bx ′z ′ переменную a z ′ необходимо

заменить на qz ′ . Это подтверждается тем, что a z ′ в

содержании работы [6] больше нигде не встречается в

отличие от qz ′ .
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Выражение для Bx ′z ′ в работе [6] с учетом предложен-

ных исправлений должно быть

Bx ′z ′ = − 3V Dqx ′qz ′

∞
∑

n,h

(2n − 1)!!

(2n)!!

×
(2n + 2h + 1)!!

2h + 1
M(n, h)κn+h+2(qx ′D). (53)

4) При разложении в ряд в формуле (27) рабо-

ты [6] допущена опечатка: в знаменателе выражения

cos2n(t)/ρ2 переменная ρ должна возводиться в первую

степень, а не во вторую, что легко проверяется под-

становкой численных значений в формулу. Правильная

форма записи указанного выражения приведена ниже:

1

γ(ρ, t)
=

1

(cos2 t + ρ2 sin2 t)1/2

=

∞
∑

n=0

(

ρ2 − 1

ρ2

)n
(2n − 1)!!

(2n)!!

cos2n t
ρ

. (54)

5) В формуле (19) работы [6] пропущен множитель

3 в выражении для вектора C. С учетом поправки

указанная формула примет вид

C = 3iqV
j1[(q2

x ′ + ρ2q2
z ′)1/2D]

(q2
x ′ + ρ2q2

z ′)1/2D
, (55)

что подтверждается значениями компонент вектора C,

указанными в табл. 3 работы [6], и соответствует резуль-

татам, полученным в настоящей статье.

С учетом описанных исправлений связь между функ-

циями в настоящей работе и в статье [6] следующая:

C i = a2
x I(ni), (56)

B i j = a2
x I(ni n j), (57)

Ai jk = a2
x I(ni n jnk). (58)

Здесь слева указаны обозначения, принятые в работе [6],
а справа — в настоящей работе для частного случая,

когда qy = 0 и ρ2 > 1/2.

Несложно проверить, что значения интегралов I(ni),
I(ni n j) и I(ni n jnk) также подчиняются свойствам, ука-

занным в статье [6]:

I(ni nknk) = I(ni), (59)

I(nknk) = I(1). (60)

Выражение I(1) в работе [6] обозначено f (q) и названо

линейным поверхностным форм-фактором.

Заключение

Решение задачи о генерации второй гармоники в

поверхностном слое частицы в форме эллипсоида вра-

щения посредством разложения в ряд и интегрирова-

ния — на данный момент единственный существую-

щий способ аналитического описания данного явления.

Впервые полученная в работе компактная форма записи

результирующих выражений с использованием функции

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) достаточно удобна для последующего

анализа свойств пространственного распределения из-

лучения удвоенной частоты и применима при любых

соотношениях линейных размеров сфероидальной ча-

стицы. Благодаря использованию двух форм функции

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) удалось расширить область примени-

мости полученного авторами работы [6] аналитического
решения для описания генерации излучения удвоенной

частоты в поверхностном слое частицы в форме эллип-

соида вращения. С целью проверки корректности ре-

шения установлена связь частных случаев приведенных

в настоящей работе функций с функциями, использо-

ванными в статье [6] для описания генерации второй

гармоники. При этом обнаружено, что общие свойства,

характерные для тензорных интегральных величин и

впервые встречающиеся в работе [6], также верны и для

вспомогательных интегралов I , полученных в настоящей

работе.

В пределе, когда форма сфероидальной частицы стре-

мится к сферической (ρ → 1), функции, используемые
при описании генерации второй гармоники в поверх-

ностном слое сфероидальной частицы, трансформируют-

ся в функции, характеризующие пространственное рас-

пределение излучения удвоенной частоты, генерируемое

в поверхностном слое сферической диэлектрической

частицы [5], что не противоречит принципу соответ-

ствия.

Явный вид функций M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) при фиксиро-

ванных значениях индексов s. , c. , q. (Приложение В)
может быть использован для дальнейшего анализа и

сокращения времени, необходимого для вычисления

компонент вектора напряженности электрического по-

ля второй гармоники. Характер зависимости функций

M2s. ,c. ,q.
(z 1, z 2, ρ) от аргументов z 1 и z 2 при их малых

значениях соответствует указанным в Приложении В

формулам и успешно использован при определении

поведения вспомогательных интегралов при малых зна-

чениях линейных размеров диэлектрической частицы в

форме эллипсоида вращения.

Пользуясь приведенными в Приложении Г зависимо-

стями, можно определить доминирующие компоненты

вектора напряженности электрического поля удвоенной

частоты. В частности, выявлено, что доминирующий

вклад в генерацию при малых линейных размерах сферо-

идальной частицы, когда ρ существенно отличается от 1,

вносят именно киральные компоненты, обусловленные

коэффициентом χ
(2)
4 . При этом плотность мощности ге-

нерируемого излучения прямо пропорциональна a4
x . При

тех же условиях некиральные компоненты, обусловлен-

ные коэффициентами χ
(2)
1−3, ответственны за генерацию

излучения, плотность мощности которого пропорцио-

нальна a6
x . Аналогичные результаты с преобладающим

вкладом киральных компонент в генерацию ранее были

получены и при решении задач о генерации второй

гармоники [8] и генерации суммарной частоты [16] в
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поверхностных слоях диэлектрических частиц, имеющих

форму цилиндра.

Разработанный подход к описанию генерации второй

гармоники в деформированных сферических частицах

может найти применение при аналитическом описа-

нии генерации суммарной частоты и других нелиней-

ных эффектов в диэлектрических частицах подобной

формы. Поиск явного вида интегральных тензорных

величин посредством разложения в ряд применим и

при решении задач о нелинейной генерации в части-

цах более сложных форм: произвольного эллипсоида,

эллиптического цилиндра, полусферы и их элементов.

Использование такого метода приближает возможность

разработки системных подходов для высокоточного опи-

сания нелинейной генерации в частицах произвольных

форм, в том числе генерации более высоких поряд-

ков.

Финансирование работы

Работа выполнена при финансовой поддержке Бе-

лорусского республиканского фонда фундаментальных

исследований (грант Ф20М–011).

Конфликт интересов

Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

Приложение А. Доказательство
сходимости суммы бесконечного ряда

Рассмотрим одно из слагаемых в сумме, записанной

в выражении (20). Для этого зафиксируем значения

индексов s. , c. , q. , g. , m. , k. , l. , d. , (все индексы, кроме

n. ,) и переменных ρ, z 1, z 2. Тогда получим следующее

выражение:

Fn. =
(−1)k.+l.+g.

(

q. + 2{q. /2} + 2n. + 2g. + 2k. − 1
)

!!

(2g. + 2{q. /2})!

× (q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k. )l.

(

−(c. + q. − 1)/2− s.

n.

)

×

(

s.
m. , k. , s. ,−m. − k.

)(

2m. + c.
l.

)(

1

ρ2
− 1

)n.

× j (2m. +c.−l.)
q. /2+{q. /2}+n.+g.+k.

(z 1)z
−(n.+g.+k.+l.)
1 z

2g.
2 .

(61)
С целью выяснения условий сходимости суммы по n.

при n. → ∞ воспользуемся признаком Д’Аламбера. Для

этого найдём предел отношения значений выражения

(61) при двух последовательных значениях индекса n. для
n. → ∞:

lim
n.→∞

(Fn.+1/Fn. ). (62)

Рассмотрим поочерёдно отношение соответствующих

множителей, содержащихся в функциях Fn.+1 и Fn. .

Первый множитель

(−1)k.+l.+g.
(

q. + 2{q. /2} + 2(n. + 1) + 2g. + 2k. − 1
)

!!

(2g. + 2{q. /2})!

×

(

(−1)k.+l.+g.
(

q. + 2{q. /2} + 2n. + 2g. + 2k. − 1
)

!!

(2g. + 2{q. /2})!

)−1

= q. + 2{q. /2} + 2n. + 1 + 2g. + 2k. .
(63)

Второй множитель
(

q. /2 + {q. /2} + n. + 1 + g. + k.
)

l.

/(

q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k.
)

l.

=
q. /2 + {q. /2} + n. + 1 + g. + k.

q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k.
. (64)

Третий множитель
(

−(c. + q. − 1)/2− s.

n. + 1

)

/

(

−(c. + q. − 1)/2− s.

n.

)

=
Ŵ(−(c. + q. − 1)/2− s. + 1)

Ŵ(n. + 2)Ŵ(−(c. + q. − 1)/2 − s. − n. )

/

Ŵ(−(c. + q. − 1)/2− s. + 1)

Ŵ(n. + 1)Ŵ(−(c. + q. − 1)/2− s. − n. + 1)

=
Ŵ(n. + 1)

Ŵ(n. + 2)

Ŵ(−(c. + q. − 1)/2 − s. − n. + 1)

Ŵ(−(c. + q. − 1)/2 − s. − n.

=
−(c. + q. − 1)/2− s. − n.

1 + n.
. (65)

Четвёртый и пятый множители не зависят от n. ,
поэтому отношение множителей при двух последова-

тельных значениях n. окажется равным единице. Шестой

множитель
(

1

ρ2
− 1

)n.+1/(

1

ρ2
− 1

)n.

=
1

ρ2
− 1. (66)

Для вычислений с седьмым множителем нам

понадобится предварительно вычислить предел

lim
n.→∞

j (d. )
n.+1(z )/ j (d. )

n. (z ). Проще всего это сделать с

помощью разложения в ряд [14]:

jn. (z ) = z n.

∞
∑

k.=0

(

− 1
2
z 2
)k.

k. !(2n. + 2k. + 1)!!
=

∞
∑

k.=0

(−1)k. z 2k.+n.

2k. k. !(2n. + 2k. + 1)!!
.

(67)
Тогда для производной порядка d. верно следующее

разложение:

j (d. )
n.

(z ) =

∞
∑

k.=0

(2k. + n. )!(−1)k. z 2k.+n.−d.

(2k. + n. − d. )!2k. k. !(2n. + 2k. + 1)!!
. (68)
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Следовательно, отношение соответствующих функций

при последовательных значениях порядка можно запи-

сать в виде

j (d. )
n.+1(z )/ j (d. )

n.
(z ) =

∑∞
k.=0

(2k.+n.+1)!(−1)k. z 2k.+n.+1−d.

(2k.+n.−d.+1)!2k. k. !(2n.+2k.+3)!!
∑∞

k.=0
(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.+n.−d.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!

= z

∑∞
k.=0

(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!
(2k.+n.+1)

(2k.+n.−d.+1)(2n.+2k.+3)
∑∞

k.=0
(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!

. (69)

В пределе при n. → ∞ получаем

lim
n.→∞

(2k. + n. + 1)

(2k. + n. − d. + 1)(2n. + 2k. + 3)
=

1

2n.
. (70)

Тогда, используя (70) в (69), получаем

lim
n.→∞

z

∑∞
k.=0

(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!
(2k.+n.+1)

(2k.+n.−d.+1)(2n.+2k.+3)
∑∞

k.=0
(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!

= lim
n.→∞

z
1
2n.

∑∞
k.=0

(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!
∑∞

k.=0
(2k.+n. )!(−1)k. z 2k.

(2k.+n.−d. )!2k. k. !(2n.+2k.+1)!!

=
z
2n.

.

(71)

Отметим, что замена
(2k.+n.+1)

(2k.+n.−d.+1)(2n.+2k.+3) на 1
2n.

в фор-

муле (71) верна в случае, если n. ≫ k. . Однако остальные

слагаемые в сумме, для которых порядок величин n.
и k. близок или выполняется условие k. ≫ n. , имеют

пренебрежимо малую величину по сравнению с точным

значением производной соответствующей сферической

функции Бесселя.

Тогда предельное значение отношения производных d. -
го порядка сферических функций Бесселя (n. + 1)-го и

n. -го порядков при n. → ∞ можно найти из выражения

lim
n.→∞

j (d. )
n.+1(z )

j (d. )
n. (z )

=
z
2n.

. (72)

Пользуясь свойством (72), получаем

lim
n.→∞

j (2m. +c.−l.)
q. /2+{q. /2}+n.+1+q.+k.

(z 1)

j (2m. +c.−l.)
q. /2+{q. /2}+n.+g.+k.

(z 1)

=
z 1

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k. )
. (73)

Для восьмого и девятого множителя получаем отно-

шение

z
−(n.+1+g.+k.+l.)
1 z

2g.
2

z
−(n.+g.+k.+l.)
1 z

2g.
2

=
1

z 1

. (74)

Теперь, пользуясь (63)−(66), (73), (74), найдём пре-

дел отношения Fn.+1/Fn. :

lim
n.→∞

(Fn.+1/Fn. )= lim
n.→∞

(q.+2{q. /2} + 2n.+2+2g.+2k. − 1)

×
q. /2 + {q. /2} + n. + 1 + g. + k.

q. /2 + {q. /2} + n. + g. + k.

−(c. + q. − 1)/2 − s. − n.
1 + n.

×

(

1

ρ2
−1

)

z 1

2(q. /2+{q. /2}+n.+g. + k. )
1

z 1

= −

(

1

ρ2
−1

)

.

(75)
В соответствии с признаком Д’Аламбера ряд будет

сходиться только в случае, когда выполняется условие

∣

∣

∣

∣

−

(

1

ρ2
− 1

)
∣

∣

∣

∣

< 1. (76)

Это возможно, если величина ρ2 подчиняется следую-

щему ограничению:

ρ2 > 1/2. (77)

Приложение Б. Явный вид интегралов I

I(nx |x) = ρM0,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νx , (78)

I(ny |x) = ρM0,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νy , (79)

I(nz |x) = ρM0,0,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ), (80)

I(nx nx |x) = ρ2
(

M0,2,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νxνx

+ M2,0,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− νxνx)
)

,

(81)

I(nx ny |x) = ρ2
(

M0,2,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)

− M2,0,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)
)

νxνy , (82)

I(ny ny |x) = ρ2
(

M0,2,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νyνy

+ M2,0,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− νyνy)
)

,

(83)
I(nz nx |x) = ρM0,1,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νx , (84)

I(nz ny |x) = ρM0,1,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νy , (85)

I(nz nz |x) = M0,0,2(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ), (86)

I(nx nx nx |x) = ρ3
(

M0,3,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νxνx

+ 3M2,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− νxνx)
)

νx , (87)

I(nx nx ny |x) = ρ3
(

M0,3,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νxνx

+ M2,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− 3νxνx)
)

νy , (88)

I(nx ny ny |x) = ρ3
(

M0,3,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νyνy

+ M2,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− 3νyνy)
)

νx , (89)
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I(ny ny ny |x) = ρ3
(

M0,3,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νyνy

+ 3M2,1,0(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1 − νyνy )
)

νy , (90)

I(nz nx nx |x) = ρ2
(

M0,2,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νxνx

+ M2,0,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− νxνx)
)

,

(91)

I(nz nx ny |x) = ρ2
(

M0,2,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)

− M2,0,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)
)

νxνy ), (92)

I(nz ny ny |x) = ρ2
(

M0,2,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νyνy

+ M2,0,1(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)(1− νyνy)
)

,

(93)

I(nz nz nx |x) = ρM0,1,2(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νx , (94)

I(nz nz ny |x) = ρM0,1,2(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ)νy , (95)

I(nz nz nz |x) = M0,0,3(q⊥(x)ax , qz (x)a z , ρ). (96)

Приложение В. Упрощённые формулы
для функций M

При ρ2 > 1/2 справедливы следующие формулы:

M0,0,q.
(z 1, z 2, ρ) =

4πi2{q. /2}

ρq.−1

×

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

(−1)g.
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−(q. − 1)/2

n.

)(

1

ρ2
− 1

)n.

×
jq. /2+{q. /2}+n.+g.

(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
, (97)

M0,1,q.
(z 1, z 2, ρ) =

4πi2{q. /2}−1

ρq.

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

1
∑

l.=0

(−1)l.+g.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. )−1
)

!!
(

q. /2 + {q. /2} + n. + g.
)

l.

×

(

−q. /2
n.

)(

1

ρ2
− 1

)n. j (1−l.)
q. /2+{q. /2}+n.+g.

(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.+l.
1

×
z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
=

4πi2{q. /2}−1

ρq.

×

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

(−1)g.+1
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−q. /2
n.

)(

1

ρ2
− 1

)n jq. /2+{q. /2}+n.+g.+1(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.
1

×
z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
, (98)

M0,2,q.
(z 1, z 2, ρ) =

4πi2{q. /2}−2

ρ1+q.

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

2
∑

l.=0

(−1)l.+g.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + n. + g. ) − 1
)

!!

(

−(1 + q. )/2
n.

)

×

(

2

l.

)(

1

ρ2
− 1

)n.

(q. /2 + {q. /2} + n. + g. )l.

×
j (2−l.)

q. /2+{q. /2}+n.+g.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!

=
4πi2{q. /2}−2

ρ1+q.

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

(−1)g.
(

2(q. /2+{q. /2}+n.+g. )−1
)

!!

×

(

−(1 + q. )/2
n.

)(

1

ρ2
− 1

)n.

×
jq. /2+{q. /2}+n.+g.+2(z 1) − jq. /2+{q. /2}+n.+g.+1(z 1)/z 1

z
q. /2+{q. /2}+n.+g.
1

×
z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
. (99)

При 0 < ρ2 < 2 верны следующие формулы:

M0,0,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

n.
∑

d.=0

(−1)g.+d.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−(q. − 1)/2

−(q. − 1)/2− n. , n. − d. , d.

)

(

ρ2 − 1
)n.

×
jq. /2+{q. /2}+d.+g.

(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
, (100)
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M0,1,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}−1

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

1
∑

l.=0

n.
∑

d.=0

(−1)l.+g.+d.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−q. /2
−q. /2− n. , n. − d. , d.

)

(

ρ2 − 1
)n.

× (q. /2 + {q. /2} + d. + g. )l

×
j (1−l.)

q. /2+{q. /2}+d.+g.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
,

= 4πi2{q. /2}−1

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

n.
∑

d.=0

(−1)1+g.+d.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−q. /2
−q. /2− n. , n. − d. , d.

)

(

ρ2 − 1
)n.

×
jq. /2+(q. /2)+d.+g.+1(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!
,

(101)

M0,2,q.
(z 1, z 2, ρ) = 4πi2{q. /2}−2

∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

2
∑

l.=0

n.
∑

d.=0

(−1)l.+g.+d.

×
(

2(q. /2 + {q. /2} + d. + g. ) − 1
)

!!

×

(

−(q. + 1)/2

−(q. + 1)/2 − n. , n. − d. , d.

)(

2

l.

)

(ρ2 − 1)n.

× (q. /2 + {q. /2} + d. + g. )l.

×
j (2−l.)

q. /2+{q. /2}+d.+g.
(z 1)

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.+l.
1

z
2g.+2{q. /2}
2

(2g. + 2{q. /2})!

= 4πi2{q. /2}
∞
∑

g.=0

∞
∑

n.=0

n.
∑

d.=0

(−1)g.+d.+1

×
(

2(q. /2+{q. /2}+d.+g. )−1
)

!!

×

(

−(q. + 1)/2

−(q. + 1)/2 − n. , n. − d. , d.

)

(

ρ2 − 1
)n.

×
jq. /2+{q. /2}+d.+g.+2(z 1) − jq. /2+{q. /2}+d.+g.+1(z 1)/z 1

z
q. /2+{q. /2}+d.+g.
1

×
z
2g.+2{q. /2}

2

(2g. + 2{q. /2})!
.

(102)

Приложение Г. Зависимость
вспомогательных интегралов от
линейных размеров частицы

I(nx |x) ∝ (q⊥(x)ax), (103)

I(ny |x) ∝ (q⊥(x)ax), (104)

I(nz |x) ∝ (qz (x)a z ), (105)

I(nx nx |x) ∝ 1, (106)

I(nx nyx) ∝ (q⊥(x)ax )
2, (107)

I(ny ny |x) ∝ 1, (108)

I(nz nx |x) ∝ (q⊥(x)ax)(qz (x)a z ), (109)

I(nz ny |x) ∝ (q⊥(x)ax)(qz (x)a z ), (110)

I(nz nz |x) ∝ 1, (111)

I(nx nx nx |x) ∝ (q⊥(x)ax ), (112)

I(nx nx ny |x) ∝ (q⊥(x)ax ), (113)

I(nx ny ny |x) ∝ (q⊥(x)ax ), (114)

I(ny ny ny |x) ∝ (q⊥(x)ax ), (115)

I(nz nx nx |x) ∝ (qz (x)a z ), (116)

I(nz nx ny |x) ∝ (q⊥(x)ax )
2(qz (x)a z ), (117)

I(nz ny ny |x) ∝ (qz (x)a z ), (118)

I(nz nz nx |x) ∝ (q⊥(x)ax), (119)

I(nz nz ny |x) ∝ (q⊥(x)ax), (120)

I(nz nz nz |x) ∝ (qz (x)a z ). (121)
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