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1. Введение

В настоящее время экспериментаторы проявляют по-

стоянный интерес к исследованию теплоемкостей слож-

ных оксидов [1–14]. Он вызван не только их техническим

использованием (напр., керамик [15]), но также уникаль-

ностью и разнообразием физических свойств. Сглажива-

ние экспериментальных данных по теплоемкостям слож-

ных оксидов, как и для большинства других твердых ве-

ществ, осуществляется с помощью феноменологических

функций определенного типа. Вне интервала аппрокси-

мации они приводят к неверным результатам. Кроме

того, протекание в некоторых веществах полиморфных

превращений, магнитных фазовых переходов и т. п. яв-

лений отображается на температурных зависимостях в

виде
”
пиков“ и

”
ям“, описание которых в предлагае-

мых моделях отсутствует. Поэтому разработка моделей,

способных описывать зависимости термических свойств

веществ в широких температурных интервалах, является

одной из актуальных задач физики твердого тела.

В работе [16] автором была предложена модель

локально-равновесной двухфазной системы с парамет-

ром порядка, определенным как разность объемных до-

лей сосуществующих фаз. Минимизация энергии Гиббса

по этому параметру позволило получить ряд соотноше-

ний, которые использовались в ранних работах и будут

применены в данной статье. Поэтому целью данной

работы является расчет и построение (в качестве приме-

ров) температурных зависимостей теплоемкостей слож-

ных оксидов и коэффициентов теплового расширения

простых оксидов и полупроводников для демонстрации

более широкой области применимости модели [16].
Впервые модель [16] была применена при описании

явлений и процессов в аморфных сплавах. Адекватность

теоретических расчетов экспериментальным данным для

металлических стекол позволяет надеяться на приме-

нимость модели [16] к описанию тепловых свойств и

других систем.

2. Модель двухфазной системы
и ее применение

В отличие от точечных фазовых переходов, которые

происходят при определенном значении внешнего па-

раметра, размытый фазовый переход осуществляется в

некотором интервале изменения температуры, времени

или другой величины [17,18]. Эти переходы наблюда-

ют в магнетиках (переход антиферромагнетик–ферро-
магнетик [17]), релаксорах–сегнетоэлектриках [19,20],
аморфных сплавах [21,22] и других системах. Размытый

фазовый переход сопровождается преобразованием фазы

с беспорядком (возможен лишь ближний порядок в

расположении компонентов) в фазу с дальним порядком.

1. Изохронная и изотермическая кристаллизации

аморфных сплавов. Аморфный сплав представляет со-

бой метастабильную, т. е. неравновесную систему. Неэр-

годичность металлических стекол вынуждает аппрокси-

мировать их локально-равновесными областями в соот-

ветствии с принципом Пригожина [23].
Рассмотрим совокупность локально-равновесных

двухфазных областей, которые содержат возникающую,

растущую и упорядочивающуюся фазу (фаза 1 с

объемом V1) и исходную матрицу (фаза 2 с объемом

V2) [16]. Объем системы V равен

V1 + V2 = V. (1)

Разделив равенство (1) на объем V , получим соотноше-

ние

x1 + x2 = 1, (2)

где x i = Vi/V — объемная доля фазы i = 1, 2.
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Введем в рассмотрение параметр порядка η по фор-

муле

η = x1 − x2. (3)

Из (2) и (3) следует, что

x1 = (1 + η)/2, x2 = (1− η)/2. (4)

Формулы (4) показывают, что параметр порядка η при-

нимает значения из интервала от −1 до +1, так как

объемные доли x i изменяются в пределах от 0 до 1.

Энергия Гиббса из расчета на единицу объема си-

стемы, состоящей из двух невзаимодействующих между

собой фаз, равна

g = µ1x1 + µ2x2, (5)

где µi — химические потенциалы элементов фаз задают-

ся формулами

µi(P, T, t) = µi0(P, T, t) + kBT ln x i(T, t), (6)

µi0(P, T, t) — стандартные значения химических по-

тенциалов для каждой из фаз, P — давление, T —

температура, kB — постоянная Больцмана.

Найдем экстремум энергии Гиббса (5) по аргументу η,

которому отвечает локально-равновесное значение пара-

метра порядка

(dg/dη)
∣

∣

η=η0
= 0 ⇒ η0(T, t)

= − th
(

0.51µ0(T, t)/(kBT )
)

, (7)

где функция 1µ0 = µ10−µ20. Следовательно, равновесная

доля новой фазы при температуре T в момент времени t
описывается функцией

x1(T, t) = 0.5
[

1− th
(

ϕ(T, t)/T
)]

, (8)

здесь аргумент

ϕ(T, t) = 0.51µ0(T, t)/kB.

Разложим функцию ϕ(T, t) в ряд Тейлора вблизи точки

экстремального теплового эффекта фазового перехода с

сохранением только линейных членов ряда

ϕ(T, t) = (∂ϕ/∂T )(T − Tx) + (∂ϕ/∂t)(t − tx ). (9)

Рассмотрим частные случаи кристаллизации аморфного

сплава:

− изохронная кристаллизация ϕ(T, t) = f (T ) т. е. фор-
мулу (8) с учетом (9) можно записать в виде

ϕ(T, t)/T = a(q)
(

(Tx/T ) − 1
)

, (10)

где параметр a(q) = −∂ϕ/∂T , q — скорость нагрева

образца. Параметр модели

a(q) = 2Tx (q)ux (q) (11)
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Рис. 1. Функциональные зависимости объемной доли x1

кристаллической фазы от температуры при q = 40K/min (a)
и от времени при T = 619K (b) для аморфного сплава

Fe40Co40P14B6 (сплошная линия — теория; точки — экспери-

мент [22]).

связан с температурой Tx(q), при которой наблюдается

максимум первой производной от объемной доли фазы 1

ux(q) = (dx1/dT )T=Tx и экстремум теплоты фазового

перехода.

− изотермическая кристаллизация ϕ(T, t) = f (t) при

T = const, т. е. формула (8) с учетом (9) принимает вид

ϕ(T, t)/T = b(q)
(

(t/tx ) − 1
)

, (12)

где коэффициент b(q) = (tx/T )∂ϕ/∂t . Вычисления объ-

емной доли новой фазы в металлическом стекле

Fe40Co40P14B6 по формуле (8) с учетом равенств (10)
и (12) представлены на рис. 1, a и 1, b соответствен-

но [24].
2. Мультистадийное зародышеобразование в ме-

таллических стеклах. Полученные соотношения позво-

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 8



Тепловые свойства вещества в рамках модели двухфазной системы 1079

T, K
700 750 800

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x
1

a

700 750 800
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

d
x
/d
T

1

α-Fe

Fe B
3

1

2

1

2

T, K

500 600 700
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x
1

b

Рис. 2. a — зависимость объемной доли кристаллической

фазы (на вставке — изменение ее первой производной) от тем-
пературы в аморфном сплаве Fe85B15 при скоростях нагрева

образца q = 10 (1) и 40 (2)K/min (сплошная кривая — теория,

точки — эксперимент [21]); b — изменения той же величины в

аморфном сплаве Al86Ni6Co2Gd6 при q = 10K/min (сплошная
кривая — теория, точки — по ДСК-термограмме).

ляют описывать не только одно-, но и мультистадийную

кристаллизацию [25], когда в сплаве формируется не

менее двух кристаллов. На рис. 2 представлены кривые

изохронной кристаллизации аморфных сплавов Fe85B15

(рис. 2, a) и Al86Ni6Co2Gd6 (рис. 2, b). Например, зароды-

шеобразование в аморфном сплаве Fe85B15 происходит в

две стадии: до температуры 750K растут кристаллы α-Fe

(фаза α), а затем начинают зарождаться кристаллы Fe3B

(фаза β) [21]. Для каждой новой фазы ее объемные доли

кристаллов x1(α) и x1(β) вычислялись по формулам (8)

и (10), при этом суммарная объемная доля образующей-

ся фазы определялась по формуле [25]:

x = c1x1(α) + c2x1(β), (13)

где константы c1 и c2 не зависят от скорости нагрева

образца q (параметры модели приведены в работе [25]).

3. Теплоемкость сложных оксидов

В отличие от субстанциональной (полной) производ-

ной, описывающей поведение функции в любой точке

системы и при переходе от одной ее точки к другой, ло-

кальная (частная) производная характеризует изменения
функции в окрестности отдельной точки. Воспользуемся

этим фактом при исследовании теплоемкости локально-

равновесной области.

1. Энтропия локально-равновесной области. Плот-

ность субстанциональной энтропии системы при изме-

няющемся фазовом составе x = x1 зададим отношением,

взятым со знаком минус, дифференциала функции (5) к

дифференциалу температуры

σ = −(dg/dT) = −

[

(∂g/∂T )x + (∂g/∂x)T (dx/dT)
]

= σx + εT u, (14)

где локальная энтропия при фиксированном фазовом

составе x определяется классической формулой [26,27],
т. е. частной производной от (5) по температуре

σx = −(∂g/∂T )x = σx + σdx + σs , (15)

здесь энтропии: исходной фазы

σm = −

(

∂µ20/∂T
)

,

различия фаз

σd = −

[

∂(1µ0)/∂T
]

и смешения

σs = −kB

[

x ln x + (1− x) ln(1− x)
]

;

плотность энергии сосуществования фаз

εT = −(∂g/∂x)T = −1µ0 − kBT ln
(

x/(1− x)
)

, (16)

u = dx/dT —
”
скорость“ изменения фазового состава x

при тепловом переходе в новое состояние. Таким обра-

зом, локально-равновесная энтропия (15) совпадает с ее

субстанциональным определением (14) при выполнении

равенства εT = 0, которое порождает формулу (8).
Первое слагаемое в (14) описывает энтропию си-

стемы при фиксированном фазовом составе системы,

а второе — при его изменении, т. е. является
”
кине-

тической“ составляющей субстанциональной энтропии,

так как определяется
”
скоростью“ изменения фазового

состава u.
2. Теплоемкость локально-равновесного вещества.

Субстанциональная теплоемкость системы зависит от
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температуры T , фазового состава x и
”
скорости“ его

изменения u, она задается выражением

C(T, x , u) = T (dσ/dT) = Ce + Ck + Cd , (17)

где локальная теплоемкость в
”
статическом“ тепловом

состоянии
Ce = T (∂σ/∂T )x ,u = T

[

(∂σm/∂T )x ,u + (∂σd/∂T )x ,ux
]

= k1T + k2x , (18)

коэффициенты k1 = (∂σm/∂T )x ,u и k2 = T (∂σd/∂T )x ,u.

”
Кинетическая“ составляющая теплоемкости

Ck = T (∂σ/∂x)T,uu =
[

2ξT − kBTu/[x(1− x)]
]

Tu

= f (x , u)Tu, (19)

где

ξT = (∂εT /∂T )x ,u = σd − kB ln
(

x/(1 − x)
)

.

Экспериментальные исследования температурных зави-

симостей теплоемкостей ряда веществ демонстрируют

на графиках наличие особенностей в виде
”
пиков“

или
”
ям“ в низко- или высокотемпературной областях.

По предварительным расчетам они описываются форму-

лой (19) и возникают как отражение фазовых переходов

в подсистемах атомов или квазичастиц, а их проявление

Таблица 1. Параметры модели для вычисления теплоемко-

стей сложных оксидов

Оксид a(q) Tx , K k1 · 10
4 k2

Nd2Sn2O7 0.6780 67 837 302.6

Nd2Ge2O7 0.5571 137 271.2 362

Tm2O3 · 2ZrO2 0.3200 310 100 450

Er2Ge2O7 0.6471 166 318.6 333

Cu5V2O10 0.3300 341 15 718

Pb7Nd3(GeO4)5(VO4) 0.6146 102 2304.1 1122

Pb9Nd(GeO4)3(VO4)3 0.6223 94 1759.7 1165

Tb2Ge2O7 0.5090 122 438.6 336

LaGa0.5Sb1.5O6 0.2900 346 400 336

FeTa2O6 0.6710 187 170 276

La2Zr2O7 0.7700 142 2096 228

SmGaGe2O7 0.6880 220 312.2 338

Y0.6Bi0.4VO4 0.5200 215 54 205.2

Bi2Ti4O11 0.4747 157 302 576

Bi4Ti3O12 0.4773 174 940 616

GdGaTi2O7 0.6721 214 20.67 372
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Рис. 3. Температурные зависимости теплоемкостей

LaGa0.5Sb1.5O6 (a) и NaNbO3 (b) (квадраты — данные [8],
кружки — [29]).

в виде
”
пиков“ и

”
ям“ зависит от знака теплового эффек-

та перехода.
”
Динамическая“ компонента теплоемкости

в формуле (17) задается выражением

Cd = T (∂σ/∂u)T,xw = TεTw (20)

(здесь w = du/dT). Отметим, что при установлении ло-

кального равновесия (εT = 0) функция (20) обращается

в нуль.

Первое слагаемое в формуле (18) линейно зависит

от температуры и согласно классической термодина-

мике [28] описывает вклад в теплоемкость вещества

электронной подсистемы, а изменение температурного

хода кривой теплоемкости отображается вторым слагае-

мым. Учет вклада в теплоемкость дополнительной фазы

осуществляется посредством применения формулы (19)
при постоянстве функции f (x , u).
В табл. 1 приведены параметры модели для сложных

оксидов работ [1–14]. В качестве примера на рис. 3 по-

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 8
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казаны экспериментальные данные и теоретические кри-

вые для LaGa0.5Sb1.5O6 (рис. 3, a) и NaNbO3 (рис. 3, b),
вычисленные по формуле (18) с параметрами из табл. 1.

Из рис. 3 видно, что термодинамическая модель доста-

точно неплохо сглаживает экспериментальные данные и

может использоваться как для проведения оценочных

расчетов, так и для создания автоматических средств

управления технологическими процессами на произ-

водстве. Это возможно при создании базы данных по

значениям коэффициентов теоретической модели или

нахождения связи между ними и индивидуальными ха-

рактеристиками веществ. Простота модели и широкая

область ее применимости указывают на универсальный

характер теоретического построения.

4. Тепловое расширение вещества

Адекватное описание экспериментальных данных по

теплоемкости разных веществ функцией логистического

типа (8) позволяет применить ее к описанию и иных теп-
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Рис. 4. Изменение с температурой коэффициентов теплового

линейного расширения α · 106 оксидов Al2O3 (a) и ZnO (b)
(точки и квадраты — данные [33]).

ловых свойств, например, коэффициентов термического

расширения.

1. Коэффициент теплового линейного (объемного)
расширения. В соответствии с правилами смешения

(см., напр., [30]) коэффициент термического расширения

(КТР) двухфазной области

α(T, x) = α1x + α2(1− x) = α2 + x1α, (21)

здесь x = x1, αi (i = 1, 2) — КТР фазы i , 1α = α1−α2 —

коэффициент теплового различия фаз. Используя термо-

динамическое определение теплоемкости, второе прави-

ло Грюнайзена (см., например, [31,32]) о связи теплоем-

кости с КТР и учитывая равенство (18), получим

α = q1T + q2x , (22)

где коэффициенты q1 и q2 считаем постоянными.

На рис. 4 представлены графики температурных за-

висимостей коэффициентов теплового линейного рас-

ширения α · 106 для оксидов Al2O3 (рис. 4, a) и ZnO
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Рис. 5. Изменение с температурой коэффициентов теплового

объемного расширения β · 105 полупроводников Ge (a) и Si (b)
(треугольники и кружки — данные [34]).
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Рис. 6. Температурные изменения объема металлического

стекла (a) и увеличенная область стеклования (b) при скоро-

сти нагрева q, K/min: 1 — ≈ 0, 1; 2 — 5; 3 — 200; 4 — 2500.

(рис. 4, b) [33]. На рис. 5 изображены ход темпера-

турных кривых, описывающих коэффициенты теплового

объемного расширения β · 105 для полупроводников Ge

(рис. 5, a) и Si (рис. 5, b) [34]. Расчетные параметры

модели указаны в табл. 2.

2. Эффект скачкообразного изменения объема при

стекловании [35]. Согласно закону Гей-Люссака при

постоянном коэффициенте теплового объемного рас-

ширения β объем системы изменяется по закону

(см., напр., [36])

V (T ) = V0[1 + β(T − T0)], (23)

где V0 = V (T0) — объем расплава при температуре T0.

Так как коэффициент термического расширения изме-

Таблица 2. Параметры теоретической модели для оксидов

и полупроводников

Система a(q) Tx , K q1 · 10
4 q2

Al2O3 0.89 65 16.4 8.94

ZnO 0.92 293 1.0 7.7

Ge 0.749 145 4.5 2.3

Si 0.97 296 1.48 1.45

няется по (22), то при нагревании аморфного твердого

образца или при охлаждении стеклующегося расплава

достижение температуры Tg приводит к скачкообразно-

му изменению объема (23) с последующим выходом на

прямую с другим угловым коэффициентом (рис. 6 [37]).

В силу того, что температура стеклования Tg зависит

от скорости нагрева (охлаждения) q, то температурный

диапазон перехода к новому состоянию является пе-

ременной величиной, а в точке Tg наблюдается излом

прямой (23) [35,38]. При достаточно малой скорости

стеклования вместо излома происходит плавный переход

от прямой (23) к прямой теплового изменения объема

стекла. Увеличение скорости нагрева металлического

стекла свыше 500K/min вызывает существенное расши-

рение температурного интервала осуществления фазо-

вого перехода.

5. Заключение

Проведенные расчеты тепловых характеристик разно-

образных веществ указывают на: применимость физиче-

ской аппроксимации неравновесной системы локально-

равновесными областями в соответствии с принципом

Пригожина; определенный универсализм модели раз-

мытого фазового перехода; подобие тепловых свойств

разнообразных веществ. В процессе исследования уста-

новлено, что тепловой эффект фазовых переходов в

подсистемах основной матрицы вещества проявляется

на базовой температурной зависимости теплоемкости

в виде
”
пиков“ и

”
ям“ (в силу разных знаков энтальпий

перехода), что указывает на их
”
кинетический“ характер.

В этой связи можно предположить, что появление

отрицательных значений коэффициента термического

расширения у ряда веществ в низкотемпературной об-

ласти связано с проявлением
”
кинетического“ эффекта

в материнской фазе.

Конфликт интересов

Автор заявляет, что у него нет конфликта интересов.
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