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На основе алгоритма Ванга–Ландау методом Монте-Карло выполнены исследования магнитных структур

основного состояния и термодинамических свойств двумерной модели Поттса с числом состояний спина

q = 4 на треугольной решетке с учетом обменных взаимодействий первых J1 и вторых J2 ближайших

соседей. Исследования проведены для величины взаимодействия вторых ближайших соседей в интервале

−2.0 ≤ J2 ≤ 0.0. Построены магнитные структуры основного состояния в рассмотренном интервале.

Проведен энергетический анализ магнитных структур основного состояния. Построена фазовая диаграмма

зависимости критической температуры от величины J2 . Показано, что учет взаимодействий вторых

ближайших соседей приводит к возникновению фрустраций и нарушению магнитного упорядочения.
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1. Введение

Низкоразмерные решеточные модели описывают

большой класс реальных физических систем: слоистые

магнетики, пленки жидкого гелия, сверхпроводящие

пленки, адсорбированные пленки и др. В этих си-

стемах из-за конкуренции обменных взаимодействий,

геометрических или энергетических ограничений могут

возникать фрустрации. Магнитные материалы, имеющие

треугольную решетку, вследствие особой геометрии,

сильно фрустрированы. С понижением температуры про-

цесс упорядочения в таких системах происходит гораздо

медленнее по сравнению даже с обычными фрустриро-

ванными системами. Такое поведение обусловлено тем,

что в системах с меньшим координационным числом

возможны не только состояния с нетривиальным гло-

бальным вырождением, но и локально вырожденные

состояния [1–4].

Большинство исследований спиновых систем с фруст-

рациями до сих пор ограничивалось моделями Изинга,

XY и Гейзенберга. Для фрустрированной модели Потт-

са существует совсем немного надежно установленных

фактов. Большинство имеющихся результатов получены

для двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 2 и q = 3 [5–11]. Физические свойства модели

Поттса сильно отличаются в зависимости от q, типа и

пространственной размерности решетки [11–13].

В настоящей работе нами изучается двумерная модель

Поттса на треугольной решетке с числом состояний

спина q = 4. Эта модель довольно уникальна и до

сих пор малоизучена. Модель Поттса может быть ис-

пользована для описания поведения некоторых классов

адсорбированных газов на графите [14]. Данная модель

интересна еще и тем, что значение q = 4 является

граничным значением интервала 2 ≤ q ≤ 4, где наблю-

дается фазовые переходы (ФП) второго рода и области

значений q > 4, в котором ФП происходит как переход

первого рода [12]. Анализ результатов, полученных при

исследовании двумерной модели Поттса с числом со-

стояний спина q = 4 на треугольной [15], гексагональ-
ной [16,17] и кагоме решетках [18], показывает, что в

данной модели наблюдается переход, имеющий признаки

ФП первого рода.

Исследование двумерной модели Поттса с числом

состояний спина q = 4 на треугольной решетке с кон-

курирующими обменными взаимодействиями первых и

вторых ближайших соседей в литературе практически не

встречается. Конкуренция обменного взаимодействия в

данной модели может привести к фрустрации, вырожде-

нию основного состояния, появлению новых магнитных

структур основного состояния, а также влиять на его

термодинамические свойства. В связи с этим, в данной

работе нами предпринята попытка на основе алгоритма

Ванга–Ландау метода Монте-Карло (МК) провести энер-

гетический анализ магнитных структур основного со-
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стояния двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на треугольной решетке с ферромагнитным

взаимодействием первых и антиферромагнитным взаи-

модействием вторых ближайших соседей. Известно, что

при значении q = 3 для смешанной ферро-антиферро-

магнитной модели Поттса наблюдается переход типа

Костерлица–Таулеса [19–21]. Поскольку поведение мо-

дели Поттса зависит от величины q, особый интерес

представляет изучение магнитных и термодинамических

свойств для q = 4 при различных соотношениях вели-

чины антиферромагнитного взаимодействия вторых бли-

жайших соседей. Из данных, полученных на сегодняш-

ний день, нельзя однозначно определить закономерности

изменения термодинамического поведения фрустриро-

ванной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 и

эти вопросы до сих пор остаются открытыми. Исследова-

ния проводятся на основе современных методов и идей,

что позволит получить ответ на ряд вопросов, связанных

с физикой фрустрированных спиновых систем.

2. Модель и метод исследования

Гамильтониан модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 с учетом взаимодействий первых и вторых

ближайших соседей может быть представлен в следую-

щем виде:

H = −J1

∑

〈i, j〉,i 6= j

δi, j − J2

∑

〈i,k〉,i 6=k

δi,k , (1)

где δi, j =

{

1 если Si = S j

0 если Si 6= S j
(дельта функция), Si = 1, 2,

3, 4, J1 и J2 — параметры обменных ферро- (J1 > 0) и

антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия соответ-

ственно для первых и вторых ближайших соседей. В дан-

ном исследовании величина взаимодействия вторых бли-

жайших соседей меняется в интервале −2.0 ≤ J2 ≤ 0.0,

а J1 = 1.

Схематическое и символьное представление модели

приведено на рис. 1. На вставке показано символьное

представление для каждого из четырех значений спина.

На рисунке также представлены взаимодействия между

первыми J1 и вторыми J2 ближайшими соседями.

В настоящее время такие системы на основе микро-

скопических гамильтонианов успешно изучаются на ос-

нове метода МК [22–29]. В последнее время разработано

много новых вариантов алгоритмов метода МК. Одним

из наиболее эффективных для исследования подобных

систем является алгоритм Ванга–Ландау [30,31], особен-
но в низкотемпературной области.

В стандартный алгоритм Ванга–Ландау нами были

внесены дополнения, которые позволяют выяснить маг-

нитную структуру основного состояния системы. Дан-

ный алгоритм является реализацией метода энтропий-

ного моделирования и позволяет вычислить функцию

плотности состояний системы. Алгоритм Ванга–Ландау
основан на том, что совершая случайное блуждание в

S1

S2

S3

S4

J1

J2

Рис. 1. Схематическое представление модели Поттса.

пространстве энергий с вероятностями обратно пропор-

циональными плотности состояний g(E), мы получаем

равномерное распределение по энергиям. Подобрав ве-

роятности перехода такими, что посещение всех энер-

гетических состояний стало бы равномерным, можно

получить изначально неизвестную плотность состояний

g(E), зная которую можно вычислить значения необ-

ходимых термодинамических параметров при любой

температуре. Так как плотность состояний g(E) очень

быстро растет с увеличением размеров исследуемых

систем, для удобства хранения и обработки больших

чисел пользуются величиной ln g(E).

Алгоритм Ванга–Ландау был использован нами в

следующем виде.

Задается произвольная начальная конфигурация спи-

нов. Стартовые значения плотности состояний g(E) = 1,

гистограммы распределений по энергиям H(E) = 0,

стартовый модификационный фактор f = f 0 = e1

≈ 2.71828. Многократно совершаем шаги в фазовом

пространстве, пока не получим относительно плоскую

гистограмму H(E) (т. е. пока не будут посещены

примерно одинаковое количество раз все возможные

энергетические состояния системы). При этом,

вероятность перехода из состояния с энергией E1

в состояние с энергией E2 определяется по формуле

p = g(E1)/g(E2). Если переход в состояние с энергией

E2 состоялся, то g(E2) → f × g(E2), H(E2) → H(E2) + 1

иначе g(E1) → f × g(E1), H(E1) → H(E1) + 1. Если

гистограмма стала
”
плоской“ то обнуляем гистограмму

H(E) → 0, уменьшаем модификационный фактор

f → √
f , и продолжаем снова, пока f ≥ f min. В нашем

случае f min = 1.0000000001. Гистограмма считается до-

статочно плоской, если в ней значение для всех возмож-

ных энергетических состояний принимают не менее 90%

от общего среднего значения. В стандартный алгоритм

Ванга–Ландау нами внесены дополнения, которые позво-

ляют получить магнитную структуру основного состоя-

ния системы. При достижении состояния с минимальной
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Рис. 2. Конфигурация спинов в одном из основных состояний, реализуемых в системе при J1 = 1 и различных J2 : (a) −0.5 ≤ J2,

(b) J2 = −0.5, (c) −1 < J2 < −0.5, (d) J2 = −1, (e) и (f) J2 ≤ −1.

энергией (предположительно, основного состояния си-

стемы) магнитная структура сохраняется в памяти в ви-

де строки, содержащей значения всех спинов. Определив

плотность состояний системы, можно рассчитать значе-

ния термодинамических параметров при любой темпе-

ратуре. В частности, внутреннюю энергию U , свободную

энергию F , удельную теплоемкость C и энтропию S
можно вычислить, используя следующие выражения:

U(T ) =

∑

E
Eg(E)e−E/kBT

∑

E
g(E)e−E/kBT

≡ 〈E〉T , (2)

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 8
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F(T ) = −kBT ln

(

∑

E

g(E)e−E/kBT

)

, (3)

C =

(

(|J1|/kBT )2

N

)

(

〈U2〉 − 〈U〉2
)

, (4)

S(T ) =
U(T ) − F(T )

T
, (5)

где N — число частиц, T — температура (здесь
и далее температура дана в единицах |J1|/kB).
Расчеты проводились для систем с периодическими

граничными условиями и линейными размерами

L × L = N, L = 12÷ 120 в диапазоне −2.0 ≤ J2 ≤ 0.0.

3. Результаты моделирования

На рис. 2, а представлена магнитная структура основ-

ного состояния для J2 = 0. Основное состояние является

ферромагнитным, в котором все спины ориентирова-

ны вдоль одного из четырех направлений — система

четырехкратно вырождена. Такая картина наблюдается

в интервале −0.4 ≤ J2 ≤ 0. На рис. 2, b приведены

магнитные структуры основного состояния для случая

J2 = −0.5. Как видно на рисунке происходит нарушение

ферромагнитного упорядочения. Наблюдаются полосо-

вые структуры разной ширины. На рис. 2, c приведены

магнитные структуры основного состояния для случая

J2 = −0.7. На рисунке наблюдаются полосовые струк-

туры, причем эти структуры могут отличаться направ-

лением полос. Такая картина наблюдается в интерва-

ле −1 ≤ J2 < −0.5. Количество состояний ln(NGS) ∝ L.
Для случая J2 = −1 (рис. 2, d) наблюдается наруше-

ние магнитного упорядочения типа полосовых структур.

В системе на фоне полосовых структур возникают обла-

сти с триплетным упорядочением. Степень вырождения

основного состояния в данном случае ln(NGS) ∝ L2.

В интервале −2.0 ≤ J2 ≤ −1 (рис. 2, e, f) в системе воз-

никают триплетные и страйпово-триплетные структуры.

Количество состояний ln(NGS) ∝ L.
Для энергетического анализа магнитных структур

основного состояния нами отмечены узлы на решетке

размерами 12 × 12, приведенной на рис. 2. Каждый узел

имеет 6 ближайших соседей и 6 следующих ближайших

соседей. Энергетический вклад узла i определяется как

Ei = −J1

2

∑

j

δi, j −
J2

2

∑

k

δi,k = −J1

2
n − J2

2
m, (6)

где n — число ближайших соседей, имеющих то же

значение, что и данный спин, m — число следующих

ближайших соседей, имеющих то же самое значение.

В зависимости от структуры и положения спина на

решетке возможны следующие варианты, приведенные

на рис. 2.

1. Все соседи спина имеют то же самое значение

(n = 6 и m = 6).

J2

0–2.0 –1.5 –1.0 –0.5

–3

0

3

E
i

–2

–1

1

2

1
2
3
4
5  6,

Рис. 3. Энергетический анализ магнитных структур основного

состояния.

2. Спин находится на границе двух широких полос

(n = 4 и m = 3).

3. Спин находится на второй линии от границы двух

широких полос (n = 6 и m = 5).

4. Спин в страйповой структуре с шириной 2 полосы

(n = 4 и m = 2).

5. Любой из узлов на триплетной структуре (n = 2 и

m = 0).

6. Любой из узлов на триплетной структуре (n = 2 и

m = 0).

7. Спины на решетке с фрустрациями имеют случай-

ное число n и m.

Зависимость энергии этих узлов от величины J2

приведена на рис. 3 (здесь и далее статистическая

погрешность не превышает размеров символ, использо-

ванных для построения зависимостей). В зависимости

от структуры основного состояния система может со-

держать разное количество узлов типа 1−7. Структуры,

приведенные на рис. 2 для решетки 12× 12 содержат:

a) все 144 спина типа 1;

b) 96 спина типа 1, 24 спина типа 2, 24 спина ти-

па 3. При наличии в системе нескольких полос данное

соотношение спинов может меняться, при этом всегда

выполняется условие равенства числа узлов типа 2 и

типа 3;

c) все 144 спина типа 4;

d) все 144 спина типа 7. Фрустрированное неупорядо-

ченное состояние;

e) все 144 спина типа 5;

f) все 144 спина типа 5 или 6.

Энергетический анализ различных конфигураций спи-

нов основных состояний при J1 = 1 и различных J2

изображен на рис. 4. Таким образом, в зависимости от

Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 8
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величины J2 энергетически выгодными являются

−0.5 ≤ J2 a,

J2 = −0.5 a, b, c,

−1 ≤ J2 ≤ −0.5 c,

J2 = −1 c, d, e, f,

J2 ≤ −1 e, f.

На рис. 5 приведены температурные зависимости

энтропии S/N для разных значений обменного взаи-

модействия J2. На рисунке видно, что при увеличении

температуры энтропия для всех систем стремится к

теоретически предсказанному значению ln 4. При низких

температурах, близких к абсолютному нулю, энтропия

для некоторых значений J2 стремится к ненулевому

значению S0. Ненулевая остаточная энтропия является

следствием вырождения основного состояния. Зависи-

мость величины S0 для разных значений обменного

взаимодействия J2 представлена на рис. 6. Как видно на

рисунке, в интервале −0.4 ≤ J2 ≤ 0.0 при низких тем-

пературах энтропия S0 стремится к нулевому значению.

В этом интервале система не вырождена и в системе

сохраняется порядок. В интервалах −0.9 ≤ J2 ≤ −0.5

и −2.0 ≤ J2 ≤ −1.2 энтропия при низких температу-

рах стремится к ненулевому значению. Это связано

со слабым вырождением основного состояния. Такое

поведение связано с частичным упорядочением системы.

Следует отметить, что для значения J2 = −1.0 энтро-

пия в низкотемпературной области принимает большое

значение, что обусловлено сильным вырождением ос-

новного состояния. Такая картина обычно наблюдается

для фрустрированных спиновых систем [32]. Можно

предположить, что при значении J2 = −1.0 система

становится сильно фрустрированной.

Фазовая диаграмма зависимости критической темпе-

ратуры от величины взаимодействия вторых ближайших

соседей приведена на рис. 7. Для построения фазовой

диаграммы нами строились температурные зависимости

теплоемкости при различных значениях величины об-

менного взаимодействия вторых ближайших соседей в

интервале −2.0 ≤ J2 ≤ 0.0. Для каждого значения J2

определялась температура T (Cmax), при котором тепло-

емкость принимает максимальное значение. Температу-

ру, соответствующую максимуму теплоемкости можно

считать близкой к критической температуре. На рисунке

видно, что температура T (Cmax) меняется с изменени-

ем значения J2. На диаграмме наблюдаются несколько

различных фаз: ферромагнитная (FM), парамагнитная

(PM), Phase1 (страйпово-триплетная) и Phase2 (страйпо-
вая). При значении J2 = −1.0 критическая температура

равна нулю и ФП отсутствует. Это объясняется тем,

что конкуренция обменных взаимодействий первых и

вторых ближайших соседей для данного значения J2

приводит к возникновению полной фрустрации. Фруст-

рации нарушают порядок в системе и приводит к исчез-

новению ФП.

J2

0–2.0 –1.5 –1.0 –0.5

–3

0

3

E
N/

–2

–1

1

2

a
b
c
e  f,

Рис. 4. Энергетический анализ различных конфигураций

спинов основного состояния.
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Рис. 5. Температурные зависимости энтропии S/N для разных

величин обменного взаимодействия J2 .
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Рис. 6. Зависимость энтропии S0 для разных величин обмен-

ного взаимодействия J2 .
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Рис. 7. Фазовая диаграмма зависимости критической темпера-

туры от величины взаимодействия вторых ближайших соседей.

Появление различных фаз на диаграмме обусловлено

изменением магнитной структуры основного состоя-

ния. Каждой фазе соответствуют различные магнитные

структуры.

1. Упорядоченной ферромагнитной фазе (J2 < −0.5)
соответствует магнитная структура, представленная на

рис. 2, a.

2. Страйповой фазе (−1 < J2 ≤ −0.5) — магнитные

структуры, представленные на рис. 2, b, c.

3. Фрустрированной неупорядоченной фазе

(J2 = −1) — магнитная структура, представленная

на рис. 2, d.

4. Страйпово-триплетной фазе (−2.0 ≤ J2 ≤ −1) —

магнитные структуры, представленные на рис. 2, f.

4. Заключение

Исследование магнитных структур основного состо-

яния и термодинамических свойств двумерной модели

Поттса с числом состояний спина q = 4 на треугольной

решетке с учетом взаимодействий первых и вторых бли-

жайших соседей выполнено с использованием алгоритма

Ванга–Ландау метода Монте-Карло. Определены маг-

нитные структуры основного состояния при различных

значениях величины взаимодействия вторых ближайших

соседей. Обнаружено, что изменение величины взаимо-

действия вторых ближайших соседей в данной модели

приводит к изменению магнитного упорядочения. Про-

веден энергетический анализ магнитных структур основ-

ного состояния. Построена фазовая диаграмма зависимо-

сти критической температуры от величины обменного

взаимодействия вторых ближайших соседей. Показано,

что при значении J2 = −1 наблюдаются сильные эффек-

ты фрустрации, что приводит к нарушению магнитного

упорядочения.
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