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Фазовые переходы в разбавленной двумерной модели Поттса

с числом состояний спина q = 3 на квадратной решетке
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Методом компьютерного моделирования проведено исследование фазовых переходов в двумерной

разбавленной модели Поттса с числом состояний спина q = 3. Рассмотрены системы с линейными

размерами L × L = N, L = 10÷ 160 при концентрации спинов p = 1.00, 0.80. Полученные численные данные

свидетельствуют о том, что в чистой модели Поттса с числом состояний спина q = 3 на квадратной

решетке наблюдается фазовый переход второго рода в соответствии с теорией. Внесение беспорядка в виде

немагнитных примесей (p = 0.80) в модели Поттса с q = 3 сохраняет фазовый переход второго рода.
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1. Введение

Развитие компьютерных технологий и вычислитель-

ных методов исследования, привело к их превали-

рованию над теоретическими и экспериментальными

методами при изучении неупорядоченных магнитных

систем. Это обусловлено тем, что в реальных системах

всегда присутствуют усложняющие факторы, затрудня-

ющие использование теоретических и эксперименталь-

ных методик [1–5]. Многие из известных теоретических

схем в рамках теоретико-полевого ренормализационно-

группового метода при применении к системам с бес-

порядком перестают работать (см. обзоры [4,5]). Со-

временные экспериментальные исследования сталкива-

ются с большими трудностями при изучении термоди-

намических и критических свойств спиновых систем с

вмороженным беспорядком. Имеющиеся на сегодняш-

ний день экспериментальные результаты не позволяют

сформировать цельной и непротиворечивой картины

критического поведения примесных систем. Дело не

только в том, что результаты экспериментальных ис-

следований сильно зависят от метода и конкретного

образца, но и от способа приготовления образца. Кроме

того, практически нет экспериментальных исследований,

выполненных на основе единого методического подхода

на сериях однотипных образцов при строго контролиру-

емом содержании количества примесей. Практически во

всех экспериментальных исследованиях серьезной и до

сих пор не решенной проблемой остается проблема до-

стижение асимптотического критического режима [2,4].
На этом фоне обнадеживающими представляются ре-

зультаты и возможности исследования примесных си-

стем методами МК.

К настоящему времени известно, что дефекты струк-

туры, реализованные в виде немагнитных примесей,

оказывают влияние на тепловые и магнитные харак-

теристики спиновых систем, и могут влиять на фазо-

вые переходы (ФП), если выполняется так называемый

критерий Харриса [6]. Согласно этому критерию при-

меси существенны, если соответствующий критический

индекс теплоемкости α чистой системы положителен,

т. е. теплоемкость в критической точке расходится и

поэтому этот критерий применим к трехмерной модели

Изинга для которой α > 0. Исследованию критических

свойств неупорядоченной модели Изинга с вморожен-

ными беспорядком, в последнее тридцатилетие было

посвящено значительное число работ (см. обзоры [4,5]
и [7,8]) и достигнут существенный прогресс в понимании

особенностей влияния немагнитных примесей на эту

модель. В тоже время в случае двумерной модели

Изинга критерий Харриса не применим в силу того,

что α = 0. Детальное рассмотрение этого случая [9]
позволило прийти к выводу, что влияние примеси за-

трагивает только поведение теплоемкости, в то время

как остальные термодинамические и корреляционные

функции не изменяют своего критического поведения.

С другой стороны, примеси могут влиять на род ФП,

в случае спиновых систем, испытывающих в однородном

состоянии ФП первого рода [10]. На стабилизирующую

роль немагнитных примесей при реализации ФП второго

рода с применением теоретических методов было указа-
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но и в недавней работе [11]. Для изучения этого случая

хорошо подходит модель Поттса. С одной стороны,

это связано с тем, что в модели Поттса наблюдается

ФП первого рода при q > 4, и ФП второго рода при

q ≤ 4. С другой стороны, модель Поттса является тео-

ретическим инструментом, применяемым для изучения

широкого класса явлений в физике конденсированных

сред [12]. Очевидно, что решеточная структура дан-

ной модели изоморфна многим таким системам как:

слоистый магнетик, аэрогели, пленки жидкого гелия,

сверхпроводящие пленки и т. д. [13].

Таким образом, на моделях Поттса можно проверить

особенности влияния примесей на ФП и определить их

роль как стабилизирующего фактора при ФП второго

рода. Кроме того, в соответствии с критерием Харри-

са [6] в случае двумерных моделей Поттса с q = 3 или

с q = 4 примеси должны повлиять и на критическое

поведение, так как для этих моделей α = 1/3 и α = 2/3

соответственно. В работе [14] исследовалась четырех-

компонентная (q = 4) примесная модель Поттса и было

показано, что ФП и критическое поведение этой модели

подвергается влиянию беспорядка, реализованного в

виде немагнитных примесей. В тоже время для модели

Поттса с q = 3 в литературе практически не имеются

сведения о том, как влияет вмороженный беспорядок

на фазовые переходы, и его критическое поведение, осо-

бенно когда беспорядок реализован в виде немагнитных

примесей каноническим способом. Не определены значе-

ния критических температур и не выявлены особенности

влияния беспорядка на термодинамические параметры,

такие как намагниченность m, восприимчивость χ, энер-

гия E , теплоемкость C и кумулянты Биндера UL и VL.

В связи с этим основной целью этой работы является

изучение влияния немагнитных примесей на фазовые пе-

реходы и термодинамическое поведение трехкомпонент-

ной (q = 3) двумерной модели Поттса на квадратной

решетке.

2. Двумерная примесная
модель Поттса с q = 3

на квадратной решетке

Приведем здесь формулировку двумерной стандарт-

ной примесной модели Поттса с числом состояний

спина q = 3, используемую для описания широкого ряда

объектов и явлений в физике конденсированных сред.

В рассматриваемой нами модели примеси распределены

каноническим способом [4]. При построении такой мо-

дели необходимо иметь в виду следующие особенности:

1. В узлах квадратной решетки расположены спины Si ,

которые могут ориентироваться в 3-х симметричных

направлениях в пространстве с размерностью q − 1,

так что углы между любыми двумя направлениями

спинов равны и немагнитные примеси (вакансии) (см.
рис. 1). Немагнитные примеси распределены случайно

1 2 1

1

1

113 3

2 2 3

1 2 3 2

1

2 3

Рис. 1. Стандартная двумерная модель Поттса с числом

состояний спина q = 3 на квадратной решетке.

и фиксированы на различных узлах решетки (quenched
disorder).
2. Энергия связи между двумя узлами равна нулю,

если они находятся в разных состояниях (безразлично,
в каких именно) или же, если хотя бы в одном узле

находится немагнитный атом, и равна J, если взаимо-

действующие узлы находятся в одинаковых состояниях

(опять же, все равно в каких именно).
С учетом этих особенностей микроскопический га-

мильтониан такой системы может быть, представлен в

виде [13]:

H = −1

2
J

∑

i, j

ρiρ jδ(Si , S j), Si = 1, 2, 3, (1)

где

δ(Si , S j) =

{

1, если Si = S j ,

0, если Si 6= S j .

и

ρi =

{

1, если в узле расположен спин

0, если в узле расположена немагнитная примесь.

Концентрация магнитных спинов определяется выра-

жением

p =
1

L2

L2

∑

i=1

ρiδ(Si , q). (2)

Тогда значение p = 1 соответствует чистой модели

Поттса, а p = 0 — пустой, чисто примесной решетке.

3. Методика исследования

Из всех вариантов кластерных алгоритмов метода

Монте-Карло наиболее эффективным на сегодняшний
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день является алгоритм Вольфа [15]. Методика ее реали-

зации подробно рассмотрена в работах [8,16]. В данной

работе этот алгоритм был использован нами в следую-

щем виде.

1. Два случайных числа задают координаты i, j узла

на решетке. Если в этом узле находится немагнитная

примесь, то генерируются новые случайные числа до тех

пор, пока не будут сгенерированы координаты магнитно-

го спина Si .

2. Рассматриваются все ближайшие соседи S j данного

спина Si . Если соседний узел занят магнитным спином,

то с вероятностью

P = 1− exp(−K), (3)

где K = J/kBT , kB — постоянная Больцмана, T — тем-

пература, активируется связь между Si и S j , если Si и S j

имеют одинаковые значения при J > 0. Заметим, что в

случае модели Поттса для выражения вероятности вклю-

чения спина в кластер (2) показатель 2 в экспоненте

характерный для соответствующей вероятности модели

Изинга исчезает. Таким образом, можно утверждать, что

модель Поттса с состоянием спина q = 2 эквивалентна

модели Изинга с точностью численного фактора 2 в

обменной константе J .
3. Если связь между спинами Si и S j активируется, то

спин в узле j включается в кластер. Следует отметить,

что также как и для модели Изинга с примесями, один

и тот же спин может быть включен в кластер только

один раз, тогда как проверен на включение в кластер

несколько раз.

4. После проверки всех ближайших соседей выбран-

ного спина i , первый — включенный в кластер спин

становится
”
центральным“, и начинается процесс ак-

тивации связей этого спина с ближайшими соседями.

Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будут

проверены все ближайшие соседи всех вошедших в

кластер спинов или достигнуты границы системы.

5. Все спины, между которыми установлена связь,

образуют
”
кластер“.

6. Полученный кластер переворачивается с вероятно-

стью равной 1. Переворот кластера в случае модели

Поттса означает присвоение всем спинам вошедших в

кластер новое значение спина S′

i , с равной вероятностью

среди всех его состояний q которое отлично от старого

значения Si . Затем переходим к пункту 2.

Об эффективности однокластерного алгоритма Воль-

фа применительно к модели Поттса можно судить по

критическому индексу z характеризующему эффектив-

ность используемого алгоритма. В частности исследо-

вание чистой двумерной модели Поттса с q = 3 на

основе однокластерного алгоритма Вольфа показало,

что критический индекс z = 0.60± 0.02, в то время как

использование классического алгоритма Метрополиса

дает значение z ≈ 2 [17]. По выше описанному алго-

ритму Вольфа [14] реализовался марковский процесс,

для систем с периодическими граничными условиями.

Расчеты проводились для систем с периодическими гра-

ничными условиями для систем с линейными размерами

L = 10÷ 160 и числом узлов p × L × L = N. Изначально

конфигурации задавались таким образом, чтобы все

спины были упорядочены вдоль одной из оси X , Y
или Z. Для вывода системы в равновесное состояние

отсекался неравновесный участок длиной τ0 для системы

с линейными размерами L. Этот неравновесный участок

отбрасывали. В каждой цепи усреднение проводилось

по участку марковской цепи длиной τ = 150τ0 . Для

самой большой системы L = 160, τ0 = 1.8 · 103 МК ша-

гов/спин.

4. Результаты моделирования

В процессе компьютерного моделирования вычисля-

лись термодинамические характеристики отдельно взя-

того образца по следующим формулам [12,18]:

U = [〈U〉] =
1

N
[〈H〉], (4)

mF =

[

q
(

Nmax

N

)

− 1
]

q − 1
, (5)

C = (NK2)
⌊

〈U2〉 − 〈U〉2
⌋

, (6)

χ = (NK)
⌊

〈m2〉 − 〈m〉2
⌋

, (7)

где K = |J|/kBT , Nmax = max{N1, N2, N3}, Ni — число

спинов в состоянии с q = i , N = pL2 — число магнитных

узлов, угловые скобки означают термодинамическое

усреднение, квадратные скобки означают усреднение по

примесным конфигурациям.

На рис. 2 и 3 представлены характерные зависимости

намагниченности для чистой (p = 1.00) и разбавленной

(p = 0.80) модели Поттса от температуры соответствен-

но. Здесь и далее на всех рисунках погрешность данных

не превышает размеров символов, используемых для

построения графиков. Как видно из этих рисунков,

для всех рассмотренных систем наблюдается поведение

характерное для фазового перехода второго рода.

На рис. 4 и 5 приведены температурные зависимости

для восприимчивости χ и теплоемкости C, для систем

с разными линейными размерами L при концентрации

спинов p = 1.0, а на рис. 6 и 7 — при p = 0.8. Как видно

из этих рисунков для спиновых систем с достаточно

большими линейными размерами L в критической об-

ласти наблюдаются ярко выраженные максимумы и эти

максимумы в пределах погрешности приходят на одну и

ту же температуру.

3 Физика твердого тела, 2022, том 64, вып. 6
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Рис. 2. Температурная зависимость намагниченности для

чистой модели Поттса.
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Рис. 3. Температурная зависимость намагниченности для

разбавленной модели Поттса.
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Рис. 4. Температурная зависимость восприимчивости чистой

модели Поттса.
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Рис. 5. Температурная зависимость теплоемкости чистой

модели Поттса.
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Рис. 6. Температурная зависимость восприимчивости для

разбавленной модели Поттса.
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Рис. 7. Температурная зависимость теплоемкости для разбав-

ленной модели Поттса.
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Рис. 8. Температурная зависимость кумулянтов Биндера VL(T )
для двумерной чистой модели Поттса с числом состояний

спина q = 3.
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Рис. 9. Температурная зависимость кумулянтов Биндера

UL(T ) для двумерной чистой модели Поттса с числом состоя-

ний спина q = 3.

Для анализа характера ФП наиболее эффективным ме-

тодом зарекомендовал себя метод кумулянтов Биндера

четвертого порядка [19]:

VL(T, p) = 1−
〈

E4(T, p; L)
〉

L

3
〈

E2(T, p; L)
〉2

L

, (8)

UL(T, p) = 1−
〈

m4(T, p; L)
〉

L

3
〈

m2(T, p; L)
〉2

L

, (9)

где E — энергия и m — параметр порядка системы с

линейным размером L. Выражения (8) и (9) позволяют

определить температуру Tl(p) с большой точностью в

фазовых переходах первого и второго рода соответ-

ственно. Следует отметить, что применение кумулянтов

Биндера позволяет также хорошо определить род ФП в

системе. Фазовые переходы второго рода характеризу-

ются следующими отличительными особенностями [20]:

усредненная величина VL(T, p) стремится к определен-

ному значению V ∗ согласно выражению

V (T, p) = V ∗ + bL−d (10)

при L → ∞ и T = Tl(L), где V ∗ = 2/3, а кривые тем-

пературной зависимости кумулянтов Биндера UL(T, p)
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Рис. 10. Температурная зависимость кумулянтов Биндера

VL(T ) для двумерной разбавленной модели Поттса с числом

состояний спина q = 3.
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Рис. 11. Температурная зависимость кумулянтов Биндера

UL(T ) для двумерной разбавленной модели Поттса с числом

состояний спина q = 3.
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Рис. 12. Гистограмма распределении энергии для двумерной

чистой модели Поттса с числом состояний спина q = 3 на

квадратной решетке при T = Tl .
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Рис. 13. Гистограмма распределении энергии для двумерной

разбавленной модели Поттса с числом состояний спина q = 3

на квадратной решетке при T = Tl .

будут иметь четко выраженную точку пересечения.

Указанные особенности для кумулянтов Биндера чет-

вертого порядка VL(T, p) и UL(T, p) продемонстриро-

ваны на рис. 8 и 9 соответственно для ФМ модели

Поттса с q = 3 на квадратной решетке при отсутствии

структурного беспорядка p = 1.00. Аналогичная картина

наблюдается и при внесении немагнитного беспорядка

концентрацией c = 0.2, c = 1− p (см. рис. 10 и 11).

Методика определения рода фазового перехода этим

методом подробно описана в работах [21–23]. Следует

отметить, что температура ФП Tl = 0.994(1) полученная

для чистой спиновой системы при p = 1.0 достаточно

хорошо согласуется с аналитическим значением полу-

ченным Бакстером [12] по формуле

kBTl

|J| =
1

ln(1 +
√
3)

= 0.99497 . . . .

Независимо от метода кумулянтов Биндера четверто-

го порядка нами проводится и гистограммный анализ

данных для двумерной модели Поттса с числом состоя-

ний спина q = 3 на квадратной решетке. В гистограмм-

ном анализе данных вероятность того, что рассматривае-

мая система обладает энергией U и намагниченностью m
равна [24]

P(U, m) =
1

Z(K)
W (U, m) exp[KU ], (11)

где Z(K) — функция распределения энергии всей си-

стемы, а K — обратная температура, W (U, m) — число

конфигураций с энергией U и параметром порядка m.

Гистограммный анализ данных, проведенный нами для

двумерной ФМ модели Поттса с числом состояний спи-

на q = 3 в чистом при p = 1.00 и разбавленном режиме

p = 0.80 на квадратной решетке, также свидетельствует

о наличии ФП второго рода. Это продемонстрировано на

рис. 12 и 13 для спиновой системы с линейным размером

L = 160. На этих рисунках представлены гистограммы

распределения энергии для трех различных значений

температуры вблизи Tl для чистой и разбавленной

модели Поттса с числом состояний спина q = 3. Как

видно из этих рисунков, на зависимостях вероятности P
от энергии системы U для всех рассмотренных систем

наблюдается один хорошо выраженный максимум для

всех рассмотренных значений температур. Такое пове-

дение характерно также для ФП второго рода.

Таким образом, в рассматриваемой работе показано,

что наличие немагнитного беспорядка в рассматрива-

емой спиновой системе описываемой моделью Поттса

с числом состояний спина q = 3 не влияет на род

фазового перехода.

5. Заключение

В настоящей работе с соблюдением единой методики

на основе метода Монте-Карло исследованы фазовые

переходы в двумерной ферромагнитной модели Поттса

с числом состояний спина q = 3 на квадратной решетке.

Полученные данные в результате наших исследований

свидетельствуют о том, что в рассматриваемой модели

Поттса на квадратной решетке наблюдается фазовый

переход второго рода в соответствии с предсказаниями

аналитических теорий [10,11]. Внесение немагнитных

примесей стабилизирует фазовый переход второго рода

в рассматриваемой модели Поттса
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